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Exer
i
e 1

1. Pas besoin de faire de tableau i
i, le 
as d'une égalité de valeurs absolues se traite dire
tement :

on a soit x2+x− 1 = 2x+5, soit x2+x− 1 = −2x− 5. La première équation est équivalente

à x2−x−6 = 0, qui a pour dis
riminant ∆ = 1+24 = 25, et admet don
 deux ra
ines réelles

x1 =
1− 5

2
= −2 et x2 =

1 + 5

2
= 3. La deuxième équation est équivalente à x2 +3x+4, qui

a un dis
riminant stri
tement négatif, et don
 pas de ra
ine réelle. Finalement, S = {−2, 3}.
2. On peut bien sûr 
ommen
er par fa
toriser par x pour obtenir l'équation équivalente x(2x3−

3x2−5x+6) = 0. Le deuxième fa
teur admet pour ra
ine évidente x = 1 (puisque 2−3−5+6 =
0), don
 peut se fa
toriser sous la forme 2x3 − 3x2 − 5x + 6 = (x − 1)(ax2 + bx + c) =
ax3 + (b − a)x2 + (c − b)x − c. Par identi�
ation des 
oe�
ients, on doit avoir a = 2, puis
b − a = −3, don
 b = −1, et c − b = −5 qui donne c = −6, 
ohérent ave
 la dernière


ondition. Il ne reste plus qu'à 
her
her les solutions de l'équation 2x2 − x − 6 = 0, qui a

pour dis
riminant ∆ = 1 + 48 = 49, et pour solutions x1 =
1− 7

4
= −3

2
et x2 =

1 + 7

4
= 2.

Finalement, S =

{

−3

2
, 0, 1, 2

}

.

3. Cette fois-
i, on n'é
happera pas à un petit tableau : la valeur absolue de gau
he s'annule

pour x = −1 et 
elle de droite lorsque x =
5

2
.

x −1 5
2

|x+ 1| −x− 1 0 x+ 1 x+ 1

|2x− 5| 5− 2x 5− 2x 0 2x− 5

|x+ 1| − |2x− 5| x− 6 3x− 4 −x+ 6

Il ne reste plus qu'à résoudre sur 
ha
un des trois intervalles :

• sur ]−∞,−1], l'inéquation initiale est équivalente à x− 6 6 0, soit x 6 6, on peut garder

tout l'intervalle ]−∞, 6].

• sur

[

−1,
5

2

]

, l'inéquation est équivalente à 3x − 4 6 0, soit x 6
4

3
, qui appartient à

l'intervalle de résolution, on garde don
 l'intervalle

[

−1,
4

3

]

.

• en�n, sur

[

5

2
,+∞

[

, l'inéquation équivalente −x + 6 6 0 donne la 
ondition x > 6 qui


onduit à 
onserver l'intervalle [6,+∞[.

Con
lusion : S =

]

−∞,
4

3

]

∪ [6,+∞[.

4. On fait tout passer à gau
he avant de mettre au même dénominateur pour obtenir l'inégalité

équivalente

(3− 2x)(2 − x)− (2− 3x)(3 − x)

(3− x)(2− x)
6 0, soit

6− 4x− 3x+ 2x2 − 6 + 9x+ 2x− 3x2

(3− x)(2− x)
6
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0, ou en
ore

−x2 + 4x

(3 − x)(2 − x)
6 0. Le numérateur se fa
torise immédiatement en x(4 − x), on

peut don
 dresser rapidement un tableau de signes du quotient Q :

x 0 2 3 4

x(4− x) − 0 + + + 0 −
(3− x)(2 − x) + + 0 − 0 + +

Q − 0 + − + 0 −

On peut 
on
lure : S =]−∞, 0]∪]2, 3[∪[4,+∞[.

5. Commençons par 
onstater que

√
5 + 1√
5− 1

=
(
√
5 + 1)2

5− 1
=

6 + 2
√
5

22
, don
 A =

√

6− 2
√
5 −

√

6 + 2
√
5. Cal
ulons don
 à partir de 
ette expressionA2 = 6−2

√
5−2

√

(6− 2
√
5)(6 + 2

√
5)+

6 + 2
√
5 = 12 − 2

√
36− 20 = 12 − 2 × 4 = 4. On en déduit que A = ±2, et 
omme A < 0

(puisque

√

6 + 2
√
5 >

√

6− 2
√
5), on a don
 A = −2.

Exer
i
e 2

1. En posant X = ln(x), on se ramène à l'équation du se
ond degré X2 − X − 2 = 0, qui

a pour dis
riminant ∆ = 1 + 8 = 9 et admet don
 pour ra
ines X1 =
1− 3

2
= −1 et

X2 =
1 + 3

2
= 2. Les solutions de l'équation initiale sont don
 les deux réels x1 = e−1 =

1

e
et

x2 = e2. L'expression ln2(x)− ln(x)− 2 étant positive à l'extérieur de 
es deux solutions, on

en déduit que :

• f(x) = ln2(x)− ln(x)− 2 si x ∈
]

0,
1

e

]

∪ [e2,+∞[.

• f(x) = 2 + ln(x)− ln2(x) si x ∈
[

1

e
, e2

]

.

2. Il s'agit de résoudre l'équation f(x) = 4, qui se ramène aux deux équations possibles ln2(x)−
ln(x)− 2 = 4 et ln2(x)− ln(x)− 2 = −4. En e�e
tuant à nouveau le 
hangement de variable

X = ln(x), la première équation se ramène à X2 − X − 6 = 0, dont le dis
riminant vaut

∆ = 1 + 24 = 25, et qui admet 
omme ra
ines X1 =
1− 5

2
= −2 et X2 =

1 + 5

2
= 3. De

même la deuxième équation se ramène à X2 − X + 2 = 0, qui a un dis
riminant négatif et

don
 pas de solution réelle. Il y a don
 deux anté
édents pour 4, qui sont e−2 =
1

e2
, et e3.

3. Posons pour simpli�er l'étude g(x) = ln2(x) − ln(x) − 2, fon
tion dé�nie et dérivable sur

]0,+∞[, de dérivée g′(x) =
2 ln(x)

x
− 1

x
=

2 ln(x)− 1

x
. Cette dérivée est du signe de 2 ln(x)−1,

et s'annule en parti
ulier lorsque ln(x) =
1

2
, don
 x =

√
e. On 
onnait déjà le signe de

la fon
tion g (question 1), on peut don
 dresser simultanément le tableau de signe et de

variations de la fon
tion g, et en déduire le tableau de variations de f . Cal
ulons tout de

même g(
√
e) =

1

4
− 1

2
−2 = −9

4
, et signalons que lim

x→0+
g(x) = +∞ (pas de forme indéterminée

i
i), et 
omme g(x) = ln(x)

(

ln(x)− 1− 2

ln(x)

)

, alors lim
x→+∞

g(x) = +∞ (
e qui est dans la

parenthèse tendant vers +∞).
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x 0 1
e

√
e e2 +∞

g′(x) − − 0 + +

g

+∞❍❍❍❥0
❍❍❍❥−9

4

✟✯✟✟

0

✟✯✟✟

+∞

f

+∞
❅
❅
❅❘
0

✟✯✟✟

9
4 ❍❍❍❥ 0

�✒
�

�

+∞

4. La valeur x = 2 se trouve sur l'intervalle sur lequel g(x) est négatif, il faut don
 bien faire

attention aux signes : f(2) = −g(2) = 2+ln(2)− ln2(2), et f ′(2) = −g′(2) =
1− 2 ln(2)

2
, don


la tangente a pour équation y =

(

1

2
− 2

ln(2)

2

)

(x− 2) + 2 + ln(2)− ln2(2) =
1− 2 ln(2)

2
x+

1+ 3 ln(2)− ln2(2). Son 
oe�
ient dire
teur est

1− 2 ln(2)

2
≃ −0.4

2
≃ −0.2, et son ordonnée

à l'origine 1 + 3 ln(2) − ln2(2) ≃ 1 + 2.1− 0.5 ≃ 2.6.

5. On fait bien attention à 
e que la fon
tion f n'est pas dérivable en ses points d'annulation

(surtout pas de tangentes horizontales à 
es endroits-là), on utilise les valeurs appro
hées

de la question pré
édente pour tra
er la tangente, et si on le peut on essaye d'indiquer les

anté
édents de 4 
al
ulés plus haut, mais l'é
helle n'est pas très adaptée pour 
elà (ils ne

�gurent pas sur la 
ourbe 
i-dessous) :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0

1

2

3

4

5

−1

Exer
i
e 3

1. Le premier ré�exe fa
e à 
e genre d'expression doit être de mettre immédiatement sous forme

exponentielle : f(x) = e− ln(x)×ln(x) = e− ln2(x)
. Sous 
ette forme, il est évident que Df = R

+∗
.

2. La fon
tion f est dérivable sur son intervalle de dé�nition, de dérivée f ′(x) = −2 ln(x)

x
e− ln2(x)

.

En parti
ulier, f ′(x) est tout simplement du signe de − ln(x), et s'annule en parti
ulier quand

x = 1. On a bien sûr f(1) = e0 = 1. De plus, lim
x→0

− ln2(x) = −∞, don
 lim
x→0

f(x) = 0. C'est

exa
tement le même 
al
ul (et don
 la même limite) en +∞.

3. On a déjà tout fait :
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x 0 1 +∞
f ′(x) + 0 +

f

0

✟✯✟✟

1
❍❍❍❥ 0

4. Toujours en partant de la forme exponentielle, on doit résoudre e− ln2(x) =
1

e
, soit − ln2(x) =

−1. Autrement dit, on doit avoir ln(x) = ±1, don
 x = e1 = e, ou x = e−1 =
1

e
.

5. Pas grand 
hose de passionnant à indiquer sur 
ette 
ourbe, à vrai dire (on peut signaler les

anté
édents de

1

e
si on est motivé) :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0

1

Exer
i
e 4

1. C'est assez surprenant vu l'intitulé de la question, mais les fon
tions fn n'ont jamais de parité

notable. On peut le prouver rigoureusement en 
al
ulant fn(1) = 1ne0 = 1 et fn(−1) =
(−1)ne2 = ±e2. Ces deux valeurs n'étant jamais égales ou opposées, la fon
tion fn ne peut

pas être paire ni impaire.

2. Commençons don
 par f0 : x 7→ e1−x
. Pas besoin du moindre 
al
ul pour a�rmer que f0

est stri
tement dé
roissante sur R, et les limites sont évidentes, d'où le tbleau de variations

suivant :

x −∞ 0 +∞

f0

+∞❍❍❍❥
e
❍❍❍❥

0

Passons maintenant à f1 : x 7→ xe1−x
. Cette fois-
i, nous allons dériver (toutes les fon
tions

fn sont dérivables sur R) : f ′
1(x) = e1−x − xe1−x = (1 − x)e1−x

. Cette dérivée s'annule en

x = 1, valeur pour laquelle f1(1) = 1 (valeur déjà 
al
ulée à la question 1). On a 
ette fois

lim
x→−∞

f1(x) = −∞ (pas de forme indéterminée de 
e 
�té). De plus, f1(x) = −e × (−xe−x).

Comme l'énon
é a�rme que lim
x→−∞

xex = 0, on en déduit fa
ilement que lim
x→+∞

f1(x) = 0.

D'où le tableau de variations suivant :

x −∞ 1 +∞
f ′
1(x) + 0 −

f1

−∞

�✒
�

�

1 ❍❍❍❥ 0
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On termine ave
 l'étude de f2 : x 7→ x2e1−x
. Là en
ore, on va passer par la dérivée f ′

2(x) =
2xe1−x−x2e1−x = x(2−x)e1−x

. L'étude de signe est évidente, 
al
ulons simplement f2(0) = 0

et f2(2) = 4e−1 =
4

e
. Toujours au
un problème pour 
al
uler lim

x→−∞
f2(x) = +∞. De l'autre


�té, on va tenter une autre appro
he que pour f1, en posant X = 1− x, soit x = 1−X (la

variable X tendra bien sûr vers −∞ quand x tend vers +∞) pour obtenir f(x) = (1−X)2eX =

X2eX − 2XeX + eX , 
e dont on déduit (en exploitant à nouveau les résultats donnés par

l'énon
é) que lim
x→+∞

f2(x) = 0. Un dernier tableau pour la route :

x −∞ 0 2 +∞
f ′
2 − 0 + 0 −

f2

+∞
❅
❅
❅❘

0

✟✯✟✟

4
e ❍❍❍❥ 0

3. Ce n'est pas vraiment plus 
ompliqué : f ′
n(x) = nxn−1e1−x − xne1−x = (n − x)xn−1e1−x

.

Dans le 
as où n est un entier impair, xn−1
est toujours positif, et la dérivée est don
 très

simplement du signe de n − x. La fon
tion fn admet alors un maximum de valeur fn(n) =

nne1−n = e
(n

e

)n

. Le tableau de variations ressemble don
 à 
e
i :

x −∞ n +∞

fn

−∞

�✒
�

�

nne1−n
❍❍❍❥ 0

Dans le 
as où n est pair, xn−1

hange également de signe en 0, 
e qui 
omplique à peine le

tableau :

x −∞ 0 2 +∞

fn

+∞
❅
❅
❅❘
0

✟✯✟✟

nne1−n

❍❍❍❥ 0

On ne justi�era pas les limites indiquées dans les deux derniers tableaux de variations, puisque


e n'était pas demandé dans l'énon
é.

4. Dérivons don
 une deuxième fois : f ′′
2 (x) = (2− 2x)e1−x− (2x−x2)e1−x = (2− 4x+x2)e1−x

.

Cette dérivée est don
 du signe de x2−4x+2, trin�me dont le dis
riminant vaut∆ = 16−8 = 8,

et qui admet pour ra
ines x1 =
4−

√
8

2
= 2−

√
2, et x2 =

4 +
√
8

2
= 2 +

√
2. La fon
tion f ′′

2

est bien sûr positive sur ]−∞, 2−
√
2] et sur [2 +

√
2,+∞[, et négative sur [2−

√
2, 2 +

√
2].

Pour déterminer les équations de tangente, il faut maintenant 
al
uler f2(2 +
√
2) = (2 +√

2)2e1−2−
√
2 = (6 + 4

√
2)e−1−

√
2
et f ′

2(2 +
√
2) = (4 + 2

√
2 − 6 − 4

√
2)e−1−

√
2 = (−2 −

2
√
2)e−1−

√
2
. La tangente au point d'abs
isse 2 +

√
2 a don
 pour équation y = (−2 −

2
√
2)e−1−

√
2(x−2−

√
2)+(6+4

√
2)e−1−

√
2 = e−1−

√
2((−2−2

√
2)x+14+10

√
2). Passionnant.

De même pour l'autre valeur, on a f2(2 −
√
2) = (2 −

√
2)2e1−2+

√
2 = (6 − 4

√
2)e

√
2−1

et

f ′
2(2 −

√
2) = (4 − 2

√
2 − 6 + 4

√
2)e

√
2−1 = (−2 + 2

√
2)e

√
2−1

, don
 la deuxième tangente

demandée a pour équation y = (−2+2
√
2)e

√
2−1(x−2+

√
2)+(6−4

√
2)e

√
2−1 = e

√
2−1((2

√
2−

2)x+ 14− 10
√
2).
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5. Pour 
ette étude, on 
her
he le signe de f1(x)−f0(x) = (x−1)e1−x
. On obtient immédiatement

les résultats suivants : C1 est en-dessous de C0 sur ]−∞, 1], et au-dessus sur [1,+∞[. De même

on 
al
ule f2(x)− f1(x) = (x2−x)e1−x = x(x−1)e1−x
. Cette fois-
i, C2 est en-dessous de C∞

sur [0, 1], et au-dessus sur les deux intervalles ]−∞, 0] et [1,+∞[. En�n, il ne faut pas oublier
d'étudier aussi f2(x)−f0(x) = (x2−1)e1−x = (x+1)(x−1)e1−x

. On aura don
 C2 en-dessous
de C0 sur l'intervalle [−1, 1], et au-dessus le reste du temps, 
'est-à-dire sur ]−∞,−1] et sur
[1,+∞[.

6. On respe
te bien entendu les positions relatives des 
ourbes obtenues à la question pré
édente.

On 
onnait déjà les 
oordonnées 
omplètes des points d'interse
tion puisqu'on a 
al
ulé en


ours d'exer
i
e fn(0) = 0 (sauf le 
as parti
ulier f0(0) = 1, fn(1) = 1 et fn(−1) = ±e2

selon la parité de l'entier n. On peut aussi essayer si on est 
ourageux d'indiquer les tangentes

obtenues à la question 4, mais très sin
èrement ça n'a pas grand intérêt et ça ne sera de toute

façon pas très lisible (elles sont indiquées en pointillés noirs sur mon graphique). Ci-dessous,

la 
ourbe C0 est en bleu, C1 est en rouge, et C2 est en vert :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

6

7

−1

−2

−3
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