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Des suites d'intégrales.

1. En fait I0 =

∫ 1

0

1√
1 + x2

dx ne se 
al
ule e�e
tivement pas fa
ilement du tout, sauf si on


onnait la ré
iproque Argsh de la fon
tion sh (
e qui n'est a priori pas votre 
as) ! On peut

retrouver 
e résultat en e�e
tuant dans l'intégrale le 
hangement de variable x = sh(t) : on

a alors

√
1 + x2 =

√

1 + sh2(t) =
√

ch2(t) = ch(t) (en utilisant la formule ch2 − sh2 = 1). Or

on aura dans 
e 
as dx = ch(t) dt, numérateur et dénominateur se simpli�ent don
 et on a

bêtement I0 =

∫ 1

0

1√
1 + x2

dx =

∫ β

α

1 dt. Il reste à 
al
uler les nouvelles bornes de l'intégrale

après 
hangement de variable : lorsque x = 0, t = 0 puisque sh(0) = 0, don
 α = 0. Lorsque
x = 1, t est solution de l'équation sh(t) = 1, soit et− e−t = 2. Quitte à tout multiplier par et,

on a don
 e2t−2et−1 = 0, 
e qui est une équation du se
ond degré déguisée. On pose X = et

pour obtenir X2 − 2X − 1, équation dont le dis
riminant vaut ∆ = 4 + 4 = 8, et qui admet

pour ra
ines X1 =
2− 2

√
2

2
= 1 −

√
2 < 0 et X2 =

2 + 2
√
2

2
= 1 +

√
2 > 0. On ne garde

que la solution positive X2, qui 
onduit à β = ln(1+
√
2). Finalement, I0 =

∫ ln(1+
√
2)

0
1 dt =

ln(1+
√
2). Les plus 
ourageux véri�eront que la fon
tion x 7→ ln(x+

√
1 + x2) est une primitive

de x 7→ 1√
1 + x2

(et la ré
iproque de la fon
tion sh), résultat qu'on retrouve d'ailleurs pas le


hangement de variable e�e
tué plus haut (mais appliqué à une intégrale sans bornes).

Beau
oup moins de problèmes pour le 
al
ul suivant : I1 =

∫ 1

0

x√
1 + x2

dx = [
√

1 + x2]10 =
√
2− 1.

Pour le 
al
ul de I3 =

∫ 1

0

x3√
1 + x2

dx, il est malin de poser u′(x) =
x√

1 + x2
pour obtenir

u(x) =
√
1 + x2, et don
 v(x) = x2 qui donne v′(x) = 2x. On trouve alors I3 = [x2

√
1 + x2]10−

∫ 1

0
2x

√

1 + x2 dx =
√
2−

[

2

3
(1 + x2)

3
2

]1

0

=
√
2− 4

√
2

3
+

2

3
=

2−
√
2

3
.

2. Cal
ulons don
 In+1 − In =

∫ 1

0

xn+1 − xn√
1 + x2

dx. Le numérateur du quotient sous l'intégrale

étant toujours négatif sur [0, 1], on en déduit que In+1−In 6 0, don
 la suite est dé
roissante.
De plus, on a toujours In > 0 (on intègre une fon
tion positive), et par ailleurs, ∀x ∈ [0, 1],

1√
1 + x2

6 1, don
 In 6

∫ 1

0
xn dx =

1

n+ 1
. Le théorème des gendarmes permet alors de


on
lure que lim In = 0.

3. C'est immédiat : In+In−2 =

∫ 1

0

xn + xn−2

√
1 + x2

dx =

∫ 1

0

xn−2(1 + x2)√
1 + x2

dx =

∫ 1

0
xn−2

√

1 + x2 dx =

Jn.

4. Partons de In et e�e
tuons le même type d'IPP que pour le 
al
ul de I3 : on pose u′(x) =

1



x√
1 + x2

, 
e qui mène à u(x) =
√
1 + x2, et v(x) = xn−1

qui donne v′(x) = (n − 1)xn−2
.

On peut alors é
rire In = [xn−1
√
1 + x2]10 −

∫ 1

0
(n − 1)xn−2

√

1 + x2 dx =
√
2 − (n − 1)Jn.

En remplaçant Jn par In + In−2 (résultat de la question pré
édente) et en passant tout à

gau
he, on se rend 
ompte qu'il y avait une erreur d'énon
é et que la relation est en fait

nIn + (n− 1)In−2 =
√
2.

5. La suite (In) étant dé
roissante, on peut 
ertainement é
rire que In−2 > In, don
 nIn−2 > nIn
et (2n−1)In−2 > nIn+(n−1)In−2 =

√
2. Quitte à dé
aler la valeur de n, (2(n+2)−1)In >

√
2,

soit (2n + 3)In >
√
2. De même,

√
2 = nIn + (n − 1)In2 > (2n − 1)In. On peut en déduire

par exemple l'en
adrement

√
2 − 3In 6 2nIn 6

√
2 + In. Comme on sait que lim In = 0,

le théorème des gendarmes permet alors de 
on
lure que lim 2nIn =
√
2, 
'est-à-dire que

In ∼
√
2

2n
.

Cal
uls de DL.

1. On 
ommen
e par é
rire (cos(x))tan(x) = etan(x) ln(cos(x)). Faisons le 
al
ul progressivement :

ln(cos(x)) = ln

(

1− x2

2
+ o(x3)

)

= −x2

2
+o(x3) (on applique le DL 
lassique de ln(1+u) ave


u = −x2

2
+o(x3), qui a bien sûr une limite nulle, et 
omme u ∼ −x2

2
, pas besoin d'aller au-delà

de l'ordre 2 puisqu'on aurait u2 ∼ x4

4
= o(x3)). On multiplie ensuite par le DL bien 
onnu de

la fon
tion tangente pour trouver tan(x) ln(cos(x)) =

(

x+
x3

3
+ o(x3)

)(

−x2

2
+ o(x3)

)

=

−x3

2
+ o(x3). Il ne reste plus qu'à 
omposer par l'exponentielle, 
e qui ira en
ore une fois

très vite puisqu'on ne gardera que le premier terme (non 
onstant) du DL : etan(x) ln(cos(x)) =

e−
x
3

2
+o(x3) = 1− x3

2
+ o(x3).

2. Il faut i
i simplement faire attention à 
al
uler initialement des DL à l'ordre 4 
ar il va y avoir

une simpli�
ation par x qui va diminuer le degré :

sin(x)

ex − 1
=

x− x3

6 + o(x4)

x+ x2

2 + x3

6 + x4

24 + o(x4)
=

1− x2

6 + o(x3)

1 + x
2 + x2

6 + x3

24 + o(x3)
=

(

1− x2

6
+ o(x3)

)

(

1− u+ u2 − u3 + o(x3)
)

, où on a posé u =

x

2
+

x2

6
+

x3

24
+ o(x3), qui tend vers 0 et qui véri�e o(u3) = o(x3). On développe ensuite bruta-

lement :

sin(x)

ex − 1
=

(

1− x2

6
+ o(x3)

)(

1− 1

2
x− 1

6
x2 − 1

24
x3 +

1

4
x2 +

1

6
x3 − 1

8
x3 + o(x3)

)

=
(

1− x2

6
+ o(x3)

)(

1− 1

2
x+

1

12
x2 + o(x3)

)

= 1 − 1

2
x +

1

12
x2 − 1

6
x2 +

1

12
x3 + o(x3) =

1− x

2
− x2

12
+

x3

12
+ o(x3).

3. On 
ommen
e par poser X =
1

x
puis par é
rire f sous une forme permettant d'e�e
tuer

des devéloppements limités par rapport à la variable X (qui tend vers 0 quand x tend

vers +∞). On 
al
ule don
 f(x) =
1

X
e2X +

√

1

X2
+

1

X
+ 1 =

1

X
(e2X +

√
1 +X +X2) =

1

X

(

1 + 2X + 2X2 + o(X2) + 1 +
X +X2

2
− 1

8
(X +X2)2 + o(X2)

)

=
1

X

(

1 + 2X + 2X2 + 1 +
X

2
+

3

8
X2 + o(X2)

)

=
2

X
+

5

2
+

19

8
X + o(X). Il est temps de

2



revenir à la variable initiale : f(x) =
x→+∞

2x+
5

2
+

19

8x
+o

(

1

x

)

. On en déduit su

essivement :

• f(x) ∼
x→+∞

2x, don
 lim
x→+∞

f(x) = +∞.

• f(x) −
(

2x+
5

2

)

∼
x→+∞

19

8x
, don
 lim

x→+∞
f(x) − 2x − 5

2
= 0, 
e qui prouve que la droite

d'équation y = 2x+
5

2
est asymptote oblique à la 
ourbe représentative de f en +∞.

• De plus 
omme l'équivalent

19

8x
est positif au voisinage de +∞, la 
ourbe sera au-dessus

de son asymptote au voisinage de +∞.

Une allure de 
ourbe tra
ée par ordinateur pour 
on�rmer tout 
ela :
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4. On a déjà vu en 
ours que

1

cos(x)
=

1

1− x2

2 + x4

24 + o(x4)
= 1 +

x2

2
− x4

24
+

x4

4
+ o(x4) =

1 +
1

2
x2 +

5

24
x4 + o(x4). De plus, en posant u = −x2 et en faisant le DL à l'odre 2 de

(1 + u)
1
3
(
e qui sera bien su�sant puisque u2 = x4), on trouve

3
√
1− x2 = 1 − 1

3
x2 −

1

9
x4 + o(x4). Il ne reste plus qu'à faire le produit de 
es deux développements :

3
√
1− x2

cos(x)
=

(

1− 1

3
x2 − 1

9
x4 + o(x4)

)(

1 +
1

2
x2 +

5

24
x4 + o(x4)

)

= 1+
1

2
x2+

5

24
x4− 1

3
x2− 1

6
x4− 1

9
x4+

o(x4) = 1 +
1

6
x2 − 5

72
x4 + o(x4).

Un exer
i
e d'algèbre linéaire.

1. Il su�t de résoudre le système 
onstitué des deux équations dé�nissant G. Puisqu'on a deux

équations et trois in
onnues, tout 
e qu'on peut faire, 
'est exprimer deux in
onnues en fon
-

tion de la troisième. On peut par exemple soutraire la deuxième équation à la première :

x + y = 0 don
 y = −x. On rempla
e ensuite dans la première équation : 3x + 3z = 0 don


z = −x. Finalement, G = {(x,−x,−x) | x ∈ R} = Vect((1,−1,−1)). Notre espa
e est don


de dimension 1 et le ve
teur (1,−1,−1) en 
onstitue une base.

2. Ils ne peuvent pas être supplémentaires puisqu'ils ont manifestement un ve
teur en 
om-

mun ! D'ailleurs 
ela permet de déterminer très fa
ilement leur interse
tion et leur somme :

(1,−1,−1) ∈ F ∩ G, don
 F ∩ G n'est pas réduit à {0}, et est né
essairement (au moins)

3



de dimension 1. Comme F ∩G est né
essairement in
lus dans G qui est lui-même de dimen-

sion 1, on a né
essairement F ∩ G = G. On en déduit, via la formule de Grassmann, que

dim(F +G) = dim(F ) + dim(G) − dim(F ∩G) = 2 + 1− 1 = 2. Comme F +G (par dé�ni-

tion) 
ontient le sous-espa
e ve
toriel F qui est lui-même de dimension 2, on a né
essairement

F +G = F .

Pour 
ompléter notre base de F en une base de R
3
, on va essayer de lui ajouter les ve
teurs de

la base 
anonique. Commençons pas véri�er si ((1,−1,−1); (1, 1, 0); (1, 0, 0)) est une famille

libre. Supposons pour 
ela a(1,−1,−1) + b(1, 1, 0) + c(1, 0, 0) = 0, alors on a trivialement

a = b = c = 0 (la dernière 
oordonnée impose c = 0 puis la deuxième b = 0 et la première

donne en�n a = 0). La famille est don
 bien libre, et 
omme elle est 
onstituée de trois

ve
teurs dans un espa
e ve
toriel de dimension 3, 
'est né
essairement une base, pas besoin

de 
ontinuer les 
al
uls.

3. On 
her
he maintenant trois réels a, b et c tels que (1, 1, 1) = a(1,−1,−1)+b(1, 1, 0)+c(1, 0, 0).
On peut é
rire le système 
orrespondant même si i
i la résolution va être parti
ulièrement

triviale :







a + b + c = 1
−a + b = 1
−a = 1

, 
e qui donne a = −1, puis b = 0 et c = 2, don
, en

notant B la base de la question pré
édente, (1, 1, 1) = (−1, 0, 2)B .

En guise de bonus.

On passe bien sûr tout sous forme exponentielle avant de faire quoi que 
e soit : g(x) =

e(1+
1
x
) ln(1+x)

. On en déduit pour 
ommen
er que Dg =]− 1, 0[∪]0,+∞[. La fon
tion g est dérivable

sur 
ha
un de ses intervalles de dé�nition et g′(x) =

(

− 1

x2
ln(1 + x) +

(

1 +
1

x

)

× 1

1 + x

)

× g(x) =
(

1

x
− 1

x2
ln(1 + x)

)

g(x) =
(x− ln(1 + x))g(x)

x2
, qui est don
 du signe de x−ln(1+x). Posons h(x) =

x−ln(1+x), la fon
tion h est dé�nie et dérivable sur ]−1,+∞[, de dérivée h′(x) = 1− 1

1 + x
=

x

1 + x
.

La fon
tion h est don
 dé
roissante sur ]− 1, 0] et 
roissante sur [0,+∞[ et atteint son minimum en

0, de valeur h(0) = 0. La fon
tion h est don
 toujours positive, et la dérivée g′ également. On en

déduit que g est stri
tement 
roissante sur ]− 1, 0[ 
omme sur ]0,+∞[.

En posant X = 1 + x, on peut é
rire g(x) = e
X ln(X)
X−1

. Lorsque x tend vers −1 (né
essairement

par valeur supérieure), la variable X a pour limite 0, et on sait bien (
roissan
e 
omparée) que

lim
X→0

X ln(X) = 0. On en déduit que lim
x→−1+

g(x) = e0 = 1. On peut don
 prolonger la fon
tion par


ontuinuité en −1, mais on ne peut par 
ontre pas y e�e
tuer un 
al
ul de développement limité,

et pour 
ause : la fon
tion prolongée n'est pas dérivable en −1. En e�et, on a lim
x→−1

g(x)

x2
= 1 (en

reprenant le 
al
ul de limite pré
édent) et lim
x→−1+

x− ln(1+x) = +∞, don
 g n'est e�e
tivement pas

dérivable en −1 et la 
ourbe représentative de la fon
tion prolongée admettra une tangente verti
ale

en −1.
En 0, on peut bel et bien e�e
tuer un développement limité pour gérer tous les 
al
uls d'un seul


oup : 
ommençons par rappeler que ln(1+x) = x− x2

2
+
x3

3
+o(x3) (on e�e
tue un développement à

l'ordre 3 en anti
ipant une simpli�
ation par x qui va ensuite faire baisser le degré d'une unité), puis

(

1 +
1

x

)

ln(1 + x) =
1

x
(1 + x)

(

x− x2

2
+

x3

3
+ o(x3)

)

=
1

x

(

x− x2

2
+

x3

3
+ x2 − x3

2
+ o(x3)

)

=

1

x

(

x+
x2

2
− x3

6
+ o(x3)

)

= 1 +
x

2
− x2

6
+ o(x2). Il ne reste plus qu'à passer tout 
ela dans l'expo-

nentielle : g(x) = e1+
x

2
−x

2

6
+o(x2) = e× e

x

2
−x

2

6
+o(x2)

. Attention, il était indispensable de fa
toriser par

e avant d'e�e
tuer notre 
omposition. On peut maintenant poser u =
x

2
− x2

6
+ o(x2) (variable qui

4



tend bien vers 0 quand x tend vers 0), puis é
rire eu = 1+u+
u2

2
+o(u2) = 1+

x

2
− x2

6
+
x2

8
+o(x2) =

1+
x

2
− x2

24
+o(x2). On en déduit en�n le développement limité espéré : g(x) = e+

e

2
x− e

24
x2+o(x2).

On en déduit su

esivement :

• que lim
x→0

g(x) = e, on peut don
 e�e
tuer un prolongement par 
ontinuité pour la fon
tion g

en 0.
• que 
e prolongement est dérivable et que g′(0) =

e

2
, don
 que la tangente à la 
ourbe en son

point d'abs
isse 0 aura pour équation y =
e

2
x+ e.

• que g(x) −
(e

2
x+ e

)

∼
x→0

− e

24
x2, expression négative au voisinage de 0, don
 la 
ourbe sera

en-dessous de sa tangente au voisinage de 0.

Reste à étudier 
e qui se passe en +∞. On peut bien sûr poser X =
1

x
, et é
rire que g(x) =

e(1+X) ln(1+ 1
X
) = e(1+X)(ln(1+X)−ln(X))

, ave
 une variable X qui tend vers 0, mais on ne pourra pas

vraiment en faire un vrai développement limité, à 
ause du ln(X) dont on ne peut rien faire de bon. Es-

sayons quand même une appro
he : (1+X)(ln(1+X)−ln(X)) = (1+X)

(

− ln(X) +X − X2

2
+ o(X2)

)

=

− ln(X) − X ln(X) + X +
X2

2
+ o(X2), qui est un développement asymptotique valable en 0 (les

termes sont bien 
lassés par ordre d'importan
e dé
roissante, seul − ln(X) a une limite in�nie,

X ln(X) tend vers 0 par 
roissan
e 
omparée mais X = o(X ln(X)) en 0 puisque ln(X) a une limite

in�nie). Il reste à mettre tout ça dans l'exponentielle : g(x) = e− ln(X)−X ln(X)+X+X
2

2
+o(X2) =

1

X
×

e−X ln(X)+X+X
2

2
+o(X2)

. On a maintenant le droit de poser u = −X ln(X)+X+
X2

2
+o(X2) (qui a une

limite nulle quand X tend vers 0, mais on va avoir des termes très inhabituels dans le développement :

eu = 1+u+
u2

2
+o(u2) = 1−X ln(X)+X+

X2

2
+
X2 ln2(X)

2
−X2 ln(X)+

X2

2
+o(X2) (il ne faut pas

oublier le premier double produit dans le développement du 
arré, 
'est un terme qui est nettement

plus gros queX2
). On �nit par obtenir g(x) =

1

X
−ln(X)+1+X

(

X ln2(X)

2
−X ln(X) + 1

)

+o(X),

soit en remontant le 
hangement de variable et en n'oubliant pas que ln(X) = ln

(

1

x

)

= − ln(x),

la formule sympathique g(x) =
x→+∞

x+ ln(x) + 1 +
ln2(x)

2x
+

ln(x)

x
+

1

x
+ o

(

1

x

)

(ave
 toujours les

termes 
lassés par ordre de grandeur dé
roissant). Que peut-on déduire de tout ça ?

• g(x) ∼
x→+∞

x, don
 lim
x→+∞

g(x) = +∞ (limite qu'on pouvait heureusement obtenir bien plus

fa
ilement).

• g(x) − x ∼
x→+∞

ln(x), 
e qui prouve qu'il n'y a en fait pas d'asymptote oblique. La 
ourbe a

en fait une dire
tion de plus en plus pro
he de 
elle de la droite d'équation y = x, tout en s'en

éloignant de plus en plus, pusique l'é
art entre les deux est équivalent à ln(x) qui tend bien

sûr vers +∞. Ce genre de phénomène porte un nom (que vous n'avez pas à 
onnaitre) : on

parle de bran
he parabolique oblique de dire
tion y = x. Sur la 
ourbe qui suit, on a indiqué

en pointillés la droite y = x.
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