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Quelques exer
i
es sur les 
omplexes.

1. S'il y avait un 1 à droite du signe égal, on pourrait s'en sortir fa
ilement en 
onstatant

que la 
ondition |z − 1| = |z + i| revient à dire que le point M d'a�xe z se situe sur la

médiatri
e du segment reliant les points A d'a�xe 1, et B d'a�xe −i. Ave
 un 2, 
'est
nettement plus 
ompliqué, on peut toujours é
rire (en élevant tout au 
arré pour simpli�er

le 
al
ul ultérieur) |z − 1|2 = 4|z + i|2. On pose alors très brutalement z = a + ib, et on

développe l'équation : |a− 1+ ib|2 = 4|a+ i(b+1)|2, soit (a− 1)2 + b2 = 4a2+4(b+1)2, don

a2− 2a+1+ b2 = 4a2+4b2+8b+4. En passant tout à droite et en divisant par 3, on obtient

a2 + b2 +
2

3
a +

8

3
b + 1 = 0. On re
onnait une équation de 
er
le, qu'on met sous la forme

habituelle :

(

a+
1

3

)2

− 1

9
+

(

b+
4

3

)2

− 16

9
+1 = 0, soit en
ore

(

a+
1

3

)2

+

(

b+
4

3

)2

=
8

9
. Il

s'agit don
 d'un 
er
le de 
entre C

(

−1

3
− 4

3
i

)

et de rayon

2
√
2

3
. Une illustration 
i-dessous,

on a indiqué en plus les distan
es du point D

(

−1− 2

3
i

)

(qui appartient au 
er
le solution)

aux deux points A et B. On a normalement DA = 2DB.

0 1 2−1−2

0

1

−1

−2

−3

A

B

C

D

2. Le nombre

z − 1

z + i
don
 être imaginaire pur � positif � (en e�et, l'angle est indiqué modulo 2π,

il faut don
 que la partie imaginaire de notre imaginaire pur soit positive). En posant en
ore

une fois z = a + ib, on 
al
ule don


z − 1

z + i
=

a− 1 + ib

a+ i(1 + b)
=

(a− 1 + ib)(a− i(1 + b))

a2 + (b+ 1)2
. En

oubliant le dénominateur qui est un réel stri
tement positif, notre nombre est imaginaire pur

si sa partie réelle est nulle, don
 si a2 − a+ b+ b2 = 0. On re
onnait à nouveau une équation
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de 
er
le :

(

a− 1

2

)2

− 1

4
+

(

b+
1

2

)2

− 1

4
= 0, 
'est-à-dire le 
er
le de 
entre I

(

1

2
− 1

2
i

)

et de rayon

1√
2
. En fait, on 
onstate aisément qu'il s'agit du 
er
le dont le 
entre I est le

milieu du segment [AB], et le rayon la moitié de la distan
e AB, autrement dit du 
er
le

de diamètre [AB]. Ce qui n'a rien de surprenant si on se rappelle de 
ertains théorèmes de

géométrie vus au 
ollège : un point M appartient au 
er
le de diamètre [AB] si et seulement

si le triangle AMB est un triangle re
tangle en M . Revenons à notre deuxième 
ondition :

la partie imaginaire de

z − 1

z + i
est positive si −a − ab + 1 + b + ab > 0, soit b > a + 1. Ce
i

revient à dire que le point d'a�xe z doit être situé dans le plan 
omplexe au-dessus de la

droite d'équation y = x+1, qui n'est en fait autre que la droite (AB). On obtient �nalement

un demi-
er
le de solutions (si on veut être très rigoureux, on doit éliminer les points A et B,

qui sont les extrémités de 
e demi-
er
le et ne peuvent pas être 
onsidérés 
omme solutions

du problème initial).

3. On peut 
ommen
er par rempla
er |z| par |z|, 
'est la même 
hose. La 
ondition |z2| = |z|,
ou |z|2 = |z| implique |z| = 0 (mais 0 n'est pas solution du problème), ou |z| = 1. Plein
de façon possibles de gérer ensuite l'égalité ave
 |z − 1|, pour faire original on peut poser

z = eiθ (puisqu'on sait déjà que z doit être de module 1), et 
al
uler |z− 1| en fa
torisant par

l'angle moitié : |z − 1| = |ei θ2 (ei θ2 − e−i
θ

2 )| =
∣

∣

∣

∣

ei
θ

2 ×
(

−2i sin

(

θ

2

))
∣

∣

∣

∣

= 2

∣

∣

∣

∣

sin

(

θ

2

)
∣

∣

∣

∣

. Comme

on veut que 
e module soit égal à 1, il faut don
 que sin

(

θ

2

)

= ±1

2
, soit

θ

2
≡ ±π

6
[2π]

ou

θ

2
≡ ±5π

6
[2π], 
e qui ne donne après multipli
ation que deux valeurs possibles pour z :

z = ei
π

3 =
1

2
+ i

√
3

2
, ou z = e−i

π

3 =
1

2
− i

√
3

2
.

4. (a) On 
ommen
e bien sûr par e�e
tuer le 
hangement de variable Z = z2 pour se ramener

à l'équation du se
ond degré Z2 − (3 + 8i)Z − 16 + 12i = 0. Cal
ulons le dis
riminant

de 
ette équation : ∆ = (3 + 8i)2 − 4(−16 + 12i) = 9 + 48i − 64 + 64 − 48i = 9. Coup
de 
han
e, le dis
riminant étant réel, on n'a pas besoin de 
al
ul supplémentaires pour

déterminer les solutions de l'équation : Z1 =
3 + 8i− 3

2
= 4i, et Z2 =

3 + 8i+ 3

2
= 3+4i.

Il reste à 
al
uler les ra
ines 
arrées de 
es deux nombres pour retrouver les solutions de

l'équation initiale. Inutile de beau
oup se fatiguer pour Z1, on peut é
rire Z1 = 4ei
π

2
et

en déduire immédiatement que z1 = 2ei
π

4 =
√
2 + i

√
2 est une de 
es ra
ines 
arrées. La

deuxième est bien entendu son opposé z2 = −
√
2− i

√
2. Pour Z2, on revient à la méthode

habituelle en posant z = a+ ib et en é
rivant que z2 = 3+4i si et seulement si a2− b2 = 3
et 2ab = 4. On ajoute 
omme toujours à 
es deux équations la 
ondition sur le module

|z|2 = a2 + b2 = |Z2| =
√
32 + 42 =

√
25 = 5. En ajoutant et soustrayant les équations

extrêmes (
omme d'habitude, quoi), on trouve 2a2 = 8, don
 a = ±2 ; et 2b2 = 2, don

b = ±1. Comme a et b doivent être de même signe pour satisfaire la troisième équation

2ab = 4, on garde don
 les ra
ines z3 = 2 + i et z4 = −2 − i. L'équation initiale du

quatrième degré admet don
 quatre solutions : S = {
√
2 + i

√
2,−

√
2− i

√
2, 2 = i, 2− i}.

(b) Deux possibilités pour simpli�er 
ette équation de degré 3 : soit on se rend 
ompte que

z = −i est ra
ine évidente, soit on ne s'en rend pas 
ompte mais on sait fa
toriser des

di�éren
es de 
ubes : z3 − i = z3 − (−i)3 = (z + i)(z2 − iz − 1), l'équation dévient alors

(z + i)(z2 − iz − 7) = 0. Le deuxième fa
teur a pour dis
riminant ∆ = −1 + 28 = 27,

et admet don
 pour ra
ines z1 =
i+ 3

√
3

2
et z2 =

i− 3
√
3

2
. Il y a don
 trois solutions à

l'équation initiale : S =

{

−i,
3
√
3

2
+

1

2
i,−3

√
3

2
+

1

2
i

}

.

(
) Cette équation revient à dire que z4 = 2Re(z). En parti
ulier, z4 est un nombre réel, 
e
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qui implique arg(z4) ≡ 0[π], don
 4 arg(z) ≡ 0[π], et arg(z) ≡ 0
[π

4

]

. Distinguons plusieurs


as, en 
ommençant par z = a ∈ R (
e qui revient, modulo 2π, à avoir un argument égal

à 0 ou à π). L'équation devient alors a4 = 2a, soit a(a3?2) = 0, 
e qui nous donne 
omme

premières solutions a = 0 et a = 3
√
2. Passons maintenant au 
as où z = bi ∈ iR (argument

égal à

π

2
ou

3π

2
), 
e qui nous ramène à l'équation b4 = 0, qui n'a don
 pas d'autre solution

que z = 0 qu'on avait déjà obtenue. Cas suivant, quand arg(z) ≡ π

4
[π], 
e qui revient à

dire que z = c(1 + i) = c+ ci, ave
 c ∈ R. On a alors z4 = c4(1 + i)4 = c4(2i)2 =?4c4. On
est don
 ramenés à l'équation −4c4 = 2c, soit 2c(1 + 2c3) = 0. On retrouve logiquement

en
ore une fois la solution nulle, ainsi que c = 3

√

−1

2
= − 2

3
√
2
, soit en
ore z =

−1− i
3
√
2

.

Dernier 
as très similaire pour la route : si arg(z) ≡ −π

4
[π], 
e qui revient à dire que

z = d(1 − i). On trouve alors z4 = d4(1 − i)4 = d4(−2i)2 = −4d4. Même 
on
lusion que

tout à l'heure, on trouve z =
−1 + i

3
√
2

. On a �ni le tour, il y a don
 quatre solutions au

total.

5. En appliquant la formule du 
ours, on en déduit que l'appli
ation r tranforme le point d'a�xe

z en un point d'a�xe z′ véri�ant z′ = ei
π

6 (z−i)+i =

(√
3

2
+

1

2
i

)

(z−i)+i =

(√
3

2
+

1

2
i

)

z+

1

2
+

2−
√
3

2
i (on notera abusivement z′ = r(z) pour la suite de l'exer
i
e, et de même pour

les autres isométries manipulées dans les 
al
uls qui suivent). De même, on aura r′(z) =

−i(z− 1) + 1 = −iz+1+ i. On 
al
ule alors tout simplement r ◦ r′(z) =
(√

3

2
+

1

2
i

)

(−iz+

i+1)+
1

2
+
2−

√
3

2
i =

(

1

2
−

√
3

2
i

)

z+ i

√
3

2
− 1

2
+

√
3

2
+
1

2
i+

1

2
+
2−

√
3

2
i = e−i

π

3 z+

√
3

2
+
3

2
i.

L'appli
ation r ◦ r′ est bien entendu une isométrie (expression de la forme z 7→ az + b ave


a ∈ U), et même une rotation d'angle −π

3
vu la valeur du 
oe�
ient a (
e qui est évidemment

normal quand on 
ompose des rotations d'angles respe
tifs

π

6
et −π

2
, on ajoute les angles).

Il ne reste plus qu'à déterminer son 
entre en 
her
hant son point �xe : pour 
ela on résout

l'équation r ◦ r′(z) = z, soit (en multipliant tout par 2) (1 − i
√
3)z +

√
3 + 3i = 2z, don


z =

√
3 + 3i

1 + i
√
3
=

√
3(1 + i

√
3

1 + i
√
3

=
√
3. La rotation r ◦ r′ est don
 la rotation de 
entre C(

√
3) et

d'angle −π

3
.

Même prin
ipe pour l'autre 
omposée : r′ ◦ r(z) = −i

((√
3

2
+

1

2
i

)

z +
1

2
+

2−
√
3

2
i

)

+ i+

1 =

(

1

2
− i

√
3

2

)

z − 1

2
i + 1 −

√
3

2
+ i + 1 = e−i

π

3 z +
4−

√
3

2
+

1

2
i. On retrouve une fois

de plus très naturellement une rotation d'angle −π

3
, don
 on va re
her
her le point �xe en

résolvant l'équation (à nouveau en multipliant tout par 2) (1− i
√
3)z +4−

√
3 + i = 2z, soit

z =
4−

√
3 + i

1 + i
√
3

=
(4−

√
3 + i)(1 − i

√
3)

1 + 3
=

4 + i(4 − 4
√
3)

4
= 1 + (1 −

√
3)i. L'appli
ation

r′ ◦ r est don
 la rotation de 
entre D(1 + i(1−
√
3)) et d'angle −π

3
.

6. Supposons don
 que le triangle ABC est équilatéral dire
t, et rappelons que les ra
ines 
ubines

1, j et j2 véri�ent l'égalité 1 + j + j2 = 0. Le triangle est équilatéral dire
t si et seulement si

c−a = ei
π

3 (b−a) (en e�et, 
ela revient à dire que C est l'image de B par la rotation de 
entre

3



A et d'angle

π

3
), ou en
ore c−ei

π

3 b+a(ei
π

3 −1) = 0. Or, ei
π

3 = −j2, don
 ei
π

3 −1 = −1−j2 = j.

On trouve don
 la première 
ondition équivalente c+j2b+ja = 0. Bien entendu, en multipliant

par j ou j2, on trouve les 
onditions symétriques jc + b + j2a = 0 et j2c + jb + a = 0 (en

utilisant que j3 = 1). Si le triangle est équilatéral indire
t, on aurait de même (en inversant

le r�le de b et de c) les 
onditions a+ jc+ j2b = ja+ j2c+ b = j2a+ c+ jb = 0.

7. Il su�t de prouver la formule pour un heptagone régulier parti
ulier, et elle sera vraie pour

tous les autres (au pire, toutes les distan
es seront multipliées par une même 
onstante, 
e qui

ne 
hange rien). Tant qu'à faire, prenons un heptagone régulier qu'on 
onnait bien, 
elui formé

par les ra
ines septièmes de l'unité dans le plan 
omplexe. Quitte à dé
ider de renommer les

points, on peut 
hoisir zA = 1, zB = ei
2π

7
, zC = ei

4π

7
et zD = ei

6π

7
:

0 1−1

0

1

−1

A

B

C

D

Il faut alors 
al
uler les distan
es entre 
es points en utilisant l'astu
e 
lassique de la fa
tori-

sation par l'angle moitié : AB = |zB − zA| = |ei 2π7 − 1| = |eiπ7 (eiπ7 − e−i
π

7 )| =
∣

∣

∣
2i sin

(π

7

)
∣

∣

∣
=

2 sin
(π

7

)

(on a au passage fait disparaitre le i et le ei
π

7
à l'intérieur des modules puisque 
es

deux nombres ont un module égal à 1). Un 
al
ul identique prouve que AC = 2 sin

(

2π

7

)

et que AD = 2 sin

(

3π

7

)

. Prouver que

1

AB
=

1

AC
+

1

AD
revient alors (quitte à tout

mettre au même dénominateur) à montrer que AC ×AD −AB × AD −AB ×AC = 0, soit

sin

(

2π

7

)

sin

(

3π

7

)

− sin
(π

7

)

sin

(

2π

7

)

− sin
(π

7

)

sin

(

3π

7

)

= 0. En appliquant des trans-

formations somme-produit à 
ha
un de 
es trois termes (et en simpli�ant par 2 en passant),

notre égalité est don
 équivalente à cos
(π

7

)

−cos

(

5π

7

)

−cos
(π

7

)

+cos

(

3π

7

)

−cos

(

2π

7

)

+

cos

(

4π

7

)

= 0, 
e qui est bien vrai puisque cos

(

4π

7

)

= cos

(

π − 4π

7

)

= − cos

(

4π

7

)

, et

cos

(

5π

7

)

= cos

(

π − 2π

7

)

= − cos

(

2π

7

)

. Maintenant, vous me refaites une démonstration

purement géométrique de 
e fas
inant résultat.
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Et quelques-uns sur les suites.

1. La suite (un) est ré
urrente linéaire d'ordre 2, d'équation 
ara
téristique x2−2x+2 = 0. Cette
équation a pour dis
riminant ∆ = 4 − 8 = −4 et admet deux ra
ines 
omplexes 
onjuguées

z1 =
2 + 2i

2
= 1 + i et z2 = 1 − i. On met sans di�
ulté z1 sous forme exponentielle :

z1 =
√
2

(√
2

2
+ i

√
2

2

)

=
√
2ei

π

4
. On peut alors a�rmer qu'il existe deux 
onstantes réelles

A et B telles que, ∀n ∈ N, un =
(

A cos
(

n
π

4

)

+B sin
(nπ

4

))

2
n

2
. Les 
onditions initiales se

traduisent par u0 = A = 1 et u1 =

(

A

√
2

2
+B

√
2

2

)

×
√
2 = 3, don
 A+B = 3 et B = 2. Il

ne reste plus qu'à 
on
lure : un =
(

cos
(

n
π

4

)

+ 2 sin
(nπ

4

))

2
n

2
.

2. Cette suite-là n'est pas ré
urrente linéaire d'ordre 2, mais elle peut le devenir ! Tous les termes

de la suite étant stri
tement positifs (ré
urren
e double triviale), on peut appliquer un 
oup

de ln autour de la relation de ré
urren
e, pour obtenir ln(un+2) =
1

2
(9 ln(un+1) − 4 ln(un)).

En posant vn = ln(un), on a don
 vn+1 =
9

2
vn+1 − 2vn. Cette fois, on a bien une suite

ré
urrente linéaire d'ordre 2, d'équation 
ara
téristique x2 − 9

2
x + 2 = 0. Son dis
riminant

vaut ∆ =
81

4
− 8 =

49

4
, et on a deux ra
ines réelles r1 =

9
2 +

7
2

2
= 4 et r2 =

9
2 − 7

2

2
=

1

2
.

On peut don
 é
rire vn = A × 4n +
B

2n
, ave
 (A,B) ∈ R

2
. Les 
onditions initiales donnent

v0 = ln(1) = 0 = A+B, et v1 = ln(2) = 4A+
B

2
. On en déduit A =

2 ln(2)

7
et B = −2 ln(2)

7
.

Con
lusion : vn =
2 ln(2)

7

(

4n − 1

2n

)

, puis un = evn = 2
2

7
(4n− 1

2n
)
.

3. On va essayer d'appliquer le théorème de 
onvergen
e monotone. Les premiers termes de la

suite sont u1 =
1

2
, u2 =

1

3
+
1

4
=

7

12
, et u3 =

1

4
+
1

5
+
1

6
=

37

60
, 
e qui laisse penser que la suite est


roissante. Cal
ulons don
 un+1−un =

n+1
∑

k=1

1

n+ 1 + k
−

n
∑

k=1

1

n+ k
=

n+2
∑

k=2

1

n+ k
−

n
∑

k=1

1

n+ k
=

1

2n + 1
+

1

2n+ 2
− 1

n+ 1
=

2n+ 2 + 2n+ 1− 2(2n + 1)

(2n + 1)(2n + 2)
=

1

(2n+ 1)(2n + 2)
> 0, la suite est

don
 bien 
roissante. Il reste à la majorer : un est une somme de n termes dont le plus grand

est égal à

1

n+ 1
(le premier de la somme), don
 un 6

n

n+ 1
< 1. La suite étant 
roissante et

majorée, elle 
onverge, mais on ne sait pas vers quoi. Tout 
e qu'on peut dire sur la limite au

vu des 
al
uls e�e
tués est qu'elle est inférieure ou égale à 1 (en fait la suite (un) 
onverge

vers ln(2)).

4. Il faut penser à appliquer le théorème des gendarmes, en se rappelant que la dé�nition de

la partie entière implique que kx − 1 < Ent(kx) 6 kx. On en déduit (en sommant de

telles inégalités) que

1

n2

n
∑

k=1

(kx − 1) 6 un 6
1

n2

n
∑

k=1

kx. Or, on sait très bien 
al
uler les

sommes intervenant dans 
et en
adrement (quitte à sortir la 
onstante x de la somme) :

1

n2

(

xn(n+ 1)

2
− n

)

6 un 6
1

n2
× xn(n+ 1)

2
, soit

(n+ 1)x− 2

2n
6 un 6

(n+ 1)x

2n
. Les

membres extrêmes de 
et en
adrement ont tous les deux la même limite

x

2
quand n tend vers

+∞, don
 on peut 
on
lure que limun =
x

2
.
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5. Commençons par déterminer la monotonie des deux suites : un+1−un =
n+1
∑

k=1

1√
k
−2

√
n+ 2−

n
∑

k+1

1√
k
+ 2

√
n+ 1 =

1√
n+ 1

+ 2(
√
n+ 1 −

√
n+ 2) =

2

2
√
n+ 2

− 2√
n+ 1 +

√
n+ 2

> 0

puisque 2
√
n+ 1 <

√
n+ 1+

√
n+ 2 (on a utilisé la multipli
ation par la quantité 
onjuguée

de façon très inhabituelle en 
ours de route). La suite (un) est don
 
roissante. De même, on


al
ule vn+1− vn =
1√
n+ 1

+2(
√
n−

√
n+ 1) =

2

2
√
n+ 1

− 2√
n+ 1 +

√
n
< 0, don
 la suite

(vn) est dé
roissante. En�n, un − vn = 2(
√
n−

√
n+ 1) =

2√
n+

√
n+ 1

, qui a 
ertainement

une limite nulle quand n tend vers +∞. Les deux suites sont don
 bien adja
entes, et ont

une limite 
ommune l. De plus, on aura, quel que soit l'entier naturel n, un 6 l 6 vn (les

inégalités sont même stri
tes). On 
al
ule u1 = 1− 2
√
2 et v1 = −1 (il y a une 
oquille dans

l'énon
é) pou obtenir l'en
adrement demandé. Comme on sait que |un − l| 6 vn −un, il su�t

d'avoir vn − un =
2√

n+
√
n+ 1

6 10−2
, soit

√
n+

√
n+ 1 > 200. Cela sera vrai a fortiori si

2
√
n > 200, soit

√
n > 100 ou en
ore n > 10 000. Eh oui, la 
onvergen
e des deux suites est

très lente !
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