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Quelques exer
i
es de trigonométrie

1. Première méthode (en mode gros bourrin) : on utilise les formules de dupli
ation, tripli
a-

tion et quadripli
ation des sinus. Pour obtenir 
ette dernière qui n'est pas dans le 
ours,

on é
rit simplement sin(4x) = 2 sin(2x) cos(2x) (formule de dupli
ation), soit sin(4x) =
4 sin(x) cos(x)(2 cos2(x) − 1) (j'ai préféré garder des 
osinus pour la dernière dupli
ation


ar 
e sera bizarrement plus e�
a
e que des sinus). On peut maintenant développer bru-

talement le membre de gau
he de notre équation : sin(x) + sin(2x) + sin(3x) + sin(4x) =
sin(x) + 2 sin(x) cos(x) + 3 sin(x) − 4 sin3(x) + 4 sin(x) cos(x)(2 cos2(x) − 1) = sin(x)(1 +
2 cos(x) + 3− 4 sin2(x) + 4 cos(x)(2 cos2(x)− 1)) = sin(x)(1 + 2 cos(x) + 3 − 4 + 4 cos2(x) +
8 cos3(x)−4 cos(x)) = 2 sin(x) cos(x)(4 cos2(x)+2 cos(x)−1). Notre équation est don
 véri�ée

si sin(x) = 0, soit x ≡ 0[π] ; cos(x) = 0, soit x ≡ π

2
[π] (on peut regrouper 
es deux premiers


as sous la forme x ≡ 0
[π

2

]

) ; soit en�n 4 cos2(x) + 2 cos(x) − 1 = 0. Pour 
e dernier 
as,

on pose X = cos(x) et on résout l'équation du se
ond degré 4X2 + 2X − 1 = 0, qui a pour

dis
riminant ∆ = 4 + 16 = 20, et admet deux ra
ines réelles X1 =
−2 + 2

√
5

8
=

√
5− 1

4
, et

X2 =
−
√
5− 1

4
. Ces deux valeurs étant 
omprises entre −1 et 1, elles 
orrespondent 
ertaine-

ment à des 
osinus d'angles, mais 
es derniers ont le mauvais goût de ne pas être dans notre

ligne d'angles à 
onnaitre. En fait, les plus savant remarqueront qu'on obtient x ≡ ±2π

5
[2π]

ou x ≡ ±4π

5
[2π].

Deuxième méthode (nettement plus savante) : exploitation de transformations somme-produit.

On utilise deux fois la formule sin(p) + sin(q) = 2 sin

(

p+ q

2

)

cos

(

p− q

2

)

, une fois sur les

deux sinus extrêmes du membre de gau
he de l'équation, et une autre sur les deux sinus du

milieu. Ledit membre de gau
he est don
 égal à 2 sin

(

5x

2

)

cos

(

3x

2

)

+ 2 sin

(

5x

2

)

cos
(x

2

)

.

L'équation est don
 véri�ée si sin

(

5x

2

)

= 0, soit
5x

2
≡ 0[π] et don
 x ≡ 0

[

2π

5

]

; ou si

cos

(

3x

2

)

= − cos
(x

2

)

= cos
(

π − x

2

)

, 
e qui se produit si

3x

2
≡ π − x

2
[2π] ou si

3x

2
≡

x

2
− π[2π]. On retrouve pour 
es deux derniers 
as les 
onditions x ≡ π

2
[π] et x ≡ −π[2π].

On 
onstate fa
ilement que tous les 
as obtenus donnent bien les mêmes solutions que 
elles

obtenues par la première méthode (en
ore heureux !).

2. La méthode la plus 
lassique et évidente 
onsiste à 
al
uler une dérivée. Pour 
elà, posons don


f(x) = arctan(x)+2 arctan(
√
1 + x2−x). Remarquons déjà que f est bien dé�nie sur R, 
ar la

ra
ine 
arrée à l'intérieur de la deuxième ar
tangente est bien sûr toujours dé�nie (1+x2 > 0).

Posons en passant u(x) =
√
1 + x2−x, et 
al
ulons pour 
ommen
er u′(x) =

2x

2
√
1 + x2

−1 =

1



x−
√
1 + x2√

1 + x2
. On en déduit alors que f ′(x) =

1

1 + x2
+

2u′(x)

1 + u2(x)
=

1

1 + x2
+
2(x−

√
1 + x2)√

1 + x2
×

1

1 + (
√
1 + x2 − x)2

=
1

1 + x2
+

2(x−
√
1 + x2)√

1 + x2
× 1

1 + 1 + x2 − 2x
√
1 + x2 + x2

=
1

1 + x2
+

x−
√
1 + x2√

1 + x2(1 + x2 − x
√
1 + x2)

=
1

1 + x2
+

x−
√
1 + x2

(1 + x2)(
√
1 + x2 − x)

=
1

1 + x2
− 1

1 + x2
= 0. Ouf,

la fon
tion f est 
onstante 
omme prévu. Comme de plus f(0) = 0+2arctan(1) = 2× π

4
=

π

2
,

on en déduit la formule demandée.

La deuxième méthode, à 
oups de trigonométrie, est en fait très di�
ile à appliquer. Le plus

naturel est de 
ommen
er par poser x = tan(θ), en 
hoisissant tant qu'à faire θ ∈
]

−π

2
,
π

2

[

(
e qu'on peut faire quel que soit x ∈ R, il su�t en fait de prendre θ = arctan(x). On aura

alors bien entendu arctan(x) = θ. Reste à gérer l'autre terme, 
ommençons par é
rire que

√
1 + x2−x =

√

1 + tan2(θ)−tan(θ) =

√

1

cos2(θ)
−tan(θ). Or, on a né
essairement cos(θ) > 0

sur l'intervalle 
hoisi pour θ, don
 on peut simpli�er en

1

cos(θ)
− tan(θ) =

1− sin(θ)

cos(θ)
. On

est don
 maintenant 
ensés 
al
uler l'ar
tangente de 
ette expression et le multiplier par

2 pour obtenir

π

2
− θ, 
e qui suppose que 
ette ar
tangente vaut don


π

4
− θ

2
. Tri
hons

un peu en faisant le 
al
ul dans l'autre sens : tan

(

π

4
− θ

2

)

=
1− tan(θ2)

1 + tan(θ2)
(formule d'addi-

tion des tangentes), soit en
ore, en multipliant numérateur et dénominateur par cos

(

θ

2

)

,

cos(θ2 )− sin(θ2)

cos(θ2 ) + sin(θ2)
=

cos2(θ2 )− sin2(θ2 )

(cos(θ2) + sin(θ2 ))
2

=
cos(θ)

1 + 2 cos(θ2) sin(
θ
2)

=
cos(θ)

1 + sin(θ)
(on a utilisé les

formules de dupli
ation du 
osinus et du sinus pour 
es dernières étapes). On peut en
ore

modi�er, notre expression est égale à

cos(θ)(1− sin(θ)

1− sin2(θ)
=

cos(θ)(1− sin(θ))

cos2(θ)
=

1− sin(θ)

cos(θ)
.

Ouf, la tangente prend la bonne valeur ! Il ne reste plus qu'à signaler que

π

4
− θ

2
∈
]

0,
π

2

[

pour identi�er notre deuxième ar
tangente et 
on
lure le 
al
ul.

3. Pour simpli�er les 
al
uls, notons a = tan

(

θ

2

)

. La formule de dupli
ation des tangentes,

appliquée à l'angle

θ

2
, donne tan(θ) =

2a

1− a2
, première des trois formules demandées. On

peut alors é
rire 1 + tan2(θ) = 1 +
4a2

(1− a2)2
=

(1− a2)2 + 4a2

(1− a2)2
=

1 + a4 + 2a2

(1− a2)2
=

(1 + a2)2

(1− a2)2
.

Comme on sait que

1

cos2(θ)
= 1 + tan2(θ), on en déduit que cos(θ) =

(

1− a2

1 + a2

)2

. Reste

à déterminer le signe de cos(θ) avant de pouvoir prendre la ra
ine 
arrée. Si θ ∈
]

−π

2
,
π

2

[

(modulo 2π), alors le 
osinus est positif. Mais dans 
e 
as,

θ

2
∈
]

−π

4
,
π

4

[

, et don
 a ∈]− 1, 1[.

On a alors

1− a2

1 + a2
> 0, on peut don
 prendre la ra
ine 
arrée sans problème. On a don


dans 
e 
as cos(θ) =
1− a2

1 + a2
. En fait 
ette formule est toujours vraie, puisque dans l'autre


as possible le 
osinus est négatif, mais le quotient

1− a2

1 + a2
aussi, et ils sont don
 aussi égaux.

Dernier 
al
ul fa
ile : sin(θ) = tan(θ)× cos(θ) =
2a

1− a2
× 1− a2

1 + a2
=

2a

1 + a2
.

4. (a) Comme on sait que −1 6 sin(x) 6 1 quel que soit la valeur de x, on a toujours 0 6

2



1 + sin(x)

2
6 1. L'ajout de la ra
ine 
arrée ne va pas modi�er 
et en
adrement, et l'ar

o-

sinus qui 
ouronne le tout est don
 toujours dé�ni. Autrement dit, Df = R. La fon
tion

sin étant impaire, f n'a pas de parité notable. Elle est par 
ontre 2π-périodique. On peut

don
 restreindre l'étude de f à l'intervalle [−π, π].

(b) Sur l'intervalle proposé, la fon
tion sin est stri
tement 
roissante, don
 
e qui se trouve

dans la ra
ine 
arrée aussi. On 
ompose ensuite par une fon
tion stri
tement 
roissante

(la ra
ine 
arrée), puis par une fon
tion stri
tement dé
roissante (la fon
tion arccos), on
aura globalement une fon
tion stri
tement dé
roissante, don
 bije
tive (elle est bien sûr


ontinue). Il reste alors à 
al
uler f
(

−π

2

)

= arccos(
√
0) = arccos(0) =

π

2
, et f

(π

2

)

=

arccos(
√
1) = arccos(1) = 0. La fon
tion f est don
 bije
tive de

[

−π

2
,
π

2

]

sur

[

0,
π

2

]

.

Pour obtenir la ré
iproque g, on part de f(x) = y, soit arccos

(

√

1 + sin(x)

2

)

= y, pour

obtenir

√

1 + sin(x)

2
= cos(y), puis

1 + sin(x)

2
= cos2(y) (
e ne sont a priori que des

impli
ations et pas des équivalen
es mais on peut en l'o

urren
e véri�er aisément que

les signes 
oïn
ident sur l'intervalle 
hoisi). En�n, on trouve sin(x) = 2 cos2(y) − 1. Le
membre de droite étant toujours 
ompris entre −1 et 1 (il vaut mieux, sinon la fon
tion f

ne pourrait pas être bije
tive), et l'intervalle de travail étant

[

−π

2
,
π

2

]

, on peut en déduire

que x = arcsin(2 cos2(y)− 1), soit g(y) = arcsin(cos(2y)) en re
onnaissant une formule de

dupli
ation. On peut en
ore simpli�er mais 
omme on va le faire à la question suivante,

pas besoin de se fatiguer i
i.

(
) La fon
tion f n'est pas dérivable en x lorsque 
e qui se trouve sous la ra
ine 
arrée est

égal à 0 (don
 sin(x) = −1), ou lorsque 
e qui se trouve dans l'arccos est égal à 1 (ça ne

peut pas être égal à −1), don
 sin(x) = 1. Globalement, les valeurs posant problème sont

les x tels que x ≡ π

2
[π]. Le reste du temps, en notant u(x) =

√

1 + sin(x)

2
, on 
al
ule

u′(x) =
cos(x)

2

2

√

1+sin(x)
2

=
cos(x)

2
√

2(1 + sin(x))
. Ensuite, on obtient f ′(x) = − u′(x)

√

1− u2(x)
=

− cos(x)

2
√

2(1 + sin(x))
× 1
√

1− 1+sin(x)
2

=
− cos(x)

2
√

1 + sin(x)
× 1
√

1− sin(x)
= − cos(x)

2
√

1− sin2(x)
=

− cos(x)
√

cos2(x)
= ±1

2
selon le signe de cos(x). Sur lintervalle I, le 
osinus étant positif, on a

f ′(x) = −1

2
, don
 f(x) = −1

2
x+k. Comme f(0) = arccos

(

√

1

2

)

=
π

4
, on a f(x) =

π

4
− x

2

sur 
et intervalle.

(d) Si y =
π

4
− x

2
, alors x =

π

2
− 2y, don
 g(x) =

π

2
− 2x.

Une étude de fon
tion.

1. Il n'y a pas vraiment d'autre moyen que d'utiliser la méthode horriblement astu
ieuse sui-

vante : on divise tout par deux pour obtenir

√
3

2
cos(x)− 1

2
sin(x) >

1

2
, soit cos

(

x+
π

6

)

>
1

2
(on re
onnait en e�et dans le membre de gau
he une formule d'addition de 
osinus). Ave
 les

notations abusives du 
ours, on en déduit que x+
π

6
∈
[

−π

3
,
π

3

]

[2π], soit x ∈
[

−π

2
,
π

6

]

[2π].

Si on veut le noter plus 
orre
tement, S = ∪
k∈Z

[

2kπ − π

2
, 2kπ +

π

6

]

..

3



2. Le dénominateur ne pouvant jamais s'annuler (puisque

√
3 > 1), la fon
tion est dé�nie sur R

tout entier.

3. La fon
tion f n'est ni paire ni impaire, mais elle est 
ertainement 2π-périodique, on peut

l'étudier par exemple sur [−π, π].

4. On 
al
ule don
 f ′(x) =

√
3 cos(x)− cos2(x)− sin(x)− sin2(x)

(
√
3− cos(x))2

=

√
3 cos(x)− sin(x)− 1

(
√
3− cos(x))2

(
ontrairement à 
e que laissait sous-entendre l'énon
é, il n'y a pas la moindre fa
torisation

possible).

5. La première question prouve que, sur notre intervalle, f ′
est positive entre −π

2
et

π

6
. On 
al
ule

don
 f
(

−π

2

)

= 0, et f
(π

6

)

=
3
2√

3−
√
3
2

=
3√
3
=

√
3. On peut aussi signaler en passant que

f(0) =
1√
3− 1

=

√
3 + 1

2
, ou en
ore f(π) = f(−π) =

1√
3 + 1

=

√
3− 1

2
. Con
luons 
ette

question ave
 le tableau de variations demandé :

x −π −π
2 0 π

6 π

f
√
3−1
2 ❍

❍
❍❥ 0

✟✯
✟

✟

√
3+1
2

✟✯
✟

✟

√
3
❍
❍
❍❥

√
3−1
2

6. On a déjà dit que f(0) =

√
3 + 1

2
, de plus f ′(0) =

√
3− 1

(
√
3− 1)2

=

√
3 + 1

2
, la tangente a don


pour équation y =

√
3 + 1

2
(x+ 1) (elle 
oupera don
 l'axe des abs
isses en x = −1).

7. Voi
i une allure sur une période (et un peu plus) :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

4


