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Exer
i
e 1

1. (a) La fon
tion f est dérivable 
omme quotient de fon
tions usuelles, et f ′(x) =
(x+ 1)2 − 2x(x+ 1)

(x+ 1)4
=

x+ 1− 2x

(x+ 1)3
=

1− x

(x+ 1)3
. L'étude du signe ne pose bien sûr au
un problème : le dénomina-

teur est positif sur notre intervalle d'étude, et le numérateur 
hange de signe pour x = 1.
La dérivée f ′

est don
 positive sur [0, 1] et négative sur [1,+∞[.

(b) On peut par exemple é
rire f(x) =
x

x2 + 2x+ 1
∼

x→+∞

x

x2
∼ 1

x
, don
 lim

x→+∞

f(x) = 0.

(
) On sait que

1

1 + x
=

x→0
1−x+ o(x), don


1

(1 + x)2
= (1−x+ o(x))2 = 1− 2x+ o(x), puis

f(x) = x− 2x2 + o(x2) (inutile de pousser le premier développement limité plus loin que

l'ordre 1 puisqu'on va multiplier par x ensuite).

(d) Puisque la fon
tion f admet un développement limité à l'ordre 1 en 0, une équation de sa

tangente est obtenue en prenant la partie de 
e développement limité, soit y = x. De plus,

f(x) − x = −2x2 + o(x2) ∼ −2x2 6 0, 
e qui permet d'a�rmer que f(x) − x 6 0 sur un

voisinage de 0. Autrement dit, la 
ourbe de f est en-dessous de sa tangente au voisinage

de 0.

(e) Le seul 
al
ul supplémentaire né
essaire est 
elui de f(1) =
1

4
. On obtient l'allure de


ourbe suivante :

0 1 2 3 4 5

0

1

2. (a) On a déjà 
al
ulé plus haut u1 = f(1) =
1

4
. Reste u2 = f

(

1

4

)

=
1
4

(54)
2
=

4

25
.

(b) On peut bien sûr pro
éder par ré
urren
e. Notons Pn la propriété : 0 < un 6
1

n
. La

propriété P1 est manifestement vraie. Supposons désormais 0 < un 6
1

n
. La fon
tion f

étant 
roissante sur l'intervalle [0, 1], et don
 sur

[

0,
1

n

]

, on en déduit que f(0) < f(un) 6

f

(

1

n

)

. Or f(0) = 0, et f

(

1

n

)

=
1
n

(n+1
n

)2
=

n

(n+ 1)2
<

n+ 1

(n+ 1)2
=

1

n+ 1
. La propriété

Pn+1 est don
 véri�ée, 
e qui prouve que Pn est vrai pour tout entier n.
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(
) Il su�t d'appliquer le théorème des gendarmes à l'en
adrement pré
édent pour 
on
lure

que lim
n→+∞

un = 0.

3. (a) Exprimons : vn =
1

un+1
− 1

un
=

(1 + un)
2

un
− 1

un
=

1 + 2un + u2n − 1

un
= 2+ un. L'en
adre-

ment demandé est alors une 
onséquen
e triviale de 
elui de la question 2.b.

(b) E�e
tuons don
 une ré
urren
e 
omme on nous le demande : au rang 2, 2 × (2 + 1) = 6,

et 2 × 3 +

1
∑

k=1

1

k
= 6 + 1 = 7. Or, on a 
al
ulé u2 =

4

25
, soit

1

u2
=

25

4
, qui est bien


ompris entre 6 et 7. Supposons désormais l'en
adrement vrai au rang n, on peut alors

é
rire

1

un+1
=

1

un
+vn, ave
 2(n+1) 6

1

un
6 2(n+1)+

n−1
∑

k=1

1

k
(hypothèse de ré
urren
e), et

2 6 vn 6 2+
1

n
. En additionnant 
es deux en
adrements, on trouve exa
tement 2(n+2) 6

1

un+1
6 2(n + 1) +

n
∑

k=1

1

k
, 
e qui prouve exa
tement l'hérédité de notre propriété. Par

prin
ipe de ré
urren
e, 
elle-
i est vrai pour tout entier n > 2.

(
) Quel que soit le réel t appartenant à l'intervalle [k−1, k], on a

1

k
6

1

t
. On peut intégrer 
ette

inégalité entre k− 1 et k pour obtenir

∫ k

k−1

1

k
dt 6

∫ k

k−1

1

t
dt, soit

1

k
6

∫ k

k−1

1

t
dt (relation

valable pour tout entier k > 1). On peut ensuite additionner 
es inégalités pour toutes

les valeurs de k 
omprises entre 2 et n :

n
∑

k=2

1

k
6

n
∑

k=2

∫ k

k−1

1

t
dt =

∫ n

1

1

t
dt (relation de

Chasles). Cette dernière intégrale valant [ln(t)]n1 = ln(n), on en déduit que

n
∑

k=2

1

k
6 ln(n),

puis

n
∑

k=1

1

k
6 1+ ln(n) en ajoutant le premier terme (on ne peut évidemment pas majorer

la somme dire
tement à partir de k = 1).

4. En reprenant l'en
adrement de la question 2.b et le résultat pré
édent, on peut é
rire 2n+2 6
1

un
6 2n + 3 + ln(n), soit 2n + o(n) 6

1

un
6 2n + o(n). On en déduit que

1

un
∼ 2n (pour

rédiger vraiment rigoureusement, le mieux est quand même de diviser tout l'en
adrement par

2n et d'appliquer la théorème des gendarmes pour justi�er que lim
n→+∞

1

2nun
= 1). On peut

passer 
et équivalent à l'inverse pour trouver un ∼ 1

2n
.

Exer
i
e 2

1. Pour déterminer 
ette matri
e, on peut 
al
uler les images par f des quatre matri
es de

la base 
anonique de E. Pour gagner du temps, 
al
ulons dire
tement f

((

a b

c d

))

=
(

0 1
1 0

)

×
(

a b

c d

)

×
(

0 1
1 0

)

=

(

c d

a b

)

×
(

0 1
1 0

)

=

(

d c

b a

)

. On en déduit que

f

((

1 0
0 0

))

=

(

0 0
0 1

)

; f

((

0 1
0 0

))

=

(

0 0
1 0

)

; f

((

0 0
1 0

))

=

(

0 1
0 0

)

;

et f

((

0 0
0 1

))

=

(

1 0
0 0

)

. La matri
e de f dans la base 
anonique est don
 A =

2











0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0









.

2. Les 
al
uls de la question pré
édentes permettent de véri�er immédiatement que f ◦ f = id
(alternativement, on peut 
onstater que A2 = I4). L'appli
ation f est don
 une symétrie, 
'est

un automorphisme et sa ré
iproque est f elle-même.

3. Le plus simple est en
ore de revenir à la dé�nition de f : f(M) × f(N) = JMJJNJ =
JMJ2NJ . Or, J2 = I2 (
al
ul immédiat), don
 f(M)f(N) = JMNJ = f(MN).

4. Les éléments de F sont les matri
es M véri�ant f(M) = M . En reprenant l'expression

générale de f 
al
ulée à la première question, 
elà impose les 
onditions suivantes sur les


oe�
ients de la matri
e : a = d et b = c. Autrement dit, F =

{(

a b

b a

)

| (a, b) ∈ R
2

}

=

Vect

((

1 0
0 1

)

;

(

0 1
1 0

))

. En parti
ulier, la famille

((

1 0
0 1

)

;

(

0 1
1 0

))

forme une

base de F (il est évident que 
ette famille est libre). De même, G est 
onsitué des ma-

tri
es véri�ant f(M) = −M , 
e qui impose 
ette fois-
i a = −d et c = −b, soit G =

Vect

((

1 0
0 −1

)

;

(

0 1
−1 0

))

. Là en
ore, la famille

((

1 0
0 −1

)

;

(

0 1
−1 0

))

est une

base de G.

5. On souhaite don
 é
rire

(

a b

c d

)

=

(

x y

y x

)

+

(

z t

−t −z

)

. L'identi�
ation des 
o-

e�
ients 
onduit au système















x + z = a

y + t = b

y − t = c

x − z = d

. Les équations extrêmes donnent x =

a+ d

2
(en les additionnant) et z =

a− d

2
(en les soustrayant) ; de même y =

b+ c

2
et

t =
b− c

2
. La solution étant unique, la dé
omposition de M l'est également, et on a don


M1 =
1

2

(

a+ d b+ c

b+ c a+ d

)

et M2 =
1

2

(

a− d b− c

c− b d− a

)

. Pour la matri
e M donnée dans

l'énon
é, M1 =

(

1
2 0
0 1

2

)

et M2 =

(

5
2 −1
1 −5

2

)

.

6. Surtout pas de 
al
ul ave
 les 
oe�
ients des matri
es, 
'est inutile ! Si A et B appartiennent

à F , alors f(A) = A et f(B) = B. En appliquant la relation démontrée à la question 3,
f(AB) = f(A)f(B) = AB, don
 AB ∈ F . De même, si A et B, appartiennent à G, f(A) =
−A et f(B) = −B, don
 f(AB) = (−A)× (−B) = AB. Autrement dit AB ∈ F .

7. Autant exploiter les résultats pré
édents : MN = (M1 +N1)(M2 +N2) = M1N1 +M1N2 +
M2N1+M2N2. La question pré
édente assure que M1N1 (produit de matri
es de F ) et M2N2

(produits de matri
es de G) appartiennent à F , don
 M1N1 + M2N2 ∈ F (
'est un sous-

espa
e ve
toriel). Or, on peut démontrer tout aussi fa
ilement que le produit d'une matri
e

de F par une matri
e de G appartient à G : si f(A) = A et f(B) = −B, alors f(AB) =
A×(−B) = −AB (et de même dans l'autre sens). On en déduit alors que M1N2+M2N1 ∈ G.

La dé
ompotision étant unique, on 
on
lut : (MN)1 = M1N1 +M2N2, et (MN)2 = M1N2 +
M2N1.
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Exer
i
e 3

A. Propriétés générales de la fon
tion f .

1. La fon
tion arctan étant dé�nie sur R tout entier, le deuxième mor
eau de la formule dé�-

nissant f est dé�ni sur R\{−1, 1} (valeurs annulant le dénominateur à l'intérieur de l'ar
tan-

gente). Pour le premier mor
eau, 
e qui est dans la parenthèse est toujours dé�nie, mais il

faut véri�er que

2x

1 + x2
∈ [−1, 1] pour pouvoir lui appliquer la fon
tion ar
sinus. Une façon

rapide de faire : pour tout réel x, (1 + x)2 > 0, don
 1 + x2 > −2x. De même, (1 − x)2 > 0

implique 1+ x2 > 2x. On en déduit qu'on a toujours |2x| 6 1+ x2, don


∣

∣

∣

∣

2x

1 + x2

∣

∣

∣

∣

6 1, 
e qui

démontre l'en
adrement souhaité.

2. Les deux expressions x 7→ 2x

1 + x2
et x 7→ 2x

1− x2
sont impaires. Quand on les 
ompose par les

fon
tions impaires arcsin et arctan, on obtient des fon
tions impaires. La fon
tion f est don


elle-même impaire, on se 
ontentera de l'étudier sur [0, 1[∪]1,+∞[.

3. Fa
ile : f(0) = arcsin(0) + arctan(0) = 0 (on pouvait aussi utiliser le fait que f est impaire).

Moins fa
ile : f(
√
3) = arcsin

(√
3

2

)

− arctan
(

−
√
3
)

=
π

3
+

π

3
=

2π

3
.

4. Comme lim
x→1

2x

1 + x2
= 1, on a lim

x→1
arcsin

(

2x

1 + x2

)

=
π

2
. De plus, lim

x→1−

2x

1− x2
= +∞, don


lim
x→1−

arctan

(

2x

1− x2

)

=
π

2
; et lim

x→1+

2x

1− x2
= −∞, don
 lim

x→1+
arctan

(

2x

1− x2

)

= −π

2
.

Finalement, lim
x→1−

f(x) = 0, et lim
x→1+

f(x) = π. Au
un problème pour la limite en +∞ : les

deux parenthèses tendent vers 0, don
 lim
x→+∞

f(x) = 0.

B. Variations et 
ourbe de f .

1. La dérivabilité du se
ond mor
eau (ave
 l'ar
tangente) est évident, 
'est une 
omposée de

fon
tions dérivables sur le domaine de dé�nition de f . Par 
ontre, il faut faire attention

ave
 l'ar
sinus qui n'est pas dérivable en 1 et en −1 : les seules valeurs de x pour lesquelles

2x

1 + x2
= ±1 sont x = 1 et x = −1 (
'est une 
onséquen
e du 
al
ul e�e
tué à la question A.1,

il s'agit des valeurs annulant (1+x)2 et (1−x)2). Comme 
es valeurs ont déjà été supprimées

du domainde de dé�nition de f , la fon
tion est bien dérivable sur tout 
e domaine.

Posons g(x) =
2x

1 + x2
et h(x) =

2x

1− x2
, on 
al
ule d'abord g′(x) =

2(1 + x2)− 4x2

(1 + x2)2
=

2− 2x2

(1 + x2)2
, et h′(x) =

2(1− x2) + 4x2

(1− x2)2
=

2 + 2x2

(1− x2)2
. Ensuite, on 
ompose : (arcsin ◦g)′(x) =

g′(x)× 1
√

1− g(x)2
=

2− 2x2

(1 + x2)2
× 1
√

1− 4x2

(1+x2)2

=
2− 2x2

(1 + x2)2
× 1+x2√

(1+x2)2−4x2
=

2− 2x2

(1 + x2)
√

(1− x2)2
.

Sur [0, 1[, 1 − x2 > 0, don
 (arcsin ◦g)′(x) =
2− 2x2

(1 + x2)(1− x2)
=

2

1 + x2
. Sur ]1,+∞[,

1 − x2 < 0, et (arcsin ◦g)′(x) = − 2

1 + x2
. De l'autre 
�té, (arctan ◦h)′(x) =

h′(x)

1 + h(x)2
=

2 + 2x2

(1− x2)2
× 1

1 + 4x2

(1−x2)2

=
2 + 2x2

(1− x2)2 + 4x2
=

2 + 2x2

(1 + x2)2
=

2

1 + x2
. On obtient bien f ′(x) = 0

sur [0, 1[, et f ′(x) = − 4

1 + x2
sur ]1,+∞[.

2. La fon
tion f est 
onstante sur [0, 1[ et f(0) = 0, don
 f(x) = 0 quel que soit x ∈ [0, 1[. Sur
]1,+∞[, la formule obtenue pour la dérivée permet d'a�rmer que f(x) = −4 arctan(x) + k
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pour une 
ertaine 
onstante k. On peut par exemple utiliser la limite en 1+ pour déterminer

la 
onstante k : lim
x→1+

f(x) = −4 × π

4
+ k = k − π. Or, on a vu par ailleurs que 
ette limite

était égale à π, don
 k = 2π et f(x) = 2π − 4 arctan(x) sur ]1,+∞[.

3. On dispose de toutes les informations né
essaires pour tra
er la 
ourbe. Les plus 
ourageux

iront jusqu'à 
onstater que la fon
tion prolongée par 
ontinuité à droite en 1 y admet une

tangente verti
ale (on utilise par ailleurs la symétrie par rapport à l'origine du repère pour


ompléter la 
ourbe) :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

C. Des équations di�érentielles.

1. Sur l'intervalle [0, 1[, l'équation se résume à y′ = 0, les solutions en sont les fon
tions


onstantes. Sur l'intervalle ]1,+∞[, les solutions seront de la forme Ke−f(x)
, don
 y(x) =

Ke4 arctan(x)
(quitte à faire passer le fa
teur e−2π

dans la 
onstante).

2. (a) Les plus paresseux é
riront

1

x(x− 1)
=

x− (x− 1)

x(x− 1)
=

1

x− 1
− 1

x
, soit a = −1 et b = 1.

Les autres mettront au même dénominateur et feront une identi�
ation.

(b) On 
onnait déjà les solutions de l'équation homogène asso
iée, donnée à la question 1.
Cher
hons une solution parti
ulière à l'aide de la méthode de variation de la 
onstante, en

posant yp(x) = K(x)e4 arctan(x). On 
al
ule alors y′p(x) = K ′(x)e4 arctan(x)+
4K(x)

1 + x2
e4 arctan(x),

puis y′p(x)+f ′(x)yp(x) = K ′(x)e4 arctan(x)+
4K(x)

1 + x2
e4 arctan(x)−4K(x)e4 arctan(x)

1 + x2
= K ′(x)e4 arctan(x).

La fon
tion yp est don
 solution de notre équation di�érentielle si K ′(x)e4 arctan(x) =

e4 arctan(x)

x(x− 1)
, soit K ′(x) =

1

x− 1
− 1

x
. On prend par exemple K(x) = ln(x − 1) − ln(x) =

ln

(

1− 1

x

)

, soit yp(x) = ln

(

1− 1

x

)

e4 arctan(x). Toutes les solutions de l'équation sont

alors les fon
tion de la forme y(x) =

(

K + ln

(

1− 1

x

))

e4 arctan(x).

3. (a) Un 
al
ul 
lassique : sh2(t) =

(

et − e−t

2

)2

=
e2t − 2 + e−2t

4
=

e2t + e−2t

4
−1

2
=

ch(2t)− 1

2
.

(b) Puisqu'on nous le propose si gentiment, e�e
tuons le 
hangement de variable x = ch(t),


e qui donne dx = sh(t) dt, don


∫

√

x2 − 1 dx =

∫

sh(t)

√

ch2(t)− 1 dt. Or ch2(t)−1 =

5



sh2(t), et sur l'intervalle 
onsidéré, sh(t) > 0, don


∫

√

x2 − 1 dx =

∫

sh2(t) dt =
∫

ch(2t)− 1

2
dt =

sh(2t)

4
− t

2
. Il reste tout de même un tout petit détail à régler : réus-

sir à exprimer t en fon
tion de x, autrement dit, déterminer la fon
tion ré
iproque de

la fon
tion ch (restreinte à [0,+∞[). En fait, ça se fait très bien : ch(t) = x revient à

et + e−t = 2x, soit e2t − 2xet + 1 = 0. On pose T = et pour se ramener à l'équation du

se
ond degré T 2− 2xT +1 = 0, qui admet pour dis
riminant ∆ = 4x2− 4 = 4(x2− 1) > 0

(on a supposé x > 1), et admet pour ra
ines T1 =
2x+ 2

√
x2 − 1

2
= x +

√
x2 − 1, et

T2 = x−
√
x2 − 1. On 
onserve la ra
ine positive et on obtient alors t = ln(x+

√
x2 − 1).

Les primitives re
her
hées sont don
 de la forme

sh(2 ln(x+
√
x2 − 1))

4
− ln(x+

√
x2 − 1)

2
(à une 
onstante près). Ave
 un peu de motivation, on peut simpli�er le premier mor-


eau : sh(2 ln(a)) = sh(ln(a2)) =
eln(a

2) − e− ln(a2)

2
=

a2

2
− 1

2a2
, don
 le premier mor
eau

de notre primitive devient

(x+
√
x2 − 1)2

8
− 1

8(x+
√
x2 − 1)2

=
(x+

√
x2 − 1)4 − 1

8(x+
√
x2 − 1)2

=

x4 + 4x3
√
x2 − 1 + 6x2(x2 − 1) + 4x(x2 − 1)

√
x2 − 1 + (x2 − 1)2 − 1

8(x+
√
x2 − 1)2

=
8x4 − 4x2 + (8x3 − 4x)

√
x2 − 1

8(x+
√
x2 − 1)2

=
x
√
x2 − 1(2x2 − 1 + 2x

√
x2 − 1)

2(x+
√
x2 − 1)2

=
x
√
x2 − 1

2
.

(
) Par le même 
al
ul de variation de la 
onstante que plus haut, on obtient la 
ondi-

tion K ′(x) =
√
x2 − 1. On peut don
 prendre pour K la fon
tion obtenue 
i-dessus, et

les solutions 
omplètes de l'équation di�érentielle sont les fon
tions de la forme y(x) =
(

K +
x
√
x2 − 1

2
− ln(x+

√
x2 − 1)

2

)

e4 arctan(x).
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