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Vrai-Faux

€T
. Le reste intégral de la formule de Taylor est donné par la formue R,, = /
a

b
. Si f est une fonction positive, alors / f(t) dt > 0.
a

. Si f est une fonction continue sur [a,b], alors il existe une fonction en escalier ¢ telle que,

Vo € [a,b], |f(z) — ¢(z)| < €, quel que soit le réel € > 0.

b
. Si / f(t) dt =0, avec f continue, alors f est nulle sur [a, b].
a

La méthode de Simpson donne une valeur exacte de 'intégrale pour tous les polynémes de

degré inférieur ou égal & 3.

(z —t)"
n!

FM () dt.

Exercice 1 (**)

e
On définit, pour tout entier n, 'intégrale I,, = / 2*(Inz)"dax.
1

. Calculer I.
. Montrer que sur [1;¢], on a (Inz)"*! < (Inz)", et en déduire le sens de variation de I,,.

1
2
3.
4

Montrer que (I,,) est convergente.

. Montrer que sur [1;¢], 0 < Inz < L. En déduire la limite de I,.
e

é n+1
3

Montrer que Vn > 1, I4+1 = I,,. En déduire la limite de nl,.

Exercice 2 (**)

1
Pour tout entier naturel n, on pose u, = /
0

NS Ot W e

1
Triren
Calculer ug, uq et us.

Montrer que la suite (uy) est croissante.
Montrer que : Vn € N, u,, <1In2.
En déduire que la suite (u,) est convergente.

Pour tout n de N, écrire In 2 — u,, sous la forme d’une intégrale.

En déduire que : Vn € N, In2 — u,, < ——.
n+1

Donner la limite de la suite (uy,).



Exercice 3 (*)

tn
1+¢

dt.

1
On considére la suite définie par I, = /
0

1. Calculer Iy, I et I>.
2. Déterminer la limite de la suite (I,,).

3. Trouver une relation de récurrence entre I, 11 et I,.

. n (_1)k+1

4. On note désormais S,, = Z 3
k=1

5. Déduire des questions précédentes la convergence et la limite de la suite (S,,).

, exprimer 5,, en fonction de I,,.

Exercice 4 (**)

us 1 n
On définit la suite (I,,) par I, = /4 < ) dx.
o \cos(z)

1. Calculer les valeurs de I et de Is.

2. A l'aide du changement de variable ¢ = sin(z) puis d’une (petite) décomposition en éléments
simples, calculer I;.

3. Déterminer la monotonie de la suite (I,,). Peut-on en déduire quelque chose ?

2\ = 1 — sin2
(n\/—;)l +nL+IIn (on pourra par exemple écrire I,, = /04 cos’ir;((lin))

puis effectuer une IPP intelligente).

dx,

4. Montrer que,Vn € N, ;10 =

5. En déduire la limite de la suite (I,,) quand n tend vers +oo.

Exercice 5 (***)

1
Soit f une fonction telle que Vk < n, / tkf(t) dt = 0, montrer que f s’annule au moins n + 1

0
fois sur [0; 1].

Exercice 6 (***)

Etudier les foilctions suivantes :

. f(x):/xxe_t2 dt

2x c
* g(x) =/ };gt) dt

x? 6t

Exercice 7 (***)

Pour tout entier naturel k on considére la fonction f;, définie sur R par la relation

1
fr(z) :/0 the=tdt

1. (a) Montrer que pour tout entier naturel k, la fonction f; est décroissante sur RY.



(b) Etudier la suite (fx(0))g>0. En déduire, pour tout réel positif z, la limite de la suite

(fx(2))k=0-

1 —X
2. (a) Soit x > 0. Etablir que fyii(x) = bt ¢

fr(x) — — pour tout k >0
x

(b) Expliciter les fonctions fy, f1 et fg.
(c) Montrer que, xgrfooxfo(x) =1/z.
3. (a) En effectuant un changement de variable, montrer que Vk € N, Vo > 0, fi(x) = # /Ox uFe ™ du.
En déduire que fi est dérivable sur |0, +oo[ et calculer sa dérivée.
(b) Trouver une relation simple entre f; et fii1.

(¢) Montrer que pour tout réel Vy > 0, 1 — e~ ¥ < y. En déduire que pour tout entier naturel
k, la fonction fi est continue en 0. Est-elle dérivable & droite en ce point ?

Exercice 8 (**)

Déterminer les limites de chacune des suites suivantes en utilisant des sommes de Riemann.
n

B k B (2n)!
.un_zn2+k‘2 .vn_zvnQ—FZl{:n .wn_(nnn!>

k=1

Exercice 9 (***%*)

Le but de cet exercice est de montrer par ’absurde que 7 est un nombre irrationnel. Supposons
donc que ™ = b (n’oubliez pas cette hypothése dans la suite de l'exercice), et posons P,(X) =
q

1 s
mX”(p— gX)", et I, = / P, (t)sin(t) dt.
: 0
Montrer que, Vn € N, P,(m — X) = P,(X).
Montrer que, Vn € N, I, > 0.
Montrer que, ¥n € N, vk € N, P{P(0) € Z, et P\ (n) € Z.

Montrer que, Vn € N, I,, € N (on pourra procéder a des intégrations par parties successives).

AN

Montrer que lirf I, = 0. En déduire que ’hypothése initiale est absurde.
n—-+0oo

Exercice 10 (**%*)

NIE

Pour tout entier n, on pose I,, = / sin”(t) dt.
0

1. Calculer I et I.

i

2. Montrer que, Vn € N, I, = /2 cos" (t) dt.
0

3. A l’aide d’une intégration par partie, déterminer une relation entre I,, 1o et I,,.
4. En déduire les valeurs de Iy, et Iy (on les exprimera a l'aide de factorielles).

5. Déterminer la monotonie de la suite (I,,) puis prouver sa convergence.

6. En déduire lim In

n—+oo I 11 '

7. Montrer que, Vn € N, (n+ 1)I,411, = g



Exercice 11 (**%*)

On définit la fonction f sur R par f(z) = e_’”2/ et dt.
0

1. Déterminer la parité de la fonction f.

2. Montrer que f est solution d’une équation différentielle du premier ordre a préciser (mais
qu’on ne demande pas de résoudre).

3. Montrer que lim 2zf(z) =
T—r+00

627
4. On pose g(x) = o f'(x). Montrer que g est strictement décroissante sur RT™* et qu’elle
x
s’annule en un unique zy compris strictement entre 0 et 1.
5. En déduire le tableau de variations de f (on ne cherchera pas a calculer x).

6. Tracer une allure plausible de la courbe représentative de f.
Probléme (***)

Ce probléme présente deux méthodes pour calculer la valeur de lim Z Les deux parties
n—-+oo k2

du probléme sont complétement indépendantes.
Premiére partie : a I’aide d’intégrales.
™
1. Soit k£ un entier naturel non nul. Calculer les valeurs des intégrales / t cos(kt) dt et / t2 cos(kt) dt.
0 0
K
2. En déduire deux constantes a et b (indépendantes de k) telles que / (at4bt?) cos(kt) dt =
0

3. On pose S,(t) =1+ 2Zcos(k:t). Veérifier que /0 (at 4 bt*)S,(t) = C + 22 12 ou C est

k=1
une constante qu’on exprimera en fonction de a et de b.
. (2nt1)t
. sin(~=5—)
4. Vérifier que, Vt €]0, 7], on a Sy, (t) = ——5—. Que vaut S,(0)?
sin(3)
o at + bt?
5. Montrer que la fonction définie sur |0, 7| par t +— W est prolongeable en 0 en une
sin(%
2
1- t 1
fonction de classe C! (on pourra utiliser si besoin que Iimﬂ =-).
t—0 12 2
s
6. Montrer que, si g est une fonction de classe C! sur [0, 7], alors lim g(t)sin(kt) = 0 (on

k——+oco 0
pourra effectuer une IPP).

7. Déduire des questions précédentes la valeur de lim Z 7z

n—-+o0o

Deuxiéme partie : en utilisant des polynémes.

cos(z)
sin(z)
le domaine de définition, la périodicité, les variations sur une période, et une allure de courbe
représentative pour cette fonction. On montrera en particulier que cotan est bijective de |0, 7|
dans R.

Donner

1. On définit la fonction cotangente (en abrégé cotan) par la formule cotan(z) =



2. On définit pour tout entier n > 1 le polynoéme @, (X) = (X +1)" — (X — 1)™.

(a) Donner le degré et le coefficient dominant de Q.
k

(b) Prouver que les racines de @,, sont les nombres —i cotan < 77) ,pourn € {1,2...,n—1}.
n

(c) Montrer que ces racines sont simples, et donner la factorisation de @, dans C[X].

n
2n+1
3. On définit désormais un nouveau polynoéme (toujours pour n > 1) par P,(X) = Z < HQZ >X k
k=0

(a) Donner les expressions explicites des polynomes Py, P; et Ps.
(b) Montrer que 2P, (X?) = Qopy1(X).

(c¢) En déduire les racines de P,, et vérifier qu’elles sont simples.

n 2
k
(d) Que vaut la somme des racines du polynéme P,, 7 En déduire que Z cotan il =
P 2n+1
n(2n —1)

3
4. (a) Montrer que, Va € ]O, g [, sin(z) < z < tan(x).

1
(b) En déduire que, sur le méme intervalle, cotan?(z) < — < 1 + cotan?(z).
x?

km 1
(c) Appliquer 'encadrement précédent a z = 1 et en déduire un encadrement de 72
n

puis la valeur de lim Z 5k

n—-+o0o

1
5. En complément, on peut obtenir presque sans effort supplémentaire la valeur de lirf pya i :
n—-—+0oo

n
(a) Montrer par récurrence que, si (21, ..., 2,) € C", alors (Z zk> Z 2242 Z 2i2;.

k=1 1<i<j<n

n 4

k

(b) En déduire la valeur de E cotan T (on pensera aux relations coefficients-
pt 2n+1

racines dans le polynéme P,)).

1
(c) Déterminer lim Zﬁ

n—-+o00
kf



