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Durée : 1H50. Calculatrices interdites.

Exercice 1

1. Le polynéme dérivé P’ = 3X? —2X — % a pour discriminant A =443 x 39 =
2-11 3 2411 13
=5 et Xo = ML —.

Vérifions si I'une de ces deux racines est aussi racine de P (et donc racine double de

3 27 9 117 —27 - 184+ 117 - 172 )
P):P —3 ——§—1+?—9— 3 = 0. On a donc trouvé

notre racine double. Le polynéme P étant de degré 3, il admet une autre racine
qu’on peut par exemple déterminer & 'aide des relations coefficients-racines : le
produit des trois racines (comptées avec multiplicité) est égal & 9. En notant « la

121 = 112, et admet pour racines X; =

4
derniére racine, on a donc (—2> X a=9, donc a =9 x 9= 4. Le polynéme P

3\ 2
étant unitaire, il se factorise donc sous la forme P = <X + 2) (X —4).

2. Notons P = X2 + aX? + bX + ¢ le polynéme unitaire de degré 3 ayant w,
y et z pour racines. En exploitant les relations coefficients-racines, on sait que
a=—(r4+y+z)=-2etc=—xyz = 7 De plus, en mettant tout au méme

. e . . . , . z4+xz4+2x 1
dénominateur, la derniére équation disponible peut s’écrire yrrEET Y -,

TYz 2
L. TYZ 1 :
dont on déduit que b = xy 4+ xz + yz = > = T Autrement dit, P =
1 1
X3 —2X2 — ZX + > On constate que 2 est une racine évidente de ce poly-
2 1
nome : P(2) = 8 -8 — it = 0. On peut donc factoriser P sous la forme
1 1
X3—2X2—ZX+§ = (X -2)(aX?+bX +c) = aX3+ (b—2a) X2+ (c—2b) X —2c.
Une rapide identification donne a = 1, puis b — 2a = —2, donc b = 0, et enfin
1 1
c—2b = T soit ¢ = 7 ce qui est cohérent avec la derniére équation. Le

1 1 1
deuxiéme facteur obtenu, X2 — 7 a pour racines triviales 3 et —5 On a donc

11
(z,y,2) = (—2, 3 2>, mais on ne connait pas I'ordre des trois inconnues. Si on

1



veut étre rigoureux, il faut donc donner les six triplets solutions possibles : & =
11 1 1 1 1 1 1 11 1 1

_77772 ) _7)2)7 y 77_772 ) 7725_7 y 27_757 ) 2)77_7 .
2°2 2" 72 27 2 2 2 2°2 2" 2

Exercice 2

1 x
e
1. Calculons donc Iy = /0 T+ o dz = [In(1+e%)]5 = In(1+e)— < >
1 e
2. En effet linéarité de 'intégrale, In+ 11 =
n effet, par linéarité de l'intégrale, In+ Iy /0 l—i—ez l—i—em /
1+4e
1. On en déduit immédiatement que [y =1 —Ip =1 —1n 5
e(l—n)z 4w
3. C’est a peu preés la méme chose que ci-dessus : par linéarité, I, + 1,41 = / —ixe
e
1 —nx/ x 1 —nz1l o7
1 — 1
/ e(eﬂdm:/ einx dl’: |:—€ :| = - .
0 1+e® 0 n g n
1 e—nx(l _ e:c)
4. On peut utiliser la méthode classique : I, — I, = / TTre dzr (méme
0 &

calcul et factorisation qu’a la question précédente). Or, e~ et 14-e” sont toujours
positifs, et 1 — e est négatif lorsque x varie dans 'intervalle [0, 1]. On en déduit
que I, 41 —1I,, <0, donc la suite (I,,) est décroissante. Comme elle est trivialement
minorée par 0 puisque I, est une intégrale de fonction positive, elle converge donc.

5. Le plus simple est de dire que 0 < 2I,, < I, + I,_1 (puisque la suite est décrois-

1— e—n+1
sante, I, < I,,_1), soit en utilisant le calcul de la question 3, 0 < I, < >
1— e—n+1 n
Comme lim ———— = 0, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer di-
n—-—+o00 2n
rectement que lim I, = 0.
n—-+o00
Exercice 3
5 —10 —4
On se place dans 'espace vectoriel E = M3(R), et on note A = 3 -6 -2
-3 5 1

1. On peut prouver facilement que F est un sous-espace vectoriel de E sans se
lancer dans des calculs délirants, soit en constatant que F' peut facilement étre
décrit comme ensemble des solutions d’un systéme d’équations linéaires homo-
génes sur les coefficients des matrices, soit en revenant vraiment & la définition
(on a évidemment 0 x M = M x 0, et si AM = MA, alors A\ AM = AMA
et en supposant de plus AN = NA, alors AN + M) = AN + AM = MA +
NA = (M + N)A). Mais comme on nous demande une base de F, il va bien
falloir écrire et surtout résoudre le systéme correspondant. Allez, un peu de cou-
rage! En notant de a a i les coefficients de la matrice inconnue M, on calcule

5a — 10d —4g b5b—10e —4h 5¢c—10f — 44
d’abord AM = 3a—6d—2g 3b—6e—2h 3c—6f—2i |,et MA =
—3a+5d+g —3b+be+h —3c+5f+1



5a+3b—3c —10a —6b+5¢c —4a—2b+c
5d+3e—3f —10d—6e+5f —4d—2e+ f |.On se raméne alors a la ré-
5 +3h—3i —10g—6h+5i —4g—2h+1i

3b — 3¢ + 10d +
10a + 116 — b5¢c — 10e -—
4da 4+ 20 4+ 4c — 10f -
3a — 1ld — 3e 4+ 3f -

solution du magnifique systéme suivant : 3b 4+ 10d — 5f -—
3c 4+ 4d + 2 — Tf -—

3a¢. — 5d + 49 + 3h -—

3b — be — 10g — Th +

3¢ — 5f — 49 —

\
On va essayer d’exprimer les inconnues e, g, h et ¢ en fonction des inconnues a, b, c,
d et f (comme ¢a on n’aura plus que cing inconnues dans les équations restantes,
et puis bon je triche un peu car je sais quelle dimension ¢a doit donner a la fin). La

premiére équation donne g = —Zb—l—fc— §d’ la troisiéme donne ¢ = a+§b—|—c— §f’

4
la cinquiéme donne h = §b + 5d — 3 f- En reprenant les équations restantes dans

11, 1 2 1.1
I’ordre, la deuxiéme permet d’exprimer e = a+ Eb—ic—fh = a+§b—§c—2d+f.
Remplacons allégrement tout dans la quatriéme équation : 3a—11d—3e+3f—2g =
3 3 3 3
3a—11d—3a— §b+ §c+6d— 3f+3f+ §b— §c+5d = 0 (mais oui, tout s’annule!)
donc cette équation est toujours vérifiée, on peut la supprimer. Passons alors a la
sixiéme équation : 3c+4d+2e—Tf —2i = 3c+4d+2a+b—c—4d+2f —Tf —2a—
b—2c+5f = 0, encore une équation en moins. Enchainons donc avec la septiéme :
9 15 3 15
3a—bd+4g+3h—3i = 3a—5d—3b+3c—10d+§b+15d—?f—3a—§b—3c+?f =0,
décidément quelle chance! Allez, la huitiéme : 3b — be — 10g — Th + 5i = 3b — ba —

5 5 15 15 21 35 5 25
On n’y croyait pas vraiment mais pourtant ¢a marche aussi! Et enfin la derniére,

plus facile : 3¢ = 5f —49g —2h =3c—5f +3b—3c+10d — 30— 10d +5f = 0. La
encore, I’équation est inutile. Finalement, il ne nous reste que les quatre équations
ayant été exploitées initialement, ce qui signifie qu’on peut choisir les coefficients
a, b, ¢, d et f de notre matrice comme on le veut. Autrement dit, £’ est un sous-
espace vectoriel de dimension 5 de E. On peut obtenir facilement une base de F'
en fixant successivement a =1, b=1,c=1,d=1et f =1 (et a chaque fois les
quatre coefficients égaux a 0, et les derniers déterminés par les relations obtenues

1 00
plus haut), ce qui donne une base constituée des cinq matrices 010 ];
0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 O
0 20 ];(0 -2 o0];( 1 -2 0 ]s;eel 0 1 1 | Les
3 3 1 3 5 5 5
“1 % 3 i 01 -3 5 0 0 -5 —3

coordonnées de la matrice A dans cette base sont tout bétement (5, —10, —4, 3, —2)
(elles sont trivialement imposées par les valeurs des coefficients a, b, ¢, d et f).

2. Avec les notations imposées par 1’énoncé, la condition AX = —X est équivalente

4h
4i
29
2h
2i
3i
5i
2h

OO OO O oo oo



or — 10y — 4z = -z

au systeme 3r — 6y — 2z = —y Quitte a la diviser par 2, la pre-
-3z + Sy + z = -z
miére équation 3z — 5y — 2z = 0 est la méme que la deuxiéme, mais aussi que la
3 5
troisiéme (au signe prés)! On peut donc garder 'unique condition z = 5%~ ¥

ou encore écrire que G1 = Vect((2,0,3); (0,2, —5)). En particulier, G; est bien un
sous-espace vectoriel de F, de dimension 2.

3r — 10y — 4z = 0
. On se raméne de méme au systéme suivant : 3r — 8y — 2z = 0.
-3z + oS5y — z =0
Les opérations Lo— L4 et L1+ L3 donnent les équations 2y+2z = 0 et —5y—5z = 0,
qui sont manifestement équivalentes. On garde donc z = —y, et en reportant dans

la premiére équation du systéme, 3z — 6y = 0, soit x = 2y. On en déduit que
G2 = Vect((2,1,—1)), et G2 est un sous-espace vectoriel de £ de dimension 1.

. On a déja justifié le fait que dim(G;) + dim(Ga) =2+ 1 = 3 = dim(E), il suffit
donc de prouver que G; N G2 = {0} pour conclure. Or, si un vecteur (z,v, 2)
appartient a la fois & G et & Ga, par définition, la matrice colonne X corres-
pondante vérifie a la fois AX = —X et AX = 2X, donc 2X = —X, ce qui n’est
possible que si x = y = z = 0, ce qui conclut la démonstration.

2 0 2
. On va donc poser P= | 0 2 1 . Pour déterminer son inverse éventuel,
3 -5 -1
2x + 2z = a
cherchons & résoudre le systéme 2y + z = b . Les deux pre-
3r — 5y — z = ¢
: : : : a b =z
miéres équations donnent immédiatement x = — — z et y = 3 3 On reporte
o . 5 5 .3 3 5
dans la derniére équation : 2%~ 3z — 5b—|— 22 TE=6 soit 5% =5 + §b+ c,
et donc z = a — gb — gc. On en déduit ensuite x = 50 + gb + §C et y =

1
—50 + §b + §C' Le systéme est un systéme de Cramer, donc la matrice P est

NI NI
[SSIENRI T
Wl

inversible, et P71 = [ —
1 5 2

3 3

. Le résultat du calcul intermédiaire dépend bien entendu du choix de la matrice P,
mais le résultat final, lui, doit toujours étre le méme (éventuellement & l'ordre des
coefficients diagonaux prés), et en tout cas toujours donner une matrice diagonale.

-2 0 4
Avec mon choix de matrice P on calcule AP = 0o -2 2 ,puis PT1AP =
-3 5 =2
-1 0 0
0 -1 0
0 0 2



