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Exercice 1

Remplagons donc la variable complexe z par un réel x, et séparons ce qui est réel de ce qui est
imaginaire : on aura 2z% — (1 + 2i)z% + (25i — 1) + 137 = 0 si 22% — 22 — 2 = 0 (partie réelle
nulle) et —222 + 25z + 13 = 0 (partie imaginaire nulle). La premiére équation se factorise sous la

1
forme x(22%2 — z — 1) = 0. La parenthése a pour racine évidente 1 et pour deuxiéme racine —3 (le

produit des deux racines est égal au quotient du coefficient constant du trinéme par son coefficient
dominant). Les réels 0 et 1 ne sont manifestement pas solutions de I’équation —2x2 + 25z + 13 = 0,
25 1

1\? 25 1
tentons notre chance avec la derniére : —2 x —§> —3 + 13 = 575 4+ 13 =0, donc z = —5

est racine de notre équation (incroyable, I’énoncé ne nous avait pas menti!). Comme dans le cas d’un
polynome & coefficients réels, on peut factoriser sous la forme 223 — (1 + 2i)22 + (25i — 1)z + 13i =
1 1 1
<z + 5) (az? +bz+c) = az® + (b + §a> 22 + <c + §b> z + % Par identification des coefficients,
onaa=2,puis b+ —a = —1—2i, soit b = -2 —2¢; ¢+ =b = 25¢ — 1, donc ¢ = 264, ce qui est
cohérent avec 1’équation du coefficient constant. Reste donc a résoudre I’équation du second degré
222 — (2 + 2i)z + 260 = 0, ou encore en divisant tout par deux, z? — (1 + i)z + 13i = 0. Cette
équation a pour discriminant A = (1 +i)? — 52i = —50i = 50e*Z. Pour une fois, pas besoin
de faire de calcul sous forme algébrique pour obtenir une racine carrée § de A, il suffit de poser

o 2 2
0 = v50e™'1 = /50 <§ — §Z> = 5 — bi. Les racines de notre équation sont donc les nombres
14+¢4+5—5i 14+¢—(5—5¢
complexes z; = % =3—2i, et 29 = e 2( ) = —2 + 3¢. Il ne reste plus qu’a

conclure : les solutions de I’équation initiale sont données par S = {—5; -2+ 33 — 2@'}.

Exercice 2

ila+ib) =1  (ai—1-=b)(a+i(1-0)
, a—l—z’b—zz' _2(a—|—z'(b—1))(a—i(b—1))_
—atabraz Zgiz(g)a_—;)gl —b)(=1-b)) = _2aa—;_i(6(bb i_ 11))2_ 1). Cette image est réelle si
a’? +b? —1=0, c’est-a-dire si z € U (pour une fois, méme pas besoin de simplifier 1’équation
du cercle. Pour les plus rigoureux, il faut supprimer de ce cercle le point d’affixe ¢ pour lequel
f n’est pas définie.

1. Posons donc z = a + ib et calculons f(z) =

2. En reprenant le calcule précédent, f(z) € iR si a = 0, donc si z est imaginaire pur (et différent
de 7).

3. La il vaut mieux ne pas reprendre le calcul précédent. On a |f(z)| = 1si |iz — 1] = |z — i soit
(en repassant a la forme algébrique), si a?+(—1—b)? = a®?+(1—b)?, donc si a® + b2 +2b+1 =
a’® + 1+ b? — 2b, ce qui équivaut facilement & b = 0. Autrement dit, z doit étre réel.



4. Vu les ensembles obtenus, ca n’a franchement aucun intérét, ca sent clairement 1’exo ou le
) b
prof a mis une équation au pif pour la fonction f sans se rendre compte que ¢a donnait des
solutions triviales :

Exercice 3
1

1. C’est évident : upt1 — Uy = > 0.
n+1
2n 1 n 1 2n
2. Calculons ug, —uy, = —— — = —. Cette somme est constituée de n termes, dont
= = =n

1
le plus petit vaut on (les termes de la somme sont de plus en plus petits), elle est donc minorée

. 1 . : :
par n X — = ce qui prouve que ug, — Uy > 7 Or, si la suite (u,) convergeait vers une

on 2
limite finie [, on aurai certainement lim wo, = lim wu, =0, donc lim wus, —u, = 0. C’est
n—-4o0o n—-4o0o n—-4o0o

évidemment incompatible avec le fait que cette suite est minorée par 7 La suite (u,) étant
croissante mais ne convergeant pas, elle ne peut pas étre majorée, et diverge nécessairement
vers +00.

3. (a) Un calcul classique, posons f(z) =  —In(1 + z), la fonction f est définie et dérivable sur

x
-1 de dérivée f'(x) =1 — =
| = 1,+00], de dérivée f'(x) 57— 1+2
sur | — 1, 0] et croissante sur [0, +o0[, et admet en particulier pour minimum f(0) = 0. La

fonction f est donc toujours positive, ce qui prouve exactement 'inégalité souhaitée.

. La fonction f est donc décroissante

1 1 2
(b) En appliquant I'inégalité précédente a x = T on trouve In (1 + . 1> =In <Z i 1> <

T Pour obtenir I'inégalité de droite avec la méme inégalité, il faut se battre un peu
n

1 1
plus : constatons que In ntl = —1In n =—In(1- . On peut appli-
n n+1 n+1




1 1
] pour trouver In | 1 — <

quer l'inégalité de la question précédente & ©x = —
n+ n+1

1
by il suffit de changer les signes (ce qui retourne évidemment 'inégalité) pour trouver
n

I'inégalité de droite de I’encadrement demandé.

On va utiliser la méthode classique pour la monotonie : vy, 11— vy = Up+1 —In(n+2) —u, +

1 2
In(n+1) = i In (Z i 1> > 0 d’aprés la question précédente, donc la suite (v,,) est
. . 1 n+1
croissante. Au contraire, Wy, +1—wy, = Up+1—In(n+1)—u,+In(n) = 1 —In <
n n

1
0, donc (wy,) est décroissante. De plus, w, —v, = u,—In(n)—v,+In(n+1) = In <n i ) =
n

1
In <1 + —), donc lim w, — v, = 0. Les deux suites sont alors adjacentes, et convergent
n n—-+4oo

donc vers une méme limite.

k

k+1)(2k +1

C’est du cours : Ziz - k(k+ )6( +1)
i=1

la question suivante devrait quand méme rafraichir la mémoire).

1
On cherche donc trois réels a, b et ¢ tels que Rk k1) = % + k‘—li)—l + 2]{76—1_1.

En multipliant le tout par k et en évaluant pour k£ = 0, on obtient ¢ = 1. De méme, en

1

multipliant par k 4+ 1 et en posant £ = —1, on trouve b = ————— = 1, et enfin

(=1) x (1)

en multipliant par 2k + 1 puis en posant k£ = 5 on conclut que ¢ =

(et si par malheur on avait oublié, I’énoncé de

1 1 1 4
FEADEEFD  E R4l 2k+1
On peut trés bien effectuer un calcul direct & base de séparation des termes pairs/impairs
dans u,, mais pour nous amuser un peu, ¢a fonctionne aussi trés bien par récurrence.

Autrement dit,

1
Initialisons pour n = 1 (¢a marche aussi trivialement pour n = 0) : ug — e 1+ 3=
3 1 11 !
373" 1+ 3= 3 ce qui correspond bien & la somme Z ST . Supposons la formule
vraie au rang n, et tentons de calculer le membre de dr01te lorsqu’on passe a n + 1 :
1 1 1 1 1

Uty = gt — L grmg = b oo o el o) T s T
Uy — —Up — = ar othése de récurrence

2n T gt 2+l 243 2%+l 2t T ’

n+1 1
id bi .

ce qui donne bien T

pour tout entier n > 1.

En exploitant les question a et b, on peut écrire z, = Z A 1) 2F 1) Z .

n n

6 24 .
— = E . Aux numérateurs prés, la premiére somme est égale & u,, la

k:1k+1 :12/<:+1

1
deuxiéme & up41 — 1 = uy + e i 1 (le décalage d’indice a fait disparaitre le pre-
n
mier terme), et la troisiéme est celle pour laquelle on vient d’obtenir une sublime formule,

1 1
donc z, = 6u, +6(u, + —— — 1) —24 | w9, — —up — 1 + = 24u,, — 24us,, +
n+1 2

2n+1



6 24
n+1l 2n+1
Il s’agit de remplacer les u, par des w,, ce qui est trés simple puisque par définition

+ 18.

6 24
Uy, = wp+In(n). On obtient z, = 24wn—21—424 In(n)—24wq, —24 ln(2n)+n—+1— Y 1—i—18 =
24w, — 24ws, — 241n(2) + e s T | + 18 en simplifiant les In.
(f) La suite (wy,) convergeant vers une limite finie (qu’on ne connait pas mais peu importe),
24
on aura limw, — ws, = 0. De plus, nETooni T " 1 = 0. La formule précédente
prouve alors que la suite (z,) converge et que lig_l zp, = 18 — 241n(2) (superbe!).
n——+00
Probléme
P , 124+0* 1
1. Par définition, on aura dans ce cas ug = 1 et u; = 0. On calcule ensuite uy = 5 =3
0?+3 1 Ttm 17
buis 43 2 g & 2 128
2. (a) Si (uy,) est une suite constante égale a k, alors on doit avoir w2 = 41 = u, = k (quelle
k? + k2

(b)

que soit la valeur de n), donc k = = k2, soit k =0ouk = 1.1l y a donc deux

suites constantes dans '’ensemble S.

Supposons donc que, pour un certain entier n, on ait u, = up+1 = 1. Une récurrence

double triviale permet de prouver que Vp > n, u, = 1 (c’est vrai aux rangs n et n + 1

141 .. .
par hypothése, et u, = upr1 =1 = up—9 = — = 1), mais il faut aussi prouver que les
termes précédant u, sont aussi égaux a 1. On peut pour cela faire une récurrence double
descendante en initialisant & wu, et u,41, et en prouvant que u, = upp1 =1 = up_1 = 1.
2 2
. Uy 1+ Uy,
En effet, on sait que up41 = ———

, donc u;_l = 2Up41 —ul% = 2—1 =1 par hypothése
de récurrence. Comme tous les termes de la suite sont positifs (c’est une récurrence double
triviale si on tient a étre extrémement rigoureux), on en déduit que up,—1 = 1, et la
récurrence dscendante permet de prouver que tous les termes restants de la suite sont

nuls.

Supposons donc qu’un certain terme u,+9 (puisqu’il ne s’agit pas d'un des deux premiers)

2 2
un—i—l + Unp

soit nul. Comme w49 = , on aura nécessairement u, = u,+1 = 0. On conclut

alors comme a la question précédente que la suite est nulle (c’est méme un peu plus simple
car pour le coté descendant on peut se contenter d’une récurrence simple au lieu de faire
une récurrence double).

3. Si la suite (u,) a pour limite [, alors ngrfwu% = nli)riloouiﬂ =12, et nEToou"+2 = 1[. Un
e , ) P+,
passage a la limite dans la relation de récurrence donne alors | = ——— =1, donc [ = 0 ou
l=1.
. 9 _ 19 a’ + b?
4. (a) Supposons donc que a < b, alors a et b étant positifs on aura a® < b*, et donc <

(b)

2 2 2 2
b ;—b = 2. Comme on a supposé également que b < @’ +b
ce qui ne peut se produire que si b > 1, ou si b = 0. Dans ce dernier cas, ’encadrement
0 < a < b implique alors que a est également nul.

Cette fois-ci, on peut écrire que a® + b?> — 2a < 0, donc (a — 1)? +b% — 1 < 0. Comme
(a — 1)? est évidemment positif, on doit nécessairement avoir b> — 1 < 0, donc b? < 1, ce
qui implique b < 1.

, on en déduit que b < b2,



L9

§(un+2 +
u? 5 — u?

uflﬂ —u? — U%H) =2 " Or u%+2 —u? est du méme signe que uy, 1o — u, (tout étant

positif). Les deux différences sont donc toujours de méme signe.

5. En utilisant la relation de récurrence définissant la suite, on calcule u,13 — upyo =

6. (a) Cela découle de fagon évidente de la question précédente : puisque w42 — uy, > 0, alors
Up+3 — Unt2 > 0, ce qui suffit & prouver ce qui est demandé.

(b) La croissance a partir du rang n (précision oubliée dans I’énoncé) se prouve par récurrence
double. On sait qu'au rang n + 1, on a up11 < Upyo et au rang n + 2, upyo < Upts.
Supposons désormais que pour un certain rang p > n+ 1, on a up, < Upr1 < Upgo
(hypothése de récurrence double), alors la question a permet d’affirmer que u,41 < upto <
Up43, ce qui achéve la récurrence. La suite n’est également strictement croissante qu’a
partir d’un certain rang, ici le rang n + 3. Supposons en effet que pour un certain entier
p > n+ 3, on ait u, = up+1. La question 5 permet alors d’affirmer que w, = wu,_o.
Mais comme p — 2 > n + 1, et que la suite est croissante a partir du rang n + 1, on a
nécessairement uy_2 = Up—1 = U, = Up41. La suite comporte donc (au moins) trois termes
consécutifs égaux, et on montre facilement a partir de cela que la suite est constante (c’est
exactement le méme calcul qu’a la question 2.b), cas qui aurait du étre exclu par I’énoncé.

(c) On utilise le calcul de la question 4.a en posant a = uy41 et b = up49. On a alors
a? +b? a2 +b? - :
Un+3 = —5— et par hypothése a < b < — Si on élimine le cas de la suite nulle,
cette question assure que b > 1, s0it un10 > 1.

(d) La suite étant strictement croissante a partir du rang n + 3 (et méme n + 1) et vérifiant
Upt3 > Unto > 1, elle ne peut converger que vers une limite strictement supérieure a 1 si
elle converge. Or, on a vu que les seules limites finies possibles pour (u,) étaient 0 et 1.
Elle ne converge donc pas, et étant croissante, elle diverge nécessairement vers +oo.

7. Ce sont exactement les mémes étapes : on prouve d’abord que up13 < Upto < Upyp en
utilisant la question 5. Ensuite, on prouve par récurrence double que la suite est décroissante
a partir du rang n+ 1 (exactement la méme récurrence que ci-dessus en changeant le sens des
inégalités), puis que la suite est strictement décroissante & partir du rang n—H’; (enc20re une fois,
c’est pareil). Enfin, on applique la question 4.b avec a = uy42, b = up41 et % = Up+3, €t
on en déduit que u,y1 < 1, et donc uy,13 < 1. La suite étant ensuite strictement décroissante
et minorée par 0, elle converge nécessairement, et sa limite est nulle puisqu’elle ne peut pas
étre égale a 1.

8. On calcule les premiers termes de chaque suite jusqu’a obtenir un terme plus grand (ou plus
petit) que chacun des deux qui le précédent, pour pouvoir appli(lquer la question 6 (gél la 17) :

° siuo:\/ietul:O,alorsuzzgzl,puisu;>,:—,U4: 1 t1 :§etu5:L+Z:
41 2 2 2 8 2

128" Comme us < uy et us < ug, la suite converge vers 0 (question 7).
e siug=2etu =0, alors ug = 2, puis ug = 2, ce qui suffit a assurer que (u, ) diverge vers

+0o puisque ug est a la fois supérieur ou égal & uy et & u; (question 6).

9. (a) Supposons donc, par 'absurde, que u; = up. On peut alors distinguer trois cas suivant la
valeur de us :
e si up = uy, alors la suite (u,) sera constante, ce qui est exclu par 1’énoncé.
e si u; < ug, alors la question 6 assure que la suite va diverger vers +oo, ce qui est
également exclu.
e si u; > ug, alors la question 7 assure que la suite va converger vers 0, ce qui est aussi
exclu.
On ne peut donc pas avoir u; = ug avec les hypothéses faites sur la suite.

(b) C’est a peu prés la méme chose que pour la question précédente, on va exclure les autres
possibilités :



10.

11.

i. sl Upyo = uUpy1, selon que u,ig est égal & u,qo, strictement supérieur & wu,492 ou
strictement inférieur & wu,49, la suite va respectivement étre constante, diverger vers
~+00 ou converger vers 0, ce qui n’est pas possible, donc uy,+9 # Up+1-

ii. si Up42 < Unt1, alors on ne peut pas avoir uny+2 < uy, sinon la suite convergerait vers
0, donc uy < Upto < Upti-

iii. si Upy1 < Upyo, alors on ne peut pas avoir u, < unpto sinon la suite divergerait vers
400, donc unpt+1 < Upya < Up.

(¢) On peut effectuer une récurrence en appliquant la question précédente pour prouver que,
pour tout entier m, on va avoir ug, < Uopta < Ugp+1 €t Uopto < Uopys < Ugpt1. Au
rang 0, encadrement ug < us < u; découle de la question précédente, puis 'inégalité
ug < up implique (toujours en utilisant la question précédente) que ug < ug < uj. Suppo-
sons maintenant les inégalités vraies au rang n, on part alors de uon1o < uoyy3 pour en
déduire que ug, 42 < Ugpta < Uzp+3 puis (en gardant I'inégalité de droite de I’encadrement
précédent) que ugp g < Uzpt+s < Uzn+3, ce qui prouve les deux encadrement souhaités au
rang n+ 1. On a en particulier prouvé qu’on avait toujours us, < uopi2 €t Uon1s < Uopy1,
donc la suite (ug,) est strictement croissante, et la suite (ug,4+1) strictement décroissante.
Comme on a toujours ug, < ugn+1 < u1, la suite (ug,) converge vers une limite finie .
De méme, ugy+1 > ug, > ugp donc la suite (ug,41) est minorée et converge vers une limite

3, + U3,

5 , on trouve la relation

finie I’. En passant a la limite dans la relation ug, 1o =

2, 12 P 2
P+ Udpy1 T Udy i

2

l

. De méme, en passant a la limite la relation uo,y3 =
2+ 12

, on aura

l/
peut en déduire que la suite (u,) converge vers cette méme limite. Cette limite ne peut
pas étre nulle puisque la suite est minorée par ug > 0, elle est donc nécessairement égale
al.

(d) On aen effet prouvé que, quelles que soient les valeurs initiales, la suite (u,, ) allait converger
vers 0, converger vers 1, ou diverger vers +00, ce qui est exactement ce qui est demandé
dans cette question.

, donc " = [. Les deux sous-suites (ug,) et (ug,+1) ayant la méme limite, on

z? + y? .
— donc l'ensemble Cy est constitué des couples (x,y) de réels

positifs vérifiant 22 4+ = 2. On reconnait ici 'équation du cercle de centre O et de rayon v/2,
mais la condition (z,y) € (RT)? restreint I'ensemble C & un quart de cercle (le graphique est
fait un peu plus loin).

Par définition, us(x,y) =

2 2
(x -gy )2+y2

Cette fois-ci, il faut calculer ug(z,y) = . On aura donc us(z,y) = 1 si (22 +

y?)2 +49? = 8, soit 22 = /8 — 4y2 —y? (avec la condition y < /2 pour que la racine carrée ait

un sens), ou encore & = {/ /8 — 4y? — y2. On pose donc h(y) = 1/+/8 — 4y? — y?, la fonction

h est définie si \/8 — 4y2 > y?, soit 8 —4y? > y* (tout est positif), ou encore y* +4y? —8 < 0.
En posant Y = g2, le trinéme Y2 +4Y —8 admet pour discriminant A = 16+32 = 48 = (4\/3),

—4 —4v/3 —4+4v3
et pour racines Y] = % <0et Yy = +7\/7
définie sur lintervalle [0,1/2v/3 — 2] (puisque y? doit étre compris entre Y; et Y3). Elle est
dérivable sur cet intervalle sauf en 1/2+v/3 — 2 (ol sa courbe admettra une tangente verticale),
et strictement décroissante sur son domaine de définition (c’est évident méme sans expliciter la

dérivée, puisque y — /8 — 4y? et y — —y? sont toutes les deux décroissantes sur ce segment,

= 2¢/3 — 2. La fonction h est alors

et qu'on compose par la racine carrée qui est croissante). On peut calculer h(0) = 2V/2, et
bien str h(v/2v/3 — 2) = 0. Les plus courageux constateront qu’il y a une tangente horizontale
en 0. L’ensemble C3 est obtenu en prenant la courbe représentative de la fonction h et en la
symétrisant par rapport a la droite d’équation y = x, puisque h exprime z en fonction de y.



12. Si un point (x,y) appartient a la fois & Cy et & Cs, la suite (u,) correspondant aura deux
termes consécutifs égaux a 1, elle est donc nécessairement constante égale & 1. Autrement
dit, le point de coordonnées (1,1) est le seul a appartenir aux deux ensembles. La courbe Cs
est donc en-dessous du quart de cercle Cy sur Uintervalle [0, 1] (puisqu’elle coupe 'axe des

ordonnées en v/2v3 — 2 < \/ﬁ) et au-dessus ensuite. Une allure des deux ensembles :

0 t t
0 1 2

13. Tout point (x,y) qui se trouve & la fois & l'intérieur (strictement) de Cs et a l'intérieur de
C5 vérifie ug < 1 et ug < 1 (les inégalités auraient du étre strictes dans I’énoncé), donc
appartient a I’ensemble Ej puisque la suite va alors converger vers 0. De méme, tout point
strictement & l'extérieur de Cs et de C3 appartiendra nécessairement a F.,. Ce magnifique
probléme était un extrait (seulement!) d’un vieux probléme de concours PT (Centrale 1989),
ol on se proposait ensuite de faire beaucoup mieux, en prouvant que toute demi-droite issue
de I'origine dans (R*)? contenait exactement un point (z,y) appartenant a Ey, tous les points
de la demi-droite étant situés du coté de ce point contenant 1’origine appartenant a Fy et tous
les autres a Eo,. Autrement dit, il existe une courbe traversant le quart de plan depuis I'axe
des ordonnées jusqu’a ’axe des abscisses et correspondant & I’ensemble E7. Les points situés
en-dessous de cette courbe sont dans Ej, ceux situés a I'extérieur sont dans F,. Cette courbe
se situe quelque part entre les courbes Cs et Cs.



