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Exercice 1 (*%*)

e Soit donc un réel M > 0 (si M < 0, il suffit de prendre ny = 2 pour que la définition de la
limite soit vérifiée). On aura n? —2n > M dés que (ce n’est pas une équivalence) n —2 > /M
(puisqu’alors n > v/ M, et n? = n(n—2) > M). Il suffit donc de prendre ng = Ent(2++vM)+1

pour satisfaire la définition de la limite infinie.

1 1
T3 <esi2n+3 > - soit n > % "3 il suffit donc de prendre un ng

strictement supérieur a cette quantité (je vous épargne le coup de la partie entiére augmentée
d’un) pour satisfaire a la définition de la limite nulle.
2n — 1 -3
e Soit € > 0, on calcule —2= . On aura donc
n+1 n+1

e Soit € > 0,

n—1
n—+1

< g, soit
n+1 ’

—2‘<ssi

3 . .
n > — — 1, ce qui donne facilement une valeur de ny convenable.
€

e Soit M > 0 (si M < 0, encore une fois, ce n’est pas trop dur de rendre v/n + 3 plus grand que
M). On aura v/n + 3 > M dés que n > M?—3. Il suffit donc de prendre ng = Ent(M?—3)+1.

Exercice 2 (**)

1. Vrai, elle est minorée par le plus petit des termes précédant le rang a partir duquel elle est
croissante (c’est-a-dire que si, par exemple, (u,) est croissante a partir du rang 1000, la suite
sera minorée par le plus petit des termes parmi wug, u1, ..., 41 ggo; en effet, tous les termes
suivants seront de toute fagon plus grands que wuj goo)-

(="

2. Faux, par exemple u,, = converge vers 0 mais u,+1 —u, change de signe en permanence.

3. C’est également faux, on peut par exemple prendre u, = n? si n est pair, et u, = (n — 1) — 1

si n est impair. La suite n’est pas croissante & partir d’'un certain rang puisque chaque terme
d’indice impair est plus petit que le terme d’indice pair qui le précéde, et pourtant elle diverge
vers +00.

4. C’est tout a fait faux, par exemple la suite utilisée dans la question précédente a des valeurs
toujours plus grandes que n — 2 (je vous laisse le vérifier) qui est une suite croissante.

5. Faux, par exemple (—1)" ne converge pas alors que sa valeur absolue est constante égale a 1
(et donc convergente).

6. Vrai, dire que |u, — 0] < € est la méme chose que |u,| —0 < .

Exercice 3 (* a **)

3n 2" 3\" 1\"
e On peut écrireu, = ———= -] — | = | .La suite est donc une différence de deux suites
géométriques dont les raisons sont comprises entre —1 et 1. Ces deux suites convergent donc

vers 0, et lim wu, = 0.
n—-+o0o



n

e On peut développer : u, = 2e™" —ne™". On sait que lim e~ = 0, donc le premier terme de

n—-+o0o
s N L. n ,
la différence tend vers 0. Le deuxiéme peut s’écrire sous la forme —, c’est un cas d’école de
e

croissance comparée, il tend également vers 0. Conclusion : lim w, = 0.
n—-+o0o

e Pour un quotient de polynéme, vous étes autorisés a utiliser la régle du quotient des termes de
n2—3n+2 . n? 1

lus haut degré : lim ——— = lim — = —.
b S S ¥oo2n £ bn — 34 ntoo2n? | 2
e Utilisation de la quantité conjuguée trés conseillée pour ce calcul :
(Vn2—1-n)(vn2—1+n) n?—-1-n? -1
U f— = = .
" vn2—14n vni—1+4+n vn?2—-1+n
Le dénominateur de cette fraction ayant clairement pour limite +oo, lir+n Uy = 0.
n—-+0o0o
I'x 1) x 2
e La principale difficulté est la manipulation des factorielles : u, = ntx(ntl)x(n+2) =
(n?2+41) x n!

1 2 24+ 3n+2
(n+Dn+2) _ntent . Reste a utiliser la régle des termes de plus haut degré pour

n2+1 n2+1
obtenir lim wu, = 1.
n—+00
-1
e [l faut simplement faire les choses méthodiquement. D’un c6té, lim — = 0, donc lim e~ =
n—-+oo 2N n—-+o0o
n
e) = 1; de lautre coté, en utilisant la régle des termes de plus haut degré, lim =
n—+oon + 2
n

lim — =1, donc lim In ( ) = In(1) = 0. Il ne reste plus qu’a additionner les deux
n—+oon n—+4o00 n -+ 2
termes pour obtenir lim wu, = 1.

n——+0o0
e On peut factoriser si on le souhaite numérateur et dénominateur par n, mais le plus simple

reste sirement d’encadrer le quotient en utilisant que —1 < sin(n) < 1 et —1 < cos(n) < 1.
. o n— n+1 .

On obtient ainsi, Vn > 2, —— < up, < ——, s0it 1 — —— < u, <1+

n+1 n—1 n+1 n—

membres extrémes de I’encadrement ayant la méme limite 1, le théoréme des gendarmes permet

d’affirmer que lim wu, = 1.
n—+oo

. Les deux

e2n —e 2n en
e Revenons & la définition du sinus hyperbolique : u, = — (e"—e™ ™) =e" <2 — 1) —
ef2n

+ e~". Une simple application des régles de calcul sur les sommes et produits de limite

permet alors d’obtenir lim wu, = +oo.

n—-+0o
e Pour celle-ci, difficile de s’en sortir sans équivalents, ou du moins sans une utilisation subtile des
2
o : w : . In(1+75) —In(1)

taux d’accroissement : comme lim 1+ — =1, on peut dire que lim 3 =

n——4o00 n n—r—4oo 1 + %

w2 2 2
In'(1) = 1, soit lim n?ln {1+ — | = 72 Or, ny/In(1+ — ) = {/n?In {1+ — |, donc
n—+o0o n2 n2 n2

. , e . (C )
tout ce qui se trouve dans I'arctangente définissant u,, a pour limite — = —, et lim u, =
4 4 n—-+00

t (”) 1
arctan { — = 1.
1

Exercice 4 (**)

b ¢
Les deux conditions peuvent se traduire de la fagon suivante : — = 5= q,et 2b—a =3c—2b=q.
a
La premiére relation revient a dire que b = aq et ¢ = bq = ag?, d’ott en remplacant dans la deuxiéme
donne 2aq — a = 3aq® — 2aq(= q), d’ott 3aq® — 4aq + a = 0, soit en factorisant par a qui est supposé
non nul 3¢> — 4q + 1 = 0. Cette équation du second degré a pour discriminant A = 16 — 12 = 4, et



. 442 4-2 1 . ..
admet deux racines réelles q; = & - 1, et g0 = o "3 Si g = 1, la condition 2aq — a = q
1
donnea=1,puisb=ag=1letc=bg=1;etsiqg= 3 on obtient ga—a: i,soita:—i,puis
1 1 1
b= —-a= —3 et ¢ = gb =5 Les deux seules possibilités sont donc d’avoira =b=c=¢qg =1
(auquel cas les trois termes consécutifs de la suite géométrique sont 1, 1 et 1, et les trois termes
L . . " 1 3 1 1
consécutifs de la suite arithmétique sont 1, 2 et 3); ou ¢ = 3 donc a = —5 b= —5 et c = ~5
1
(auquel cas les trois termes consécutifs de la suite géométrique sont 3 T3 et ~5 et les trois
3 1
termes consécutifs de la suite arithmétique sont 5 —1let —5)

Exercice 5 (*)

1. La suite (uy,) est arithmético-géométrique, d’équation de point fixe x = 4 — 6, ce qui donne
x = 2. On pose donc v, = u, — 2, et on vérifie que la suite auxiliaire est géométrique :
Uptl = Upt1 — 2 = 4duy, — 6 — 2 = 4u,, — 8 = 4(u,, — 2). La suite (v,,) est donc géométrique de
raison 4, et de premier terme vg = ug—2 = —1. On a donc v, = —4", puis u, = v, +2 = 2—4".

2. La suite est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique 2% — 3z +2 = 0, qui a pour

3+1 —
discriminant A = 9 — 8 = 1, et admet deux racines réelles r = % =2ets= 5 = 1

La suite (u,) a donc un terme général de la forme u,, = a2™ + 3, avec, en utilisant les valeurs
initiales, ug = o+ = 0 et u; = 2a + 8 = 1. En soustrayant les deux équations on obtient
a=1,puis f = —a= -1, donc u, =2" — 1.

3. La suite est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique 2 — 6z +9 = 0, qui a
pour discriminant A = 36 — 36 = 0, et admet une racine double r = 3= 3. La suite (uy)
a donc un terme général de la forme u, = (o + fn)3", avec, en utilisant les valeurs initiales,

ug = a x 3% =0ect u; = (a4 B) x 3! = 1. La premiére équation donne o = 0, puis la deuxiéme

1 1
donne 3 = 3 d’olt uy, = §n3" =n3""! (formule valable seulement si n > 1).

1 1
4. La suite est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique z? — 5:0 -5 = 0, qui a
1 143
pour discriminant A = 1 +2= 1 et admet donc pour racines | = 2 5 2 — 1 (qui était aussi
1_3 1 n
une racine évidente), et 7y = 2 5 2 — —5 On peut donc écrire up, = a+ <—2) . Avec les
2
conditions initiales données, up = a+ f=1et u; = a — 55 = 2, donc 55 = —1, soit 8 = —3
uisa—5 On conclut que u —5+ !
prs @ =73 dUe tn = 3 3Ty
U +u
Autre méthode, posons donc v, = Up4+1 — Uy, alors V41 = Upto — Upy1 = % —Upy1 =
Up — U 1 1
%"H = —ivn. La suite (v,) est donc géométrique de raison —3 et de premier terme
1 1\"
vg = u1 —ug = 1, donc v,, = < 2) On en déduit que tp41 = up + <—2> pour tout entier
n—1
n. On peut alors écrire u, = ug + Z <—> (si ¢a ne vous semble pas clair, faites une belle
k=0
1— (=3 2 \" 5 1
récurrence), donc u, = 1 + — 2 14 (14 (-= = -+ ————. On retrouve
) " 1+14 3 2 3 3(—2)n!

bien siir la méme expression.



5. La suite est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique 322 — 4z + 1 = 0, dont

le discriminant vaut A = 16 — 12 = 4, et qui admet donc deux racines r = 46%2 =1, et
s = % = % On en déduit la forme générale de la suite : u, = a + ﬁn En utilisant les
valeurs des deux premiers termes, on aug=a+ 8 =2¢et u; = a + % 8= 1—30 En soustrayant
les deux équations, on obtient %ﬁ =2— ? =3 soit = —2, puis @ = 4. On a finalement
Up =4 — 3%

6. Considérons d’abord la suite (v,) pour laquelle vg = 1, v; = 11, v = 111 etc. Une fagon de la
décrire est de dire que vg = 1 et que Vn € N, v,41 = 10v, + 1 (en effet, quand on multiplie
par 10, on ajoute un 0 a la fin, et en ajoutant 1 on le transforme en 1). Autrement dit, la
suite (vy,) est arithmético-géométrique. Son équation de point fixe z = 10x + 1 a pour solution

T = e On pose donc wy, = v, + 9’ la suite (w,) devrait étre géométrique, ce qu’on vérifie

1 1 1
sans peine : Wyp4+1 = Upt1 + 9= 10v, + 1+ 9= 10 (vn + 9> = 10w,. La suite (w,,) est donc

. . . 1 10 ) 107+
géométrique de raison 10 et de premier terme wg = vg + 9= 79" Autrement dit, w,, = 5
1 1omtt -1 . e .
et v, = w, — 9 = —5 Reste a calculer u,, c’est-a-dire & calculer les sommes partielles
n—1 n—1
1 10 1-10" n-1 1W0"-1 n-1
de la suit Pup = vp= » 10MT -1 =2 x - = -~ :
¢ la suite (vn) : 2. " g 2 9 " 1-10 9 81 9

7. Séparons donc parties réelle et imaginaire en posant z, = a, +ib,. On peut alors écrire ag = 0,

1
bo = 2, et pour tout entier n, apy1 +tbpyr1 = §(2an + 2iby, — ap +iby) = §a" +ib,,. Autrement

1
dit, any1 = §a” et bp+1 = by. La suite (b,) est donc constante égale a 2, et la suite (ay)

1
géométrique de raison — et de premier terme 0. Ah ben en fait on a donc toujours z, = 2i

(c’était bien la peine de se fatiguer).

Exercice 6 (**)

Notons donc v, = up, +an?+bn+c, alors v,11 = Upr1+a(n+1)?+b(n+1)+c = 2u, +2n> —n+
an®+2an+a+bn+b+c = 2u, + (a+2)n*+ (2a+b—1)n+a+b-+c. Pour que (vy,) soit géométrique,
on doit avoir v,41 = qu, = qu, + agn® + bgn + cq. 11 est nécessaire d’avoir ¢ = 2, et en identifiant
ensuite les coefficients des deux formules obtenues, on a a4+ 2 = 2a, 2a+b—1=2bet a+ b+ c = 2c,
ce qui donne successivement a = 2, puis b = 2a — 1 = 3, et enfin ¢ = a + b = 5. Avec ces valeurs, la
suite (vy,) est géométrique de raison 2 et de premier terme vy = up + a x 02 +bx0+c=24+5=7.
Conclusion de ces calculs : v, = 7 x 27, puis u, = v, —an® —bn —c =7 x 2" — 2n% — 3n — 5.

Exercice 7 (**)

1. La suite (uy) est une suite récurrente. Nous n’avons malheureusement pas encore vu en classe
comment traiter ce genre de suite de facon systématique, on va donc s’en sortir avec les moyens

. . 1 a a 1
du bord. Cherchons & déterminer sa monotonie : Uy 11— Up = —Up + —— —Up = —— — —Up =
2 2un, 2u, 2
2
a—u a—u a+u ..
5 n— (Va 2)(\[ n) . Une récurrence triviale permet de prouver que tous les termes
Un, U,

de la suite sont positifs : ¢’est vrai pour ug par hypothése, et si u,, > 0, a étant lui-méme positif,
un+1 le sera également. Le facteur y/a + u,, est donc aussi positif, et le signe de u,1 — up,



ne dépend que de la position de u, par rapport a y/a. Posons donc pour nous aider f(z) =

1
3% + 21 (de fagon & avoir f(u,) = un41). La fonction f est dérivable sur R*, de dérivée
x
1 2 —
f(x) = 5 % = %. Cette dérivée s’annule en /a, la fonction f y admet un minimum
x x
de valeur f(y/a) = \éfz + % = y/a. On en déduit que, Vo > 0, f(x) < v/a. En particulier,
a

Vn € N, upt1 = f(un) < V/a, et uyq1 — uy, est donc nécessairement négatif a partir du rang 1
(pour n = 0, cela dépend de la valeur choisie). La suite est donc décroissante & partir du rang

1. Etant minorée par 0, elle converge nécessairement vers un réel [. Revenons a la relation de

. déterminer [ : i et lim 2u,+ -2 = 21+ 2 4 doit
recurrence our determiner : 1m u =1, e 1m —-u _— = = -, Oonc on doil
p n—+o00 ntl n—+o002 " 2Uy, 2 21

Il a
avoir [ = 3 + 3 (notons au passage que [ ne peut pas étre nulle, sinon wu,1 ne converge plus),

soit 21? = I2 4 a, donc | = \/a (impossible que la limite soit négative). Conclusion : la suite
(un) converge vers \/a.

1 _a 2 2
Unp1 —Va _ gint g —vVa  uwl+a—2yau,  (u, —a)?
Uns1 tVa  Jun+ 5= —Va o uptat+2Vau,  (un +Va)?
v2. On peut alors prouver par récurrence que v, = vé2n). En effet, c’est trivialement vrai pour
(@")y2 _ , (2x27) _ (2"

2. Calculons donc vy,41 =

n = 0, et si on le suppose au rang n, alors v, 1 = v2 = (vy ) =1y = v, , la propriété
est donc vrai au rang n + 1 et la récurrence fonctionne.

3. D’aprés la question précédente, u, — v/a = v3 (up + /a) (méme pas besoin de majoration,

on a la valeur exacte). Pour a = 2, et par exemple ug = 1 (sans valeur de wug, 'application
2n

V2 -1

1+v2

dans la puissance pour prendre la valeur absolue). Il suffit donc de prendre un n pour lequel

numeérique est impossible), on a u, — v/2 < x (1 4+ +/2) (on a changé le signe

v2+1

coup de In si on veut étre trés précis). Il suffit donc de prendre le terme d’indice huit de la
suite pour avoir une valeur approchée de la limite correcte a 107190 pres !

2-1
2" In <\[ ) > —1001In(10) — In(1 + v/2), ce qui donne 2" > 132, soit n > 8 (encore un

Exercice 8 (***)

1. Commengons donc par prouver la croissance de f sur R%. On a f(z) = xzn rha_ zIn(z +
x
1 — 1
a) —zlnz, donc f'(x) = In(z + a) + o Inz—1, et f'(z) = T a + x(;_—ic-la)f =

2 2
T _ _
(z+a)+az 2(3: +a) = a 5 < 0. La fonction f' est donc strictement décroissante
z(r + a) z(z +a)
a x
sur R*. Or, f/(z) =1In (14 —) + Tra 1 a pour limite 0 en 400 (en effet, ce qui se trouve
x T +a

dans le In a pour limite 1 donc le terme avec le In tend vers 0; et en conservant les termes de

plus haut degré, lim
z—+oox + a

de calculer la limite de f’ en 0, on peut déja conclure que f’ est toujours positive, ce dont on
déduit que f est bien croissante.

= 1). Il est inutile ici (méme si ce n’est pas spécialement difficile)

a
I1 faut maintenant faire le lien avec la suite (u,) en remarquant que In(u,) = nln (1 +—) =
n
f(n). La fonction f étant croissante, on aura certainement, pour tout entier n, f(n) < f(n+1),
c’est-a-dire In(u,) < In(u,41). Un petit passage a I'exponentielle donne alors u, < uny1, ce
qui prouve que la suite (u,) est croissante.

2. Le plus simple est de démontrer séparément chacune des deux inégalités en faisant tout passer
d’un seul co6té et en faisant des études de fonctions. Posons ainsi g(¢) = t—In(1+t¢). La fonction



g est définie sur Ry (elle est méme définie entre —1 et 0, mais pour ce qu’on nous demande,
1 t

14t 1+t
croissante, et comme ¢(0) = 0, elle est toujours positive, ce qui prouve que ¢ — In(1 + ¢) sur

Ry, soit In(1 +¢) < t.

pas la peine de s’y intéresser), de dérivée ¢'(t) = 1 > 0. La fonction g est donc

A t 1 14+t—1t
De méme, on pose h(t) = In(1 +t) — T+ 1+t (1+1)?2 -
1+t—1 ¢

A+~ A1i2 > 0. Cette fonction est donc également croissante, et vérifie aussi h(0) = 0,
d’otu sa positivité sur Ry et 'encadrement souhaité.

, fonction dont la dérivée vaut

a a
3. On a vu que Inu, = nln (1 + —), donc en posant ¢ = — et en appliquant ’encadrement
n

n
a a

: - n a a . 5 a
de la question précédente, [ <Knln(l+ - < —, soit Mo < glnun < . ou encore

n

n

a 1 a N R T : )
n < —Inwu, < —. Il ne reste plus qu’a tout multiplier par n pour obtenir I’encadrement
a+n n n
demandé.
na
4. Comme lim = a (on garde les termes de plus haut degré, a étant toujours une

n—+oon + a
constante), le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que la suite In(u,) converge vers

a. La suite (u,) a donc pour limite e?.

n
5. Pour a = 1, on obtient le résultat classique suivant : lim (1 + > =e.
n—-+4oo n

Exercice 9 (**)

1. En effet, apy1 = upy1 + vnt1 = 3up + vy + 1 4+ 2 — 2uy, = up + vy + 3 = ap, + 3. La suite est
bien arithmétique de raison 3 et de premier terme ag = 2, donc a,, = 2 + 3n.

2. Allons-y : bp+1 = 2upy1 + vpy1 = 6uy + 2v, + 2 + 2 — 2u, = 4du, + 20, +4 = 2b, + 4.
La suite est bien arithmético-géométrique. Son équation de point fixe z = 2x + 4 a pour
solution x = —4, on pose donc ¢, = b, + 4, et on vérifie que (¢,) est une suite géométrique :
Cn+1 = bpy1 +4 = 2b, +8 = 2(b, + 4) = 2¢,. La suite (¢y) est donc géométrique de raison
2 et de premier terme ¢y = by + 4 = 2ug + vg +4 = 7. On en déduit que ¢, = 7 x 2", puis
bp=cp,—4=7x2"—4.

3. Il suffit de combiner a,, et b, : en faisant simplement leur différence, on obtient immédiatement
Up =bp —ap =Tx2"—4—(2+43n) =7x 2" —3n— 6. Ensuite, v, = ap —u, =2+3n—u, =

8+ 6m — 7 x 27,
n
1— 2n+1 1
4. Calculons : ), :;7x2k—3k—6: 7% ﬁ—?)x %—G(n—%l) =7 x 2" 7
3 1 3 15
M —6n—6="Tx2"1 _Zp2_ on 13. Ce résultat n’a absolument aucun intérét, pas

plus d’ailleurs que le fait que lirf Sy = 400, qui découle d’un simple résultat de croissance
n—-—+0o0

comparée.

Exercice 10 (*)

1. Il faut donc résoudre I’équation =z, soit 4z + 2 = z? 4 5z, qui se raméne a 1’équation

du second degré z? + x — 2 = 0, qui a pour racines évidentes a = —2 et b = 1.

2. Pour cela, il faut que u, ne soit jamais égal & a. On sait déja que c’est le cas pour ug qui
est supposé strictement positif, et on peut démontrer aisément par récurrence que tous les
termes de la suite seront également strictement positifs, ce qui répond & la question. Mais on



va chercher a faire plus rigolo : remarquons que u,11 = a équivaut a f(u,) = a. Or, ’équation
f(x) = a se rameéne a 4x + 2 = —2(x 4+ 5), soit 6 = —12, donc z = —2 = a. Autrement dit,
pour avoir un+1 = a, il faut déja avoir u,, = a. Notons alors n le plus petit entier pour lequel
u, = a (en supposant qu'un tel entier existe). On a nécessairement n > 0 puisque ug # a,
mais d’aprés ce qui précéde, cela implique alors u,,_1 = a, ce qui contredit la minimalité de n.
Autrement dit, il est impossible qu’un tel entier n existe, et u, est donc toujours différent de

a.
dun+2
-1 wgs 1 4 2—up—>5 3up, — 3
3. Un calcul peu subtil : v,41 = Yntl = 4u"+52 _ HUnt Un — OUn =
Upt1 + 2 %4—2 duy, + 2+ 2u, +10  6u, +12
lu, —1 1
522 o 5 Un- La suite (v,) est donc géométrique de raison > et de premier terme vy =
ug — 1 1 Conclusi 1
= ——. Conclusion : v, = — .
ug + 2 2 " on+l
-1 142
4. Puisque v, = L, Uply + 20, = uy, — 1, donc uy (v, — 1) = =1 — 20y, et u, = 1t _
Up, + 2 1 — oy
1— 2% gn+tl _ 9

1+ 2nl+1 B 21’1,—‘,—1_1_1'

Exercice 11 (*)

Il y a deux points sur les trois qui sont trés faciles a prouver :

1
e v, — U, = ——,donc lim u, — v, =0.
n X n! n——+00
1
® Upi] — Uy = CES] > 0, donc la suite (uy,) est croissante.
1

Ne reste plus qu’a prouver que (vy,) est décroissante : V41 —Vy = Upt1+ i+ 1) x (nt 1) — Uy —

I | N 1 1 nr+)4+n—(m+1)? n?+2n—n*+2n+1)
nxn!  (n+1)! (n+)xm+1)! nxn nax®@+1)xn+1)! nn+1)(n+1)! N

nF (n £ 1! < 0. La suite (vy,) est donc bien décroissante, et les deux suites étant adjacentes,
n(n n !

elles convergent donc vers une limite commune.

L. . a .
Notons donc [ la limite commune des deux suites, et supposons que [ = —, avec a et b deux entiers

naturels. Comme la suite (u,) est strictement croissante, et la suite (v,) strictement décroissante,

k n k=n
a 1 ,
on peut écrire, pour tout entier n, u, < [ < v,, soit E - < = < . C’est en
k' b k' n x n!
k=0 k=0
k=b
= — |-
particulier vrai lorsque n = b : g < E k' Multlphons cet encadrement par b x b! :

iy YN bl
bz — <axb < bz 0 + 1. A gauche, chaque quotient f est un entier lorsque k < b (en effet, b!

ebt un multlple de k! pour tous les entiers k compris entre 0 et b), donc le membre de gauche est une
somme d’entiers et appartient & N. Notons ce nombre p. Le membre de droite est le méme que celui
de gauche, avec un simple +1, donc est égal & p+ 1. On a donc p < a X b! < p+ 1. Autrement dit,
le nombre a x b!, qui est lui aussi un nombre entier, est strictement compris entre les deux entiers
consécutifs p et p+ 1. Ce n’est pas possible! On a prouvé par I'absurde que [ ne pouvait pas étre un
nombre rationnel (pour les curieux, la valeur de [ est en fait le nombre e que nous connaissons bien
depuis I’étude de la fonction exponentielle).



Exercice 12 (**)

1. Il suffit pour cela de prouver par récurrence que Vn € N, u,, > 0 et v, > 0. C’est vrai au rang 0
par hypotheése, et si u, et v, sont tous deux strictement positifs, ce sera aussi le cas de u,, + vy
et de upvy, donc de uyy1 et vyy1. Ainsi, les deux suites sont bien définies.

Up—1 + Vp—
2. Supposons n > 1 (pour n = 0 I'inégalité est vraie par hypothése). On a v, —u, = Yn-1tUn-1

2
Un—1 + Upn—1 — 2y/Up—1+/Vn— Un—1 — +/Un_1)>
\/mznl n12\/n1\/n1=(\/n12\/n1) > 0, donc u, < vp.
3. C’est désormais facile en utilisant le résultat de la question précédente : up 1 — Uy = /UnVn —

Up = /Un(\/Vn — \/Un) > 0 puisque v, > uy,, donc (uy) est strictement croissante. De méme,
Uptl — Up = Un+Vn _ vy = Un — Un < 0, donc (vy,) est décroissante.
2 2
4. On ne peut pas affirmer que les suites sont adjacentes car on ne sait pas si (u, — v, ) tend vers
0. Par contre, (uy) étant croissante et majorée par exemple par vy (car u, < v, < vy puisque la
suite (v, ) est decroissante), le théoréme de convergence monotone permet d’affirmer qu’elle est
convergente vers une certaine limite /. De méme, (vy,) est décroissante et minorée (encore plus

simplement, par 0), donc converge vers une limite I’. La suite (v,,11) converge aussi vers I, mais

Uy, + Un . o P N 4
comme Up4+1 = —5 on a donc, par passage a la limite, I = — d’out 5

Finalement, les deux suites ont bien la méme limite (appelée moyenne arithmético-géométrique
des deux réels a et b).

=3 soit [ = I’

Exercice 13 (**)

(n+p+2)(n+2)lp! _ (n+2)p!
(n+p+2)!  (n+p+1)

1. C’est un simple calcul : (n+p+2)upt+2 = yet (n42)up41 =

(n+2)(n+1)p!  (n+2)p!

. Les deux quantités sont bien égales.

(n+p+1)! (n+p+1)
2. Faisons donc une récurrence. Pour n = 0, Sp = 0 (il n’y a rien dans la somme!) et comme
1 1 1
U= ——, ——(1—(p+1uy) = ——(1 —1) = 0. Supposons donc ’égalité vérifiée au ran
1 p+1p_1( (p )11) p—l( ) pp ) g g
n, alors Sy 11 = Sy +upy1 = ﬁ(l —(n+p+1D)upgr) + tunyr = ﬁ(l —(n+p+1ups1 +
1 1
(p— Dupy1) = 71(1 — (n+2)upt1) = 71(1 — (n+ p+ 2)upy2) en utilisant le résultat
p— b=

de la question précédente. C’est exactement ce qu’on doit démontrer pour prouver la propriété
au rang n + 1, par principe de récurrence, la propriété est donc toujours vraie.
(n+p)nlp! p!

(n+p)!  (n+1D)n+2)...(n+p—1)
ment pour limite 0 quand n tend vers +oo (rappelons que p est fixé).

3. Il suffit d’écrire que v, = . Ce quotient a certaine-

1—-w
4. On a prouvé plus haut que S,, = 771;1 Si (vy,) tend vers 0, on en déduit immédiatement
p p—
1
li = —.
que nﬁlrfoosn p—1

Exercice 14 (***)

Supposons donc que lirf uy, = 0, et choisissons un € > 0. Par définition de la limite, il existe
n——+0oo

un entier ng a partir duquel on aura |u,| < % Découpons alors v, en deux parties : ce qui se passe
1 k=n 1 k=ngo k=n

avant ng et aprés ng : si n > ng, v, = — Z up = — Z U + — Z ug. La premiére somme est
) Et Ly ——



une constante (on peut modifier n, mais ng, lui, est fixé), donc, quand on la divise par n, ¢a va finir
k=ng

> <

somme, elle est constituée de n — ngy termes qui, d’aprés ce qu’on a dlt plus haut, sont tous inférieurs
. € . s . s e . )
(en valeur absolue) a 3 donc par inégalité triangulaire sa valeur absolue est inférieure a (n — n0)§7

par se rapprocher de 0. Autrement dit, In; € N, Vn > nl, — Quand a la deuxiéme

k=n

o1 n—mnge
d’ouﬁ Z ug| < i

9 n —ng
n 2 2
k=no+1

(puisque < 1). Conclusion, lorsque n > max(ng;n1), on

€ € . N . . o —
a |v,| < 3 + ;=€ Ceci suffit a prouver que la suite (vy,) tend vers 0, et a donc bien la méme limite

que (uy).

Passons désormais au cas général (qui va étre facile en fait), c’est a dire lorsque lim w, =1 # 0.
n——4o00

Posons w, = u, — [, cette 5uite auxilaire a pour limite 0, donc on peut lui appliquer ce qu'on
k:n k=n
. , 1
vient de démontrer : ngrfoongk = 0. Or, Zwk = EZ( £ —1) ( Zuk —nl) =
k:l k=1
k=n k=n
1 L 1
( Z uk> —[. On en déduit que lim — Z up = [, ce qu’on voulait prouver.
n n—+oomn
k=1 =
9 k=n
Posons pour plus de simplicité w, = ﬁ Z kuy, et supposons dans un premier temps
n(n
k=0
que hrf uy, = 0. Il existe donc un rang ng a partlr duquel |u,| < 5 On découpe la somme en
n—-+0oo
deux comme précédemment : w, = —— ku 4+ — kuy. La premiére moitié a
=no

. . . o L€ o .
certainement une limite nulle, donc deviendra inférieur en valeur absolue & — & partir d’un certain
rang n1. Quant a la deuxiéme moitié, on la majore en valeur absolue (comme dans la question 1) par

2 Zk€< 2 Xn(n—i—l)g

= —. On a donc globalement, lorsque n > max(ng,ny),

n(n+1) &~ 2 = nn+1) 2 2 2
=no
. n(n+1) . nn+1) 1 .

lwp| < g, et nEI—II—loown = 0. Comme v, = Twn, avec nngT =g onen déduit que
lim v, = 0.
n—-+4o0o

Supposons désormais lil}rl un = | # 0. Posons comme précédemment z, = u, — [, alors w, =

n—-+0oo

2 > " kz tend vers 0. O Zn:/c ki) 2 Zk I. Aut t dit,
T — zr tend vers 0. Or, w, = u _ up—I. Autrement di
n(n+ 1) b " k—O i n(n+ 1) — g

2 1 1

ngrfoom kzo kug = [, soit en multipliant par n(;Ln_g) qui tend toujours vers 3 la conclusion

lim — Z kup = =
n—-+00 n2 k=

Exercice 15 (**%*)

x + ||

est
égal & 0 si x est négatif, et égal & x si x est positif. Si zg est un réel négatif, la suite sera donc
nulle & partir du rang 1 (une fois que z; = 0, on ne bouge plus), et si zy est un réel positif, elle
est constante égale a zg.

1. Si 2 est réel, tous les termes de la suite seront également réels. Or, pour un réel



Zn + |2n] B rpefn 4+, rn(1+ ew”)

2. Il suffit d’écrire que z,11 = = . Une petit factorisation

2 2 , 2
- On —iOn
PP on €2 +e 2 on .
par I’angle moitié s’impose : 2,41 = rpe’2 X 5 =’ cos(fy,)e' 2 . Autrement dit, on
0.
aura simplement 7,41 = 1, cos(6,) et 0,41 = En
1 0
3. Pour 0y, c’est facile, la suite est géométrique de raison ~, et 6, = _-. Pour r,, c’est un
0 0 0
peu plus laid puisque r, = 7 X cos() cos <2> cos <4> X +++ X CO8 <2n_1>- A priori, ce pro-

duit n’est pas trés sympathique, mais une astuce diabolique permet de le simplifier en un

coup d’oeil : multiplions-le donc par sin ! En effet, en utilisant n fois de suite la for-

n—1
mule de duplication sin(2a) = 2cos(a)sin(a), on va trouver cos(f) cos g )eos{y) > x
0 . 6 1 0 0 0 : 0
cos { 5oy | Xsin | ooy | = 5005(9) cos {5 Jeos| o) x o xcos| gy | xsin{ oo | =
1 in(20 in(260
D= WCOS(H) sin(f) = sm(n ) On en déduit que r, = TSH;E) (on peut faire une belle

récurrence si on veut étre plus rigoureux que ce que je n’ai fait).

4. Les deux suites (ry,) et (6,) ont une limite nulle, ce qui suffit & prouver que la suite (z,) tend
vers 0 (si on tient & faire réapparaitre les parties réelle et imaginaire, il suffit de constater
qu’elles sont respectivement égales & r, cos(6,,) et a 1, sin(6,,) pour conclure aisément).

Probléme (***)

Partie A : Exemples

k=n
1. (a) On a dans ce cas wy, = 22 x3=06(n+1).
k=0

k=n k=n k=n 9 k
(b) Dans ce deuxiéme exemple w,, = Z2k x 3nk = gn ZQk x 37k = 3"2 <> -
k=0

k=0 k=0
2\n+1 n+1
3qn 1 —1(3)2 + _ gntl (1 _ <§> ) _ gn+l _ o+l

3
k=m k=m k=m—n—1 k=m—-n—1 1
1 1 1 1 1 1- 5=
R ST B T o
k=n-+1 k=n+1 k=0 k=0 2
1 1 1 1 1 NS . .
— (11— = — — — < — = up, donc 'inégalité demandée est vraie.
(b) Il s’agit « simplement » de découper la somme constituant ws, en morceaux et de faire
k=2n k=n k=2n—1
les bonnes majorations : w, = Z UpVon_ = Zukvgn,k + Z UpVan—_k + U2pVp.
k=0 k=0 k=n+1

La premiére somme est égale & ugva, + u1v2p,—1 + « - - + Upv,. Comme la suite (vy,) est
supposée décroissante et que tous les termes de (u, ) sont positifs, elle est inférieure ou égale
k=n
a (up+uy+ -+ uUp)vy = Uty + vy, Z u < ugUy + ugu, = 2vy, (cette derniére inégalité
k=1
découle de la question précédente). De méme, en utilisant la décroissance de (v,), la
k=2n—1

deuxiéme somme est inférieure ou égale & vy E up < v1uy, (toujours d’aprés la question

k=n+1
précédente). En additionnant ces majorations, on obtient bien wa, < 2v, + v1Uy + Vou2y,.

10



k=n k=2n
La deuxiéme majoration est du méme style : won4+1 = E UkVon+1—k + g UkVon+1—k +

k=0 k=n+1
k=2n
Un4+1V0 < Upp1Uo + Vg1 (w1 +u + -+ uy) + 01 E Uk + U2p41V0 < 2Up41 + V1U, +
k=n+1

VoU2n+1-

Les deux suites (uy,) et (v,) ont pour limite 0 (pour (vy,), ¢a fait partie des hypothéses,
et pour (uy) c’est une conséquence du fait qu'il s’agit d’une suite géométrique de raison
5) On en déduit aisément que ngrfoovouQn + 2v, + viu, = 0, et pareil pour 2v,41 +
V1Uy, + VoUu2nt1. Comme de plus tous les termes de la suite (w,) sont positifs (ils sont

constitués d’une somme de réels positifs), le théoréme des gendarmes permet de dire que

lim wy, = lim w41 = 0. Les deux sous-suites constituées des termes pairs et impairs
n—-+o0o n—-+o0o

convergeant vers la méme limite, la suite (w,,) converge également vers 0.

D’apreés I'inégalité triangulaire, on aura

k=n 1 k k=n 1 k k=n 1
0 < |(ul X v)n| = Z <_2> Up—k| S Z <_2) Un—k| = Z ﬁvn—k = wy. Comme
k=0 k=0 k=0

on vient de voir que la suite (wy) convergeait vers 0, le théoréme des gendarmes nous
donne la convergence de (Ju’ x v|), et donc de (u’ x v), vers 0.

Partie B : Application a I’étude d’un ensemble de suites

1 1
1. Si (uy) est une suite décroissante, on a —(uy + up—1) = §(an + an—1) = an = ap4+1, donc la

2.

suite appartient effectivement a A. Au contraire, si (u,) est strictement croissante, on aura

toujours §(un + Up—1) < Up < Up41, donc la suite n’appartient pas a A.

(a)

La suite est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique z? — 1a: 1 = 0.
0 t,s’
Son discriminant vaut A = — +2 = -, donc elle admet deux racines r = 2—2 =1 et
1 s 4 4 2 .
s = % =3 Le terme général de la suite est donc bien de la forme z,, = a+ <—2> .
1 n
La suite définie par u,, = 1+ =5 par exemple, appartient & A (elle vérifie la récurrence

linéaire de la question précédente, et on vérifie facilement que ses termes sont tous positifs),
mais n’est pas monotone puisque les termes d’indices pairs de la suites sont plus grands
que 1 et les termes d’indices impairs plus petits que 1.

1 1 1
Calculons done, pour n > 1, ¢py1—cp = an+1+§an—an— 30n-1= n41 —E(an+an_1) <

0 puisque (a,) € A. La suite (c,) est donc décroissante. Comme elle est par ailleurs
constituée de termes positifs (puisque c’est le cas de (ay)), elle est minorée, donc elle
converge.

Il semble assez naturel de procéder a une récurrence. Pour n = 0, 1’égalité stipule que

2

k=n+1 1 k k=n 1 k+1 1
rang n, alors Z <—2> Cp+l1—k = Cp+1 + kzo (—2> Cn—k = Cn+1 — §an = ap+1 +

k=0
1 1 " s . .
—Qy — ian = ap+1- La propriété est donc vérifiée au rang n + 1, et la récurrence achevée.

1\" . : : ) el
—— ] cog = ap, ce qui est effectivement vrai. Supposons désormais ’égalité vérifiée au

Ca calcul prouve que les suites b X ¢ et a sont tout simplement identiques.

11



()

La suite (uy) convergeant vers [, la suite £ a pour limite 0. De plus, elle est décroissante
a partir du rang 1 tout comme (u,), donc tous ses termes sont positifs (sinon elle ne
pourrait pas converger vers 0). Elle vérifie donc les hypotheéses faites sur la suite (v,,) dans

la partie précédente, et on peut en conclure que lim d, = 0.
n—-+o0o

k=n 1 k k=n 1 k
Ce n’est pas si dur que ca en a 'air : d, = Z (—2> (cnr —1) = Z <—2) Cn—k —
k=0 k=0

k=n 1 k 1— (_l)n+1 3 1 n+1
lkzo <_2> B a"_lﬁ =antgl{1l- (—2> . On peut également écrire

a 1 n+1
quean:dn—f—gl (1—(—2) >

La toute derniére question est un simple calcul de limite : on sait que lirf dn, =0, et
n—-+0o0

lim <—) = 0 (suite géométrique), donc lim a, = gl.

n—+o00 2 n—-+o00
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