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Option MP

EPREUVE D’'INFORMATIQUE

Durée: 4 heures

L'usage des calculatrices est autorisé. Les algorithmes demandés peuvent étre codés en CAML ou en PASCAL.
Quand awune dirediven’est donréele anddat peut établir une vasion réaursive ou non Quel que soit le choix du
langag, les algorithmes doivent étre écits de la maniére la plus courte posshle, parfaitement lisible, avecune
indentation convenale, sans aucune rature & en respedant scrupuleusement les notations introduites. 11s doivent
étre documentés par des expli cations concises et prédses ur les points qui |e nécesstent.

Laledure de I’annexe correspondar au langage chois est vivement conseill éeavant d abarder les questions de
programmation.

Les réporses qui ne respederaient pas les consignes précélentes ne seront pas prises en considération.

Lesparties| et Il sont indépendartes.

| - Tranche de somme minimale.

Soit V=(Vg,Vq,-++,V,) untableau dort les @éments ot des entiers relatifs indexésde 0 an
(v DZ,0<i<n). Unetranche T deV est une suite non \ide d @éments consécutifs de V, i.e.

T =(Vj,Vjs1,-+,Vk), avecO< j <k <n.OnndeT=V(.K) e EI'ensemble des tranches de V.

A toute tranche T=V/(j..k) de V on associe la somme T) des déments qui la composent : S(T) = ivi .

Ur?eltrancheT deV est diteminimale si la somme qui lui est associée at minimale. 11 peut ne pas )I/_:avoir
Eggff de cette partie est de comparer divers algorithmes qui permettent de trouver une tranche minimale
T=V(d..fy=min { St), tOE}.

1) Ecrirelafonction somme qui prend pour arguments un tableau V et deux nombres entiersj et k (j<k) et
qui calcule la somme associéea la tranche V(). .K).

2) Ecrire, en utilisant la fonction somne, la fonctiontranche_minl qui prend pour arguments un tableau V
et un entier n (n désigreiici le nombre de composante du tableau V) et qui renvaie pour résultat la somme
S(T) associéea une tranche minimale T.

3) Déerminer enfonction e n, le nombre d’ additions et de comparaisons eff ectuées siiteal’ appd dela
procédure tranche minl.

4) Pour j fixé 0< j <n. Ecrirelafonction somnme_min ,prenant pour arguments un tableau V et deux
entiers et n, qui sans utili ser la fonction sommre écrite auparavant, calcule la somme d' une tranche
minimale dort le premier élément est v, i.e. ml(in SV (j. k).

j<ksn
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5) Ecrire, en utili sant la fonction somne_min, la fonctiontranche_min2 qui prend pour arguments un
tableau V et un entier n (n désigreici |e nombre de composantes du tableau V) et qui renvaie pour résultat
la somme §(T) associéed une tranche minimale T.

6) Déerminer en fonction cen, le nombre d'additions et de comparaisons eff ectuées slite a I'appd dela
procédure tranche_min2.

7) Soit leschéma:

vV 0 d f k [ n

Précisons la situation décrite par ce schéma. En supposant que toutes les composantes entre 1 et i ont é&é
examinées, la tranche de somme minimale (en ne considérant que les déments d'indices compris entre 0 et i)
commence end, setermine en f et a pour somme smin. Par aill eurs, parmi toutes les tranches qui Sachevent en
i, il en existe (au moins) une de somme minimale, on suppose qu'dle commence en k et a pour sommes.

a) Aprésincrémentation cei (i —i+1), quelles ont les deux seules valeurs a envisager, pour déterminer
parmi toutes les tranches qui sachévent enii, cdle qui est de somme minimale.

b) En déduireun algorithme, en O(n), permettant de trouver une tranche de somme minimale T du tableau V.
Cet algorithme dait déterminer lesindices d et f qui ddimite latranche minimale T, ainsi que smin=T)
la somme qui lui est associée

c) Ecrirelafonctiontranche_min3 correspondant a cet algorithme.

Il - Motsde Lyndon

Dans cet énorcé, un mot est une suitefinied entierss = (u,u,,---,u, Joun =1 e u; 1{0,} pour i=1,...,n.
L' entien désigne lalongueur du mot u.

S u:(ul, un) egv=(v,, -, vm) sont des mots, on nde uv le concaténé des mots u & v
uv:(ul, .-, un,vl,...,vm) .
Soient u = egv= deux mots.

us=(up, - un) v=(V,, -, vm)

Lemot uestun"début” devsi n<met u =V, pour i=1,...,n.

Lemot u est une"fin" devs n<Kmet U =V oy pour i=1,...,n.

m-
Onposeu<vs uestun dbut devous il existeun entiek tel que u; = v, pour i=1, ..., k-1et U <V

Lardation < définiepar u<v s e seulement siu=vouu<vs appeledrdrelexcographque.
On pose u<<v s € seulement si u< v, u N'éant pasun déout de v. Ainsi, u<v s uest un dbut devou s
U<<v.

Un conjugued un moU:(ul, un) est un mot delaformevz(ui, e, u u _1) avec 2<i<n.

u veu
n1
Un mot est un mot de Lyndonsi u< v pour tout conjugue v de ul.

Un mot de longueur 1 est évidement un mot de Lyndon
Etude Mathématique:

1) Démontrer que pour deux mots u # v, onasoit u< v, soit v< u.

2) Soit u un mot. Démorntrer que s il existeun mot qui est alafois un début et unefin de, alorsun' est pas
un mot de Lyndon
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3)

4)
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Démontrer qu' un motl est un mot de Lyndonsi et seulement si pour toute fin h deu, onau<h.
Démontrer que si un mot u delongueur >1 est un mot de Lyndon il existe deux mots de Lyndonf et g tels
que u=fg et f< g &, réciproguement, si f et g sont des mots de Lyndontels quef< g, alors fg est un mot de
Lyndon

Conrsails::

- Pour (O0'), onconsidérera g la fin de u de longueur maximale qui soit un mot de Lyndon Un tel mot
existe car les mots de longueur 1 sort des mots de Lyndon

- Pour (O0), on démontrera que u=fg est plus petit que toutes esfins. Si I'on nde h unefin deu, on
distinguera les cas h=g et h#g.

Les résultats éablis dars la patie mathématique pourront étre utili sés, méme sils n'ont pas été démontrés.

Partie informatique::

Dans cette partie les mots sront représentés par des chaines de caractéres.

5)

6)

7)

8)

Ecrire une fonction bodéenne inferieur qui prend pour deux mots u et v, et renvoie pour résultat le
bodéen true si u<v, false sinon

Ecrire lafonction conjugue qui a pour arguments un mot u et un entier i. Cette fonction rend pour résultat
le conjugué du mot u qui débute par |e suffixe commencant au ™™ caractére.

Ecrire une fonction bodéenne lyndonqui teste si un mot u, pass e paramétre, est un mot de Lyndon

Soit u = (u,,U,,--,u, ) unmot. Unefactorisation ceLyndon di mot u est une suite u® ,u® ,---,u‘®
de mots de Lyndontelle que u= u®u®---u® e u® =u® »=...>u®.

Par exemple, pour u=(1,0,1,0,0,1,0,1,1,0,0,1,0,0), une factorisation ce Lyndonest :
(1)) (0!1)! (0!0!1!0!1!1)! (0!0!1)’ (0)’ (0)

On construit une factorisation ce Lyndon d un moiu = (ul’ un) comme sulit:
On part delasuite u® ,u® ,---,u®™ o0 u® =(u) pouri=1,2, ...,n.
S u®u®...u" est unesuite de mots de Lyndonet s il existeunindic (L< k < r) tel que
u® < u®? onconstruit une nouvell e suite de mots de Lyndonv® ,v® ... v'™ en posant
v =u® pourj=1, ... k-1.
v = oD
v = ul* pour j=k+1, ...,r-1.

On itére ce procesaustant qu' il est possble deracoourcir la séquence. La séquence finale est une
factorisation ce Lyndon

Ecrire lafonction factorisation, qui calcule une factorisation ce Lyndon di mot u, passe en paramétre,

par le procédé énorcé ci-desaus. Cette fonction renvoie comme résultat une liste de mots : laliste des
facteurs.

page 3/6



9)

10)

11)

12)

13)
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Lebut des questions qui suivent est d'obtenir tous les mots de Lyndon & longueur inférieure ou égale a
un entier n donré. Pour cela on utili se la propriété éablie ala question 4 de la partie mathématique  le
fait que (0) et (1) sont des mots de Lyndon A partir des mots de longueur 1, on dotient le seul mot de
Lyndon a:longueur 2 asavoir (0,1). Les mots de Lyndon ak longueur 3 sont obtenus a partir de la
concaténation ce deux mots de longueur plus petite @ dort la sommevaut 3, et ainsi de suite:

Longueur 1: (0), (1)

Longueur 2 : (0,1)

Longueur 3:(0,0,1), (0,1,1)

Longueur 4: (0,0,0,1), (0,0,1,1), (0,1,1,1)

Donrer laliste de tous les mots de Lyndon a longueur 5.

Ecrirelafonctioninsere_mot_Ist qui prend pour arguments un mot u et une liste de mots Ist clasee
suivant I'ordre lexicographique. Cette fonction renvaie pour résultat une liste classtede mots dans
laquelle le mot u a &éinséré. L'insertion dat avoir lieu seulement si lemot u N'appartient pas dga ala
liste Ist, dans le cas cortraire la liste reste inchangée

Ecrirelafonctioninsere |st_Ist qui prend pour arguments deux listes de mots, Istl et Ist2, laliste Ist2
étant clasesuivant I'ordre lexicographique. Cette fonction renvaie pour résultat, une liste classede
mots obtenue aprés avoir inséré tous les mots de la listeIstl dans laliste Ist2. L'insertion riayant lieu que
si lemot ainsérer n'est pas d§a présent.

Ecrirelafonction fusionne_listes qui a pour arguments deux listes Ist1 et Ist2 de mots de Lyndon Cette
fonction renvaie pour résultat la liste classtede tous les mots de Lyndonobtenus par concaténation d un
mot delalistelstl avec un mot delalisteIst2. La concaténation de deux mots de Lyndon done un mot
de Lyndonseulement si la propriété éablie ala question 4 est satisfaite. Par aill eurs, un méme mot ne
dait pas figurer plusieurs fois dans cette li ste résultat.

On considere une variable globale lynd, qui désigne un tableau de nmax de li stes de mots. Ecrirela
procédure remplir_lynd qui prend pour argument un entier n et qui remplit les composantesde 0 an du
tableau lynd ck telle maniére que la i-éme composante de ce tableau cortienne |a liste ordonréede tous les
mots de Lyndon ¢k longueur i.

Cette procédure initialisera la premiére composante avec la li ste ordonréedes mots de Lyndon @
longueur 1 (la composante 0 éant initialiséeavec laliste vide), et utili sera les fonctions écrites
auparavant pour remplir les autres composantes du tableau lynd.
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ANNEXE PASCAL

I) Tranche de somme minimale.

Dédarations:

const
nmax = 20 ;

type
tableau = array [O..nmax] of integer ;

En-téte des fonctions et des proc&ures demandées :

function some(var V :tableau ;n :integer) :integer;

function tranche_m nl(var V :tableau ;n :integer) :integer
function somme_min(var V :tableau ;j,n :integer) :integer
function tranche_m n2(var V :tableau ;n :integer) :integer

function tranche_mn3 (. . .) : integer

[1) Motsde Lyndon.

On rappele gu'en Pascal I'opérateur de concaténation dce chaines € nate + e quelafonction

K 4799

copy(ch, d, | g) permet dextraire delachaine ch la sous-chaine qui débute au rangd et qui possdel g

caracteres.
Dédarations :
const
nmax = 20 ;
| ongueur max = 10 ;
type
nmot = string[l ongueurmax] ;
list _nots = ~doubl et
doubl et = record
info : not ;
suiv : listnot ;
end ;

tab_list_nots array [0..nmax] of list_nots ;

En-téte des fonctions et des proc&ures demandées :

function inferieur(u,v :not) :boolean ;
function conjugue(u :not) :not ;
function | yndon(u :not) :bool ean ;

function factorisation(u :not) :list_nots ;

function insere_not_Ist(u :nmot ;lst :list_nots) :list_nots ;
function insere_Ist_Ist(lstl,Ist2 :list_nots) :list_nots ;
function fusionne_listes(lstl,Ist2 :list_nots) :list_nots ;

procedure genere(n :integer) ;
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ANNEXE CAML

Si V est un vecteur, V.(i)  désigne la composante derangi .
En CAML les vecteurs ont indexés a partir de 0.

I) Tranche de somme minimale.

Fonctions demandées :

somme : int vect -> int -> int -> int = <fun>

tranche_minl :int vect -> int -> int = <fun>

somme_min :int vect -> int -> int -> int = <fun>

tranche_min2 :int vect -> int -> int = <fun>

tranche_min3 :int vect -> int -> int*int*int = <fun>

[1) Motsde Lyndon.

Rappels de quelques fonctions de la bibliotheque CAML :

string_length: ‘a vect -> int renvaie le nombre d'déments d'une chaine.

list length: ‘a list -> int renvoie le nombre dééments d'une liste.

char_for_read: char -> string  renvaie une chaine représentant le caractere donre.

sub_string: string -> int -> int -> string permet d'extraire une sous-chaine.

substring ch d Ig renvaie une nouvell e chaine extraite de la chaine ch, la sous-chaine qui débute au
rangd et qui posedelg caracteres.

N désigne I'opérateur de concaténation e chaines.

@ désigne I'opérateur de concaténation celistes.

Valeurs globales:

let nmax = 20;;
let lynd = make_vect (hnmax) [];;

Procé&ures et fonctions demandées :

inferieur : string -> string -> bool = <fun>
conjugue : string -> int -> string = <fun>
lyndon : string -> bool = <fun>

factorisation : string -> string list = <fun>

insere_mot_|Ist . string -> string list-> string list = <fun>

insere_Ist_Ist : string list -> string list-> string list = < fun>
fusionne_listes : string list-> string list-> string list = <fun>

genere :int->unit = <fun>
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