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1 Cal
uls r�e
ursifs : quelques fon
tions1. fa
torielle := pro
 (n)if (n=0) then1 ;elsen*(fa
torielle(n-1)) ;fiend ; ;2. deriven := pro
 (f,n)lo
al g ;if (n=0) thenf ;elseg :=deriven(f,n-1) ;D(g) ;fiend ; ;3. 
al
ul_suite := pro
 (f,a,n)lo
al y ;if (n=0) thena ;elsey :=(
al
ul_suite(f,a,n-1)) ; f(y) ;fiend ; ;4. somme_tableau := pro
 (t,n)lo
al res,i ;# H(k) : "res 
ontient la somme# des k premiers termes du# tableau t"res :=0 ;# H(0) est vraiefor i from 1 to (n) do# si H(i-1) est vraieres := res + t[i℄ ;# alors H(i) est vraieod# H(n) est vraieend ; ;5. somme_liste := pro
 (l,n)if n=0 then0 ;elsesomme_liste(l,n-1)+l[n℄ ;fiend ; ;

1. La validit�e du programme se prouve en �enon�
antla r�e
urren
e qui d�e�nit la fa
orielle, et su laquelleest 
alqu�ee le programme. La 
omplexit�e de 
e pro-gramme est de n multipli
ations pour le 
al
ul den!.2. De même, il suÆt de donner la d�e�nition de la d�e-riv�ee n-i�eme pour justi�er de la validit�e du pro-gramme. La 
omplexit�e de 
e programme est 
elledu 
al
ul de n d�erivations pour le 
al
ul de f(n).On remarquera qu'il est impossible de quanti�erla 
omplexit�e de la d�erivation (et �a fortiori notreprogramme de 
al
ul de d�eriv�ee n-i�eme)en nombred'op�erations sans 
onnâ�tre la fon
tion f �a laquelleelle s'applique.3. L'�enon
�e donne lui-même une justi�
ation de lavalidit�e de notre programme. Par 
ontre, sa 
om-plexit�e est de n appli
ations de f pour la 
al
ul deun. L�a en
ore, impossible de raisonner en nombred'op�erations, on prend 
ette appli
ation elle-même
omme unit�e.4. La validit�e du programme est justi��ee par la vali-dit�e de Hn en sortie de bou
le. La 
omplexit�e duprogramme est en O(n) additions (une addition parpassage dans la bou
le, n passages).5. Soit S(n) la somme que l'on souhaite 
al
uler.Alors, S(0) = 0 et pour tout n stri
tement posi-tif, S(n) = S(n � 1) + T (n) o�u T (n) est la valeurde la 
ase en position n du tableau T . On mon-trerait par r�e
urren
e (triviale) que 
ette fon
tione�e
tue n additions.6. En
ore une fois, les 
ommentaires du programmejusti�ent de sa validit�e. On remarquera qu'il fauti
i 
ompter les exponentiations e�e
tu�ees, plus 
oû-teuses que les multipli
ations, pour d�eterminer la
omplexit�e du programme, qui est lin�eaire dans lesdeux 
as.Attention, même si les fon
tions demand�ees dans lesquestions 4 et 5 pouvaient être les mêmes (dans 
e 
orrig�esont pr�esentes une version it�erative et une version r�e
ur-sive) il ne faut pas 
onfondre une liste maple et untableau maple. Une des di��eren
es fondamentales entreune liste et un tableau maple est que les fon
tions d'a

�espar les 
ro
hets ne fon
tionnent pas de la même mani�ere.Par exemple :>t :=array(1..4,[1,4,9,16℄) ;t := [1, 4, 9, 16℄>t ; t>nops(t) ; 1>t[1..2℄ ;t[1 .. 2℄>l :=[1,4,9,16℄ ; l := [1, 4, 9, 16℄>l ; [1, 4, 9, 16℄>nops(l) ; 4>l[1..2℄ ; [1, 4℄2



6. with(linalg) ; ;eval_poly := pro
(p,x)lo
al res,n,i ;n := rowdim(p) ;# H(k) : "res 
ontient la somme# des k premiers monomes de P"res := 0 ;# H(0) est vraiefor i from 1 to n do# si H(i-1) est vraieres :=res+(p[i℄*(x^(n-i))) ;# alors H(i) est vraieod# H(n) est vraieend ; ;

eval_poly2 := pro
(p,x)lo
al res,n,i,y ;n := rowdim(p) ;# H(k) : "res 
ontient la somme# de k monomes distin
ts de p"res := 0 ;# H(0) est vraiefor i from 1 to n do# si H(i-1) est vraiey :=p[i℄ ;res :=res+(y[2℄*(x^(y[1℄))) ;# alors H(i) est vraieod# H(n) est vraieend ; ;2 It�eration, r�e
ursion : 
al
ul de terme de suiteVersion it�erativeL'arrêt est trivial, la validit�e est justi��ee en 
ommentaire.La 
omplexit�e en nombre d'appli
ations de f est lin�eaire.terme_suite_iterative := pro
(f,a,b,n)lo
al u,v,w,i ;# H(i) :"u = u_i"u :=a ;v :=b ;w :=a ;# H(0) vraiefor i from 0 to (n-1) do#si H(i) vraiew :=v ;v :=f(v,u) ;u :=w ;#alors H(i+1) vraieod ;# H(n) vraieu ;end ; ;

Version r�e
ursive multipleL'arrêt et la validit�e sont justi��es par la r�e
urren
edonn�ee par l'�enon
�e. La 
omplexit�e d'un appel de
ette fon
tion est, en nombre d'appels r�e
ursifs, ex-ponentielle.terme_suite := pro
(f,a,b,n)lo
al y,z ;if n=0 thena ;elif n=1 thenb ;elsez :=(terme_suite(f,a,b,n-2)) ; y :=(terme_suite(f,a,b,n-1)) ; f(y,z) ;fiend ; ;Version r�e
ursive ave
 astu
eOn 
al
ule �a 
haque appel de terme_suite_de
alage(f,a,b,n) , une autre suite v telle que 8n � 2 vn = f(vn�1; vn�2),v0 = b et v1 = f(a; b). On montre ais�ement que 8n 2 N un+1 = vn, 
e qui suÆt �a prouver la validit�e de l'algorithme.L'arrêt se prouve en montrant par r�e
urren
e qu'au k�ime appel r�e
ursif, on 
al
ule une suite w telle que 8n 2 N un+k =wn, et en remarquant que le 
al
ul s'arrête pour k = n0, o�u n0 est l'indi
e de l'appel initial �a terme_suite_de
alage,puisqu'il suÆt de 
al
uler w0. On en tire �egalement que la 
omplexit�e de 
et algorithme est lin�eaire en appels r�e
ursifs.terme_suite_de
alage := pro
(f,a,b,n)if n=0 thena ;elif n=1 thenb ;elseterme_suite(f,b,f(a,b),n-1) ;fiend ; ;Version r�e
ursive ave
 sto
kage 3



Il s'agit i
i d'une simple appli
ation de la r�e
urren
e propos�ee par l'�enon
�e, 
e qui assure la validit�e et l'arrêt de l'algo-rithme. Par 
ontre, le 
al
ul de la 
omplexit�e (lin�eaire) s'e�e
tue en montrant que 
haque terme n'a �et�e 
al
ul�e qu'uneseule fois, par �etude de 
as, �a l'aide des 
onditions de bran
hement du 
hoix if dans le programme terme_suite_aux.terme_suite_aux := pro
 (f,a,b,n)global valeurs,indixes ;if n=0 thenvaleurs[1℄ := a ;indixes[1℄ := true ;elif n=1 thenvaleurs[2℄ := b ;indixes[2℄ := false ;elif evalb(indixes[i℄=true) then# les terme d'ordre (i-1),(i-2)# ont �et�e 
al
ul�es,
al
ul dire
tvaleurs[i+1℄ :=f(valeurs[i℄,valeurs[i-1℄) ;indixes[i+1℄ :=true ;else# le terme d'ordre (i-1) n'a pas# �et�e 
al
ul�e, appel r�e
ursif simpleterme_suite_aux(f,a,b,(i-1))valeurs[i+1℄ :=f(valeurs[i℄,valeurs[i-1℄) ;indixes[i+1℄ :=true ;fiend ; ;terme_suite_sto
kage := pro
(f,a,b,n)lo
al valeurs,indixes ;valeurs :=array(1..n) ;indixes :=array(1..n) ;terme_suite_aux(f,a,b,n) ;valeurs[n℄ ;end ; ;3 R�e
ursion simple, diviser pour r�egner3.1 ExponentiationVersion it�erativeL'arrêt et la validit�e sont justi��es en 
ommentaire.L'algorithme a une 
omplexit�e lin�eaire.exponentiation_iterative := pro
(x,n)lo
al res,i ;# H(i) :"res=x^i"res := 1 ;# H(0) vraiefor i from 0 to (n-1) do# si H(i) est vraieres := res*x ;# alors H(i+1) est vraieod ;res ;end ; ;
Version r�e
ursive simpleOn justi�e l'algorithme ave
 la r�e
urren
e an =aan�1 qui donne un algorithme lin�eaire.exponentiation_re
ursive := pro
(x,n)if n=0 then1 ;elsex*(exponentia-tion_re
ursive(x,n-1)) ;fiend ; ;Version diviser-pour-r�egner 4



On va utiliser la r�e
urren
e suivante : a2n = (a2)na2n+1 = (an)2aI
i, 
ela tourne en lnn (on divise la taille de l'argument par 2 �a 
haque fois). Cet algorithme est appel�e « exponentiationrapide ».En fait, on peut �egalement partir du bas (en 
onsid�erant la d�e
omposition de n en base 2), et 
e faisant gagner unpeu de m�emoire. En�n, notons que 
et algorithme n'est pas sp�e
i�que �a l'exponentiation au sens stri
t : il s'appliqueen rempla�
ant la multipli
ation par n'importe quelle op�eration asso
iative sur un ensemble quel
onque (en parti
ulierl'exponentiation de matri
e).exponentiation_dpr := pro
(x,n)lo
al y ;if n=0 then1 ;elif irem(n,2)=0 theny :=(exponentiation_dpr(x,n/2)) ;y*y ;elsey :=(exponentiation_dpr(x,(n-1)/2)) ;y*y*x ;fiend ; ;3.2 Multipli
ationVersion it�erativeL'arrêt et la validit�e sont justi��es en 
ommentaire.L'algorithme a une 
omplexit�e lin�eaire.multipli
ation_iterative := pro
(x,n)lo
al res,i ;# H(i) :"res=x*i"res := 0 ;# H(0) vraiefor i from 0 to (n-1) do# si H(i) est vraieres := res+x ;# alors H(i+1) est vraieod ;# H(n) vraieres ;end ; ;
Version r�e
ursiveOn justi�e l'algorithme ave
 la r�e
urren
e an = a+a(n � 1), qui donne un algorithme lin�eaire.multipli
ation_re
ursive := pro
(x,n)if n=0 then0 ;elsex+(multipli
ation_re
ursive(x,n-1)) ; fiend ; ;Version diviser-pour-r�egnerOn utilise la r�e
urren
e suivante : a(2n) = (a + a)na(2n + 1) = a(2n) + aDe même qu'�a l'exer
i
e pr�e
�edent, on aboutit �a une 
omplexit�e logarithmique (en nombre d'additions, 
ette fois).multipli
ation_dpr := pro
(x,n)lo
al y ;if n=0 then0 ;elif irem(n,2)=0 theny :=(multipli
ation_dpr(x,n/2)) ;y+y ;elsey :=(multipli
ation_dpr(x,(n-1)/2)) ;y+y+x ; 5



fiend ; ;4 Produits avan
�es4.1 Produit de matri
esOn d�e
oupe les matri
es A et B de taille 2n de la fa�
on suivante :A = » A1 A2A3 A4 –B = » B1 B2B3 B4 –Puis on se sert de la formule de multipli
ation par blo
s :AB = » A1B1 + A2B3 A1B2 + A2B4A3B1 + A4B3 A3B2 + A4B4 –... avant d'appeller r�e
ursivement les quatre produits de matri
es de taille 2n�1. On arrive ainsi �a un algorithme en n3. Ene�et : T (20) = 1T (2n) = 8T (2n�1)Ce qui permet de montrer par r�e
urren
e : T (2n) = 8n = (2n)3produit_matri
es := pro
(A,B)lo
al n,m,A1,A2,A3,A4,B1,B2,B3,B4,res1,res2,res3,res4,haut,bas,res ;n :=rowdim(A) ;if n=1 thenmatrix(A[1℄*B[1℄) ;elsem :=(n/2) ;A1 :=submatrix(A,1..m,1..m) ;A2 :=submatrix(A,1..m,(m+1)..n) ;A3 :=submatrix(A,(m+1)..n,1..m) ;A4 :=submatrix(A,(m+1)..n,(m+1)..n) ;B1 :=submatrix(B,1..m,1..m) ;B2 :=submatrix(B,1..m,(m+1)..n) ;B3 :=submatrix(B,(m+1)..n,1..m) ;B4 :=submatrix(B,(m+1)..n,(m+1)..n) ;res1 :=(produit_matri
es(A1,B1)&+produit_matri
es(A2,B3)) ;res2 :=(produit_matri
es(A1,B2)&+produit_matri
es(A2,B4)) ;res3 :=(produit_matri
es(A3,B1)&+produit_matri
es(A4,B3)) ;res4 :=(produit_matri
es(A3,B2)&+produit_matri
es(A4,B4)) ;haut :=(augment(res1,res2)) ;bas :=(augment(res3,res4)) ;res :=(transpose(augment(transpose(haut),transpose(bas)))) ;fiend ; ;4.2 Produit de polynomesI
i, on d�e
oupe les polynome P et Q, de degr�e 2n, de la fa�
on suivante :P (X) = P1(X) +XP2(X)Q(X) = Q1(X) +XQ2(X)O�u P1 est le polynome des termes de P de degr�e inf�erieur ou �egal �a 2n�1, et XP2(X) = (P (X)�P1(X)) (et respe
tivementpour Q,Q1,Q2).Puis on 
al
ule le produit P (X)Q(X) :P (X)Q(X) = P1(X)Q1(X) +X(P1(X)Q2(X)) +X(P2(X)Q1(X)) +X2(P2(X)Q2(X))Cette m�ethode nous permet de 
al
uler 
e produit en quatre appels de produits de polynomes de degr�e 2n�1. Ce
i produitun algorithme quadratique : 6



T (2n) = 4T (2n�1)Don
 par r�e
urren
e : T (2n) = 4n = (2n)2produit_polys := pro
 (P,Q)lo
al n,m,P1,P2,Q1,Q2,res1,res2,res3,res4,res ;n :=ve
tdim(P) ;if n=1 thenve
tor([P[1℄*Q[1℄℄) ;elsem :=(n/2) ;P1 :=ve
tor([seq(P[i℄,i=1..m)℄) ;P2 :=ve
tor([seq(P[i℄,i=(m+1)..n)℄) ;Q1 :=ve
tor([seq(Q[i℄,i=1..m)℄) ;Q2 :=ve
tor([seq(Q[i℄,i=(m+1)..n)℄) ;res1 :=produit_polys(P1,Q1) ;res2 :=produit_polys(P1,Q2) ;res3 :=produit_polys(P2,Q1) ;res4 :=produit_polys(P2,Q2) ;res :=ve
tor([seq(res1[i℄,i=1..m),seq(res1[i+m℄+res2[i℄+res3[i℄,i=1..m),seq(res2[i+m℄+res3[i+m℄+res4[i℄,i=1..m),seq(res4[i+m℄,i=1..m)℄) ;fiend ; ;5 R�e
ursion mutuelle
al
ul_u := pro
 (a,b,n)lo
al i,j ;if n = 0 thena ;elsei := 
al
ul_u (a,b,n-1) ;j := 
al
ul_v (a,b,n-1) ;i^2+2*j ;fiend ; ;

al
ul_v := pro
 (a,b,n)lo
al i,j ;if n = 0 thenb ;elsei := 
al
ul_v (a,b,n-1) ;j := 
al
ul_u (a,b,n-1) ;i+3*j ;fiend ; ;I
i on observe la r�e
urren
e 
rois�ee suivante :

 Cu(n) = Cu(n� 1) + Cv(n� 1) + 2Cv(n) = Cv(n� 1) + Cu(n� 1) + 2Par �equivalen
e des rôles jou�es par u et v, on peut poser 8n � 0 Cu(n) = Cv(n). On en tire ais�ement Cu(n) = 2(Cu(n�1)+1),d'o�u : Cu(n) = Cv(n) = 2n + 2n+1 � 12� 1 = O(2n)6 Translation de polynomesOn 
onnâ�t l'algorithme de Horner, qui permet d'�evaluer un polynome P en un point z. On notera :P (X) = n
XK=0�kXkI
i on veut 
al
uler les 
oeÆ
ients du polynome Q tel que 8XQ(X) = P (X + a).7



Q(X) = n
Xk=0�k(X + a)k= n
Xk=0�k k

Xi=0 “ki”Xiak�i= n
Xi=0Xi n

Xk=i�k“ki”ak�i= n
Xi=0Xi n�iXk=0�k+i“k + ii ”akOn remarque don
 que le 
al
ul d'un 
oeÆ
ient de Q revient, �a un 
oeÆ
ient binomial pr�es, au 
al
ul d'un polynome en a.Supposons que l'on dispose des 
oeÆ
ients du polynome P rang�e dans un tableau T :with(linalg) ; ;# 
al
ul_
oeff 
al
ule le 
oeffi
ient de degr�e i de Q, �etant donn�es les# 
oeffi
ients de P (dans le tableau T), et la valeur de a.
al
ul_
oeff := pro
 (T,i,a)lo
al n,k,res ;# n le degr�e de Pn := ve
tdim(T)-1 ;res := 0 ;for k from 0 to (n-i) do#attention T[i℄ ! terme de degr�e i-1res := a * res + binomial(k+i,i)*T[k+i+1℄ ;od ;res ;end ; ;#translate renvoie les 
oeffi
ients de Q �etant donn�ees 
eux de P et la# valeur de a.translate := pro
(T,a)lo
al n,i,res ;# n le degr�e de Pn := ve
tdim(T)-1 ;res :=array(0..n) ;for i from 0 to n do# i
i, i est le degr�e du terme dont on# 
al
ule le 
oeffi
ientres[i℄ := (
al
ul_
oeff(T,i,a)) ;od ;eval(res) ;end ; ;

8



7 D�e
odage de nombres entiers
1. valeur := pro
(s)lo
al y,n,tete,queue ;n := length(s) ;fin := substring(s,n) ;if fin="0" theny :=0 ;elif fin="1"theny :=1 ;elif fin="2" theny :=2 ;elif fin="3" theny :=3 ;elif fin="4" theny :=4 ;elif fin="5" theny :=5 ;elif fin="6" theny :=6 ;elif fin="7" theny :=7 ;elif fin="8" theny :=8 ;else#fin="9"y :=9 ;fi ;if n=1 theny ;elsedebut := substring(s,1..(n-1)) ;y+10*(valeur(debut)) ;fi ;end ; ;

2. # 
ette fon
tion s'assure simple-ment que l'�e
riture d�e
imale de s et t 'est# pas pr�e
�ed�ee de 
ara
-t�eres "0" inutiles.
lean :=pro
(s)lo
al n,debut ;n :=length(s) ;if n<=1 thens ;elsedebut :=substring(s,1) ;if debut = "0" then
lean(substring(s,2..n)) ;elses ;fi ;fi ;end ; ;
ompare := pro
(a,b)lo
al n,p,debut_s,debut_t,fin_s,fin_t ;s :=
lean(a) ;t :=
lean(b) ;n :=length(s) ;p :=length(t) ;if n>p thentrue ;elif p<n thenfalse ;# i
i, les deux nombres sont de même lon-gueur (n=p)elif n=1 then(valeur(s)>=valeur(t)) ;elsedebut_s := substring(s,1) ;debut_t := substring(t,1) ;if valeur(debut_s)>valeur(debut_t) thentrue ;elif valeur(debut_s)<valeur(debut_t) thenfalse ;else# les pre-miers 
hiffres de s & t sont identiquesfin_s := substring(s,2..n) ;fin_t := substring(t,2..n) ;
ompare(fin_s,fin_t) ;fifiend ; ;> 
ompare("123456789987654321123456789987654321","147258369963852741147258369963852741") ;false9



8 Suite de Fibona

i1. 
al
ul_fibo := pro
 (n)if n<=1 then1 ;else
al
ul_fibo(n-1)+
al
ul_fibo(n-2) ; fiend ; ;
2. 
al
ul_fibo_double := pro
(n)lo
al a,b ;if n=0 then1,1 ;else(a,b) :=
al
ul_fibo(n-1) ;a+b ;fiend ; ;3. 
al
ul_fibo_dpr := pro
(n)if n<=1 then1elseif (n mod 2) = 0 then
al
ul_fibo_dpr(n/2)^2+
al
ul_fibo_dpr(n/2-1)^2 ;elsep :=(n-1)/2 ;# 2(n-1)/2+1 = nq :=p+1 ;# appels r�e
ursifs
al
ul_p_moins_1 := 
al
ul_fibo_dpr(p-1) ;
al
ul_q_moins_1 := 
al
ul_fibo_dpr(q-1) ;# (q-1) = p
al
ul_p := 
al
ul_q_moins_1 ;# q = (p+1)
al
ul_q := 
al
ul_p + 
al
ul_p_moins_1 ;
al
ul_p*
al
ul_q+
al
ul_p_moins_1*
al
ul_q_moins_1 ;fi ;fi ;end ; ;9 Une fon
tion myst�erieuse1. Montrons que la fon
tion f est bien d�e�nie par indu
tion des
endante sur x entier naturel.{ Si x � 1 alors f est bien d�e�nie.{ Si x � 1 alors :{ Si x est pair alors f(x) = 2f(x=2). Par ailleurs, x=2 < x, 
ar x 2 N� , don
 f(x=2) est bien d�e�ni par hypoth�esed'indu
tion. f(x) est don
 bien d�e�ni.{ Si x est impair , alors f(x) = 1 + f(x + 1). Par ailleurs x+ 1 est pair, don
 f(x) = 1 + 2f((x + 1)=2). Par ailleurs(x + 1)=2 < x, 
ar x 2 N� est impair, don
 f((x + 1)=2) est bien d�e�ni par hypoth�ese d'indu
tion. f(x) est don
bien d�e�ni.2. Montrons que f(x) + x est une puissan
e de 2 par indu
tion des
endante sur x.{ Si x � 1 alors f(x) + x = 1 ou f(x) + x = 2.{ Si x � 1 alors :{ Si x est pair, alors f(x) +x = 2(f(x=2) +x=2), et 
omme x > x=2, par hypoth�ese d'indu
tion, f(x=2) +x=2 est unepuisssan
e de 2. f(x) + x est don
 une puissan
e de 2.{ Si x est impair, alors f(x) + x = 2(f((x + 1)=2) + (x+ 1)=2), et 
omme x > (x+ 1)=2, par hypoth�ese d'indu
tion,f((x + 1)=2) + (x+ 1)=2 est une puissan
e de 2. f(x) + x est don
 une puissan
e de 2.3. On montrerait ais�ement par une indu
tion similaire �a la question pr�e
�edente, que :f(n) = 2E(log2(n)+1) � n... o�u E est la fon
tion partie enti�ere. 10



10 Cal
ul du reste et du quotient dans la division eu
lidienne1. a=0 b=n2. La 
ondition que l'on re
her
he est b < p, don
 on e�e
tue les a�e
tations suivantes :a := a+1b := b-p3. DE := pro
(n,p)lo
al a,b ;a := 0 ;b := n ;while (b>=p) doa :=(a+1) ;b :=(b-p) ;od ;# H est vraie et b<p,# don
 a=q, b=r(a,b) ;end ; ;
DE_aux := pro
 (n,p,a,b)if b>=p thenDE_aux(n,p,a+1,b-p) ;else(a,b) ;fiend ; ;DE_re
 := pro
 (n,p)DE_aux(n,p,0,n) ;end ; ;L'arrêt et la validit�e de 
ette pro
�edure sont justi��es par la r�e
urren
e d'Eu
lide.11 Cal
ul du PGCD1. n = max(a; b) et p = min(a; b).2. Si p = 0, alors n ^ p = n .3. GCD := pro
(a,b)lo
al n,p,r ;n := max(a,b) ;p := min(a,b) ;if (p=0) thenn ;elsewhile p<>0 dor :=(n mod p) ;n :=p ;p :=r ;od ;n ;fi ;end ; ;
GCD_re
 := pro
(a,b)if a<b thenGCD_re
(b,a) ;elif b=0 thena ;elseGCD_re
(b,(a mod b)) ;fiend ; ;4. Montrons que si a � b > 0 et si GCD_re
(a,b) fait n � 1 appels r�e
ursifs, alors a � fn et b � fk�1 par r�e
urren
e sur n.On fonde l'indu
tion pour n = 1 en disant qu'alors b � 1 = f0 et a � 1 = f1.Comme b > (a mod b), dans 
haque appel r�e
ursif l'hypoth�ese selon laquelle a � b est 
onserv�ee.Supposons que la propri�et�e est vraie si n � 1 appels sont e�e
tu�es : puisque n > 0 on a b � 1 et GCD_re
(a,b) appelleGCD_re
(b, a mod b) r�e
ursivement, qui e�e
tue �a son tour n � 1 appels r�e
ursifs. On a don
 b � fn par hypoth�ese der�e
urren
e, et a mod b � fn�1. On a b+ (a mod b) = b+ (a� ba=b
b) � a.On en tire ainsi a � fk�1 + fk, d'o�u le r�esultat.5. Ce
i se montre sans diÆ
ult�e par r�e
urren
e sur n. On rappelle la formle de Binet :fn = (1 +p5)n � (1 �p5)n2np56. On tire le r�esultat des deux questions pr�e
�edentes. La version it�erative a la même 
omplexit�e que la version r�e
ursive, sil'on 
onsid�ere le nombre d'a�e
tations �a la pla
e du nombre d'appels r�e
ursifs 
omme mesure de 
omplexit�e.
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