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EXPOSE IX

Faisceaux constructibles cohomologie d’une courbe algébrique

M. Artin

0. Introduction

On notera qu’a partir du présent exposé, contrairement aux exposés précédents et a la
théorie cohomologique classique des espaces topologiques, nous sommes obligés, pour la
validité des énoncés essentiels, de nous limiter aux faisceaux de torsion (et souvent méme,
plus précisément, aux faisceaux de torsion premiers aux caractéristiques résiduelles).

Signalons qu’en fait une théorie « raisonnable » de la cohomologie a coefficients en-
tiers (ou méme réels), pour les variétés sur un corps algébriquement clos de caractéris-
tique p # 0, analogue a la théorie classique pour le cas k = C, n’existe pas (comme I’a
remarqué Serre). Plus précisément, il n’existe pas de foncteur contravariant H', défini
disons sur la catégorie des schémas projectifs lisses sur le corps K alg. clos de car. p > 0,
a valeurs dans la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie sur R (ou un sous-
corps de R), « commutant aux produits », i.e. tel que H' (X xY) = H'(X)x H\(Y),
et tel que dim H'(X) = 2 si X est une courbe connexe de genre 1. En effet, il s’ensui-
vrait que si X est une variété abélienne sur k, alors ’application u - u' de End(X) dans
End(H (X)) est additive, donc une représentation de I’anneau opposé de End(X). Mais
en caractéristique p, il existe des courbes elliptiques X ayant comme anneau d’endo-
morphismes un ordre maximal A d’une algébre de quaternions définie sur Z ([3], p.198),
et une telle algébre n’a évidemment pas de représentation dans un espace vectoriel de
dimension 2 sur R, puisque A ®z R est un corps (le corps des quaternions).

1. Le sorite des faisceaux de torsion

Soient T un topos et F un faisceau abélien sur 7. On peut multiplier par n dans F
(n € Z un nombre entier), cette multiplication étant induite par I'opération analogue
dans (Ab). Notons , F'le noyau de cette multiplication ; donc , F(X), pour X € ObT, est
le groupe des sections de F(X) dont 'ordre divise n.

On désigne par P 'ensemble de tous les nombres premiers.

DEFINITION 1.1. Soit p un ensemble de nombres premiers. On dit que F est un faisceau
de p-torsion, ou un p-faisceau, si le morphisme canonique
li_r)nnF — F est bijectif,
n
n parcourant l'ensemble des entiers tels que assn C p, c’est-a-dire, tels que les nombres
premiers divisant n soient dans p. Si p = P est 'ensemble de tous les nombres premiers, on
dit simplement que F est de torsion.

ProPOSITION 1.2. (i) F est de p-torsion si et seulement si F est le faisceau associé
a un préfaisceau a valeurs dans des groupes abéliens de p-torsion ; on peut prendre
lim(préf)
P=—F
assn Cp
1



2 IX. FAISCEAUX CONSTRUCTIBLES COHOMOLOGIE D’UNE COURBE ALGEBRIQUE

(i) Si F est de p-torsion et si X € Ob T est un objet quasi-compact, alors F(X) est un
groupe de p-torsion.

(iii) Si T est localement de type fini (VI 1.1), alors F est de p-torsion si et seulement si
F(X) est un groupe de p-torsion pour chaque X € ObT quasi-compact. Dans ce
cas, on a

lim HUT/X;,F) = HYTIX; F)
assnCp

pour chaque X quasi-compact et tout q.

(iv) Siu : T — T’ est un morphisme de topos et si F' est de p-torsion sur T, alors
Iimage inverse u* F est un faisceau de p-torsion surT.

(v) Siu : T - T’ est un morphisme de topos, avec T et T' localement de type fini et
u quasi-compact®, et si F est un faisceau de p-torsion sur T, alors les Riu, F' sont
des faisceaux de p-torsion sur T pour tout q.

Démonstration :

(i) Evidemment, si un faisceau F est de p-torsion, F est le faisceau associé au pré-
faisceau P dont le groupe des sections P(X) est le sous-groupe des éléments de
p-torsion de F(X). Inversement, soit F = aP(Il) le faisceau associé a P, ou Pest
a valeurs dans la catégorie des groupes abéliens de p-torsion. De la suite exacte

0->,P>P5P
on déduit une suite exacte
0—a(,P)> F5F,

d’ou a(,P) = ,F. Comme le foncteur a commute aux limites inductives, on
déduit de lim(préh
im(pré ~
Ln PSP
assn C p
qu’on a aussi
lim ,F— F.
—
assnCp
(ii) Posons P = lim(préf), F. Alorson a P C F, donc Pest un préfaisceau séparé, et
par suite

aP(X) = lim(ker([ | PCX) =),

ou comme d’habitude la limite est prise suivant les familles couvrantes { X; —
X }. Mais comme X est quasi-compact, il suffit de prendre les familles couvrantes
finies. Pour ces familles Hl~ P(X;) est de p-torsion; donc le ker 'est aussi. Par
suite aP(X) = F(X) est de p-torsion.
(iii) Pour vérifier que h_r)n . F — Festbijectif, il suffit de le faire pour les valeurs sur
X € ObT pour chaque X d’une famille de générateurs. On est donc ramené a
(ii) pour la premiére assertion. La deuxiéme assertion est une conséquence de
(iv) Conséquence de (i) puisque u*(aP’) = a(u - P)
(v) Conséquence facile de (iii).
On aura aussi besoin d’une variante non-abélienne. Mais il y a des problémes tech-
niques dans la définition (j’ignore s’ils sont sérieux), et on se contentera donc de donner
une définition pour la topologie étale d’'un schéma.

i. Un objet X d’un topos est dit quasi-compact si chaque famille couvrante {X; — X} peut étre
majorée par une famille couvrante finie. Un morphisme u de topos est quasi-compact si I'image inverse
de chaque objet quasi-compact est encore quasi-compacte.
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DEFINITION 1.3. Soit p un ensemble de nombres premiers. On dit qu’un groupe G est
un ind-p-groupe si chaque sous-ensemble fini de G engendre un sous-groupe fini d’ordre
n, avec assn C p. Il revient au méme de dire que les sous-groupes finie G, d’ordre n,, avec
assn, C p, forment un ensemble filtrant, et que G = li_r)nGa. Si p = P, on dit groupe

ind-fini au lieu de ind-p-groupe.
On vérifie immédiatement la

PROPOSITION 1.4. (i) Un sous-groupe ainsi qu’un quotient d’un ind p-groupe est
encore un ind p-groupe.
(ii) Une limite inductive filtrante de ind-p-groupes est un ind-p-groupe.
(iif) Une limite projective finie de ind-p-groupes est un ind-p-groupe.

DEFINITION 1.5. Soit X un schéma. On dit qu’un faisceau F de groupes sur X est un
faisceau de ind p-groupes (resp. de groupes ind-finis) si pour chaque U — X étale, avec
U quasi-compact, F(U) est un ind p-groupe (resp. un groupe ind-fini).

PROPOSITION 1.6. Soit F un faisceau de groupes sur le schéma X.

(i) Festun faisceau de ind-p-groupes si et seulement si pour chaque point géométrique
¢ de X, la fibre Fy est un ind-p-groupe.
(i) Si f : X - X' est un morphisme et si F' est un faisceau de ind-p-groupes sur
X', f*F' est un faisceau de ind-p-groupes.
(iii) Si f : X — X' est un morphisme quasi-compact et F est un faisceau de ind-p-
groupes sur X, alors f, F est un faisceau de ind-p-groupes.

Démonstration. (i) Supposons que F soit un faisceau de ind-p-groupes, et soit £ un point
géométrique de X. Alors F = h_r)n F(X'), ou X’ parcourt un systéme pseudo-filtrant de
schémas étales sur X (VIII 3.9). Il est évident que les X’ affines (donc quasi-compacts)
forment un ensemble cofinal, et que par suite F est limite inductive de ind p-groupes,
donc est un ind-p-groupe d’apres 1.4 (ii). Inversement, supposons que pour chaque & la
fibre F soit un ind-p-groupe et soit U — X étale, U quasi-compact. Soit S C F(U)
un sous-ensemble fini. Pour chaque point géométrique £ de U, I'image de S dans F;
engendre un groupe fini. Comme un groupe fini est de présentation finie, on conclut
aisément qu’il existe un U étale sur U, &-ponctué, tel que S engendre un groupe fini
dans F(U;) (cf. VIII 4). Un nombre fini de tels U, forment un recouvrement de U, soit
{U,,...,U,}. Alors I'image de .S dans [[ F(U,) engendre un sous-groupe fini, et comme
F(U) c [ F(U,), on a gagné.
L’assertion (ii) est triviale a partir de (i), et (iii) est immédiate.

2. Faisceaux constructibles

2.0. Soit T un topos. Rappelons qu’a chaque élément .S € Ob(Ens) on associe le
faisceau S associé au préfaisceau Ptel que P(X) = S pour chaque X € Ob(T). L’objet

de T qui représente Sy est
H e="Sxe’,

SES
e l'objet final de T. S est appelé faisceau constant, de valeur .S (IV). On définit d’une
maniere évidente la notion de faisceau de groupes constant, de A-modules constant (A un
anneau), et de faisceau abélien constant, de valeur M. Un morphisme fr : Sp — Spde
faisceaux constants est dit constant s’il provient d’'un morphisme d’ensembles f : S —
S’
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Un faisceau F est dit localement constant s’il existe un recouvrement {e; — e} de
I'objet final tel que F devienne constant sur chaque e;. On définit d'une facon analogue
la notion de faisceau de groupes ou de A-modules localement constant, et de morphisme
localement constant f . F — G, si Fet G sont des faisceaux localement constants. Enfin,
un faisceau de groupes ou de A-modules localement constant est dit de type fini (resp. de
présentation finie) si les valeurs locales sont des groupes ou des A-modules de type fini
(resp. de présentation finie).

LEMME 2.1. (i) Soit f : F — G un morphisme de faisceaux d’ensembles locale-
ment constant sur T, et supposons que les valeurs locales de F soient des ensembles
finis. Alors f est localement constant.

(ii) Soit f : F — G un morphisme de faisceaux de A-modules localement constants,
avec F de type fini. Alors f est localement constant, et le noyau et conoyau de f
sont localement constants.

(i) Soit0 - F' - F — F" — 0 une suite exacte de faisceaux de A-modules (resp. de
groupes), avec F' et F" localement constants, F" étant de présentation finie. Alors
F est localement constant.

Démonstration de (i) et (ii). On se raméne sans peine au cas ou F et G sont constants.
Traitons (ii) : soit F = My, G = Ny (M, N des A-modules), et soit S C M un sous-
ensemble fini de générateurs de M. Alors f est déterminé par sa restriction a Sy et f
sera localement constant si f|S 'est. On est donc réduit a (i) pour la premiére assertion
de (ii), et la deuxieme assertion est conséquence triviale de la premieére.

Il reste donc a démontrer (i). Supposons que F = S, G = S’ soient constants,
et notons aussi par f le morphisme d’objets f : S X e - S’ X e (notation comme ci-
dessus). Soient f, : e > S’ Xe (s’ € 5) les composants de f : puisque S est fini, il suffit
évidemment de traiter le cas f = f|, c’est-a-dire, ou S est un ensemble d’'un élément.
Soit X — e (s’ € §’) lafamille des morphismes qui rendent cartésiens les diagrammes

X,

e

igr

/ S’ xe

e

ouiy : e— 8’ Xeest«linclusion» dans la s'-iéme composante. La famille {i / } est
trivialement couvrante, donc { X, — e} l'est aussi. On vérifie immédiatement (puisque
les sommes directes dans un topos sont disjointes) que f devient constant sur X/, et
que par suite f est localement constant.

Démonstration de (iii). Traitons le cas des faisceaux de A-modules. On peut supposer
F' et F” constants, F” de valeur M” un A-module de présentation finie. Si M” est libre,
donc admet une base finie (e;)|<;<,, alors les e; définissent des sections de F", donc se
relévent localement en des sections de F, ce qui montre que localement I’extension F de
F" par F’ se scinde, ce qui prouve que F est localement isomorphe a F’' X F”, donc
est localement constant. Dans le cas général, choisissant un homomorphisme surjectif
@ . L" - M", avec L" libre de type fini; le noyau R de @ est de type fini, et posant
L=L7y Xpp F = L7 Xpn F;on voit d’'une part que L est une extension de L7 par G,
donc localement constant d’aprés ce qui précede, d’autre part qu'on a une suite exacte
0— Ry — L — F — 0, ce qui grace a (ii) implique que F est localement constant.

A partir de maintenant, on se borne aux topos étales des schémas.
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LEMME 2.2. Soit X un schéma et F un faisceau sur X qui est localement constant. Alors
F est représenté par un Y/X étale. Si de plus les fibres de F sont finies (resp. et non-vides),
alors Y est un revétement étale (resp. et surjectif).

Démonstration. Descente (SGA 1 IX 4.1 si F a fibres finies, SGA 3 X 5.4 dans le cas
général).

DEFINITION 2.3. Un faisceau d’ensembles (resp. de groupes, resp. de A-modules) est dit
constructible si pour chaque ouvert affineU C X il existe une décomposition de U en réunion
d’un nombre fini de sous-schémas constructibles (EGA Oy 9.1.2) localement fermés réduits
U, telle que le faisceau induit par F sur chaque U; soit localement constant, de valeur finie
(resp. finie, resp. de présentation finie'.

2.3.1. L’hypothese de finitude sur les valeurs locales revient a dire que pour chaque
point géométrique &, la fibre F; est finie (resp. finie, resp. de présentation finie). Il s’ensuit
immédiatement de 2.1 (i) qu’un faisceau de groupes F est constructible si et seulement
si le faisceau d’ensembles sous-jacent a F est constructible.

On fera attention que si F est un faisceau abélien, il est constructible en tant que
faisceau de groupes (ou encore, en tant que faisceau d’ensembles) si et seulement si il est
constructible comme faisceau de Z-modules, et si de plus ses fibres sont finies. Ainsi, Zy
est constructible comme Z-module, mais non comme faisceau de groupes.

PROPOSITION 2.4. (i) Soit X quasi-compact et quasi-séparé. Alors un faisceau
(resp. faisceau de groupes, resp. faisceau de A-modules) est constructible si et seule-
ment s’il existe une décomposition de X en réunion de parties localement fermées
constructibles, telle que F devienne localement constant, et fini (resp. fini, resp. de
présentation finie), sur chaque X .

(ii) Pour veérifier que F est constructible, il suffit de vérifier que F|U; est constructible
pour les U; d’un recouvrement ouvert donné de X.

(iii) Soit F : Y — X un morphisme. Alors f* F est constructible si F lest.

(iv) L’ensemble des points ot la fibre d’un faisceau constructible est non vide (resp. non-
nulle) est un sous-ensemble localement constructible (EGA Oy 9.1.2).

(v) Soit X localement noethérien. Alors un faisceau d’ensembles (resp. ...) F sur X est
constructible si et seulement si pour chaque x € X, il existe un ouvert non-vide
de l'adhérence X de x tel que F induise un faisceau localement constant de valeur
finie (resp. ...) sur U.

Démonstration. Evidemment, si f : ¥ — X est un morphisme et s’il existe une dé-
composition de X en réunion de parties X; localement fermées et constructibles, telles
que F devienne localement constant sur chaque X, il en est de méme de Yet f*F
(cf. EGA1V 1.8.2). Cela prouve I'implication <« de (i). Supposons maintenant que X soit
quasi-compact et quasi-séparé et soit {U,, ..., U, } un recouvrement ouvert affine de X
tel que F|U,; soit constructible pour chaque i. Pour trouver une décomposition de X
comme dans (i), il suffit de le faire pour U, et pour Y = X —U,, (avec la structure induite

réduite), U,, et Y étant constructibles dans X grace a I'hypothése « X quasi-séparé ». Or

i. Lorsque A n’est pas supposé noethérien, il est préférable, pour les besoins de 1’Algébre Homo-
logique, d’exiger ici, au lieu de la seule présentation finie pour le A-module M, qu’il ait une résolution
gauche par des A-modules libres de type fini. La notion introduite dans (2.3) devrait alors prendre le nom :
F est 1-constructible, (plus généralement, on définirait de facon évidente la n-constructibilité, pour tout
entier n > 0). Nous allons provisoirement pour le présent exposé garder la terminologie sous la forme
(2.3), qui est surtout raisonnable dans le cas ol A est noethérien, ou elle coincide avec celle qu’on vient de
signaler. Comparer SGA 6 I pour des notions de finitude dans des cas non noethériens.

10
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une décomposition existe pour U, d’apres la définition de la constructibilité, et Y est
réunion de n — 1 ouverts affines V;, = Y NnU; (i = 1,...,n — 1) avec F|V; construc-
tible, d’ou le résultat (i) par récurrence sur n. Le méme raisonnement démontre (ii) ; en
effet, ’hypothese implique que F|U est constructible pour chaque ouvert affine U « as-
sez petit », et on peut recouvrir un ouvert affine V arbitraire par un nombre fini de tels
ouverts. L’assertion (ii) montre que la notion de constructibilité est locale sur X, et (iii),
(iv) s’ensuivent immédiatement. L’implication = de (v) est immédiate, et ne dépend pas
de ’hypothese noethérienne. Si X est noethérien on démontre I'implication < par la
« récurrence noethérienne » habituelle.

PROPOSITION 2.5. Soit X quasi-compact et quasi-séparé, et F un faisceau de groupes ou
de A-modules constructible sur X. Alors il existe une filtration finie de F dont les quotients
successifs sont de la forme i\G, oui : U — X est l'inclusion d’une partie localement fermée
et constructible, et ot G est localement constant et constructible sur U. Si X est noethérien,
il existe une telle filtration, avec des U irréductibles.

11 Démonstration. D’apres 2.4 (i), il existe une décomposition de X en réunion finie
de parties localement fermées constructibles X; telles que chaque F|X; soit localement
constant et fini (resp. de présentation finie). Ecrivons X; = U; n CV;, ou U, et V; sont
des ouverts constructibles, et soit N le nombre d’ouverts de X dans la sous-topologie T
engendrée par {U;, V;}. Raisonnons par récurrence sur N :si West un élément non-vide
minimal de T, il est évident que F|W est localement constant et de présentation finie.

Soiti : W — X le morphisme d’inclusion et Y = X — W. On a la suite exacte
0— iji*F — F — F|Y — 0,

et on se réduit ainsi a le méme assertion pour Y et pour le faisceau F|Y, ol on peut
appliquer I’hypothese de récurrence.

PROPOSITION 2.6. Supposons que A soit un anneau noethérien.

(i) Une limite projective (resp. inductive) finie de faisceaux de A-modules ou d’en-
sembles constructibles est constructible. En particulier, le noyau, le conoyau et 'image
d’un morphisme de faisceaux de A-modules constructibles sont constructibles.

(i bis) Une limite projective finie de faisceaux d’ensembles (resp. de groupes) construc-
tibles est constructible, et si f : F — G est un morphisme de faisceaux de groupes
constructibles, le noyau, I'image, et le conoyau (siIm( f) est un sous-groupe normal)
sont constructibles. Une limite inductive finie de faisceaux d’ensembles construc-
tibles est constructible.

(ii) Soit0 - M’ - M — M" — 0 une suite exacte de faisceaux de A-modules
(resp. de groupes) avec M', M" constructibles. Alors M est constructible.

(iii) Soit M| - M, - My — M, — Ms une suite exacte de faisceaux de A-modules.
Alors si M; est constructible pouri = 1,2,4,5, il en est de méme pouri = 3.

12 Démonstration. (i) Nous laissons les assertions ensemblistes et pour les groupes au
lecteur. Pour le cas des faisceaux de A-modules, il suffit de démontrer que le noyau et
le conoyau d’un morphisme f : F — G de faisceaux de A-modules constructibles
sont constructibles. L’assertion est locale sur X, et on peut donc supposer X affine,
donc quasi-compact et quasi-séparé. Alors on se réduit au cas ou F et G sont locale-
ment constants par 2.4. (i), et on termine en utilisant 2.1 (ii) et 'hypothése noethérienne
sur A. On prouve de facon analogue I'assertion (ii) en utilisant 2.1 (iii). L’assertion (iii)
est immédiate a partir de (i) et (ii).
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ProPOSITION 2.7. Soient X un schéma quasi-compact et quasi-séparé, F un faisceau
d’ensembles (resp. de A-modules). Pour que F soit constructible, il faut et il suffit qu’il soit
isomorphe au conoyau d’un couple de morphismes H = G, ot H et G sont des faisceaux
d’ensembles représentables par des schémas étales de présentation finie sur X (resp. que
F soit isomorphe au conoyau d’un homomorphisme &\, y — Hy x, ou U et V sont deux
schémas étales de présentation finie sur X).

La suffisance résulte facilement de 2.6 (i bis).

Supposons que F'soit un faisceau d’ensembles constructibles. Utilisant I'existence des
sommes infinies dans le site étale sur X, on voit que I'on peut trouver un épimorphisme
G — F, avec G représentable par un schéma étale sur X, que 'on peut de plus supposer
somme de schémas affines G; (i € I), donc séparé sur S. Pour toute partie finie J de
I'ensemble d’indices I, soit G, la somme des G; pour i € J, et F; son image dans F.
Comme G et F sont constructibles, il en est de méme de F; (2.6 (i bis)), donc 'ensemble
X des x € X tels que les fibres de F et F; en un point géométrique de X sur x soient
égales, est localement constructible 2.4 (iv)). Comme la famille des X ; est croissante et
de réunion X, et que X est quasi-compact, 'un des X ; est égal a X (EGAIV 1.9.9). Cela
montre, quitte a remplacer G par G, que 'on peut supposer G affine, donc séparé sur
X, et quasi-compact sur X puisque X est quasi-séparé (EGAIV 1.2.4). Soit alors H =
G Xp G. C’est un sous-faisceau de G Xg G qui est représentable, donc est lui-méme
représentable (VIII 6.1). Comme G est de plus constructible (2.6 (i bis)), il résulte encore de
largument précédent qu’il est quasi-compact, donc (étant séparé sur X) de présentation
finie sur X. Cela prouve la premiére assertion de 2.7, et la deuxiéme se prouve par la
méme méthode (NB il n’est pas nécessaire que A soit noethérien). Signalons en passant
que la démonstration prouve aussi le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.7.1. Soient X un schéma, F un schéma étale sur X. Pour que le faisceau
étale correspondant sur X soit constructible, il faut et il suffit que F soit de présentation finie
sur X.

La proposition 2.7 nous sera surtout utile ici pour déduire certaines propriétés de
passage a la limite pour les faisceaux constructibles :

COROLLAIRE 2.7.2. Soit X un schéma quasi-compact et quasi-séparé. Alors tout faisceau
d’ensembles (resp. de ind-p-groupes, resp. de A-modules) sur X est limite inductive d’un
systeme inductif filtrant de faisceaux d’ensembles (resp. ...) constructibles.

Si F est un faisceau d’ensembles, reprenons les notations de la démonstration de
2.7, et soit L 'ensemble des couples (J, H'), ou J est une partie finie de I et H' une
partie ouverte quasi-compacte de H; = Gj Xy G;. On ordonne L de la fagon évi-
dente, et on constate que, puisque F est limite des F, et que chaque F; est limite des
Coker(H' — G}) pour les ouverts quasi-compacts H' de H, que F est limite inductive
du systéeme inductif des F, = Coker(H' — Fj)pour{ = (H',J) € L,d ol le cas ensem-
bliste. Le cas des faisceaux de A-modules se traite essentiellement de la méme facon, en
commencant par représenter F comme conoyau d'un homomorphisme &) y — %y x,
avec U, V'schémas étales et séparés sur X. Le cas des ind-p-groupes demande un peu plus
d’attention. Reprenant les notations précédentes, nous désignons par L(G) le faisceau
en groupes libre engendré par le faisceau d’ensembles G, par N le noyau de '’homo-
morphisme L(G;) — F déduit de G; — F, par L 'ensemble des couples (J, N), ou
N’ est un sous-faisceau d’ensembles de N ; qui est « quasi-compact » i.e. tel qu’il existe
un épimorphisme P — N', avec Preprésentable par un X-schéma quasi-compact. On

13
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ordonne L en déclarant que (J, N') est plus petit que (J;, N{) si J C J; et si I'ho-
momorphisme canonique L(G;) — L(Gy,) applique N; dans Ny. Il est immédiat que
L est filtrant, et que 'on obtient un systéme inductif de faisceaux en groupes Fj, in-
dexé par L, en prenant, pour ¢ = (J, N'), F, = faisceau en groupes quotient de L(G )
par le sous-faisceau en groupes invariant engendré par N'. Il est immédiat de plus que
F est isomorphe a la limite inductive des F, et il reste a prouver qu’il existe une par-
tie L' de L, cofinale dans L, telle que pour ¢ € L', F, soit un faisceau en p-groupes
constructible. Pour ceci, il suffit de prouver que pour tout J, on peut trouver un sous-
faisceau d’ensembles N’ de N qui soit quasi-compact, contienne un sous-faisceau d’en-
sembles quasi-compact donné N, et soit tel que le F, correspondant soit un faisceau en
p-groupes constructible. Notons d’abord qu’il suffit, pour ceci, que les fibres de F, soient
des p-groupes finis : alors F, sera automatiquement constructible, comme le lecteur vé-
rifiera sans peine. D’autre part, le lecteur pourra vérifier également que I’ensemble X 5/
des points x de X tels que la fibre de F, en un point géométrique au-dessus de x soit
un p-groupe fini est localement constructible. De plus, les parties X 5+ de X sont fonc-
tion croissante de N', enfin leur réunion est X tout entier : ce dernier point résulte du
fait que la limite inductive des F,, pour ¢ = (N', J) avec J fixé, est le sous-faisceau en
groupes F; de F engendré par le sous-faisceau d’ensembles Fj, qui est quasi-compact,
donc F; est a fibres des p-groupes finis. D’autre part, dans un groupe libre & un nombre
fini de générateurs, donc s’il est représenté comme réunion filtrante de ses parties finies,
I'une de celles-ci engendre tout le sous-groupe. De la résulte aisément que la réunion des
Xy est bien X. Utilisant a nouveau (EGA IV 1.9.9) on trouve que un des X ;s est égal a
X, ce qui acheve la démonstration de 2.7.2.

. Notons que la démonstration un peu pénible du cas des schémas en groupes met en
évidence le manque d’un sorite commode pour les conditions de constructibilité pour des
faisceaux en groupes a fibres pas nécessairement finies ; nous nous en excusons aupres
du lecteur en I'invitant a combler au besoin cette lacune par ses propres moyens, et lui
signalons en guise de consolation que dans 2.9 (iii) nous obtenons une démonstration
plus simple lorsque X est noethérien.

COROLLAIRE 2.7.3. Soient X un schéma quasi-compact et quasi-séparé, F un faisceau
d’ensembles (resp. de ind-groupes finis, resp. de A-modules) constructible. Alors le foncteur
Hom(F, G), ott G est un faisceau d’ensembles (resp. ...) variable, commute aux limites in-
ductives en G. Dans le cas ou F est un faisceau de A-modules, A étant noethérien, les fonc-
teurs Ext' (X ; F, G) en le A-module G commutent également aux limites inductives.

Ceci résulte de 2.7 et (VII 3.3) par les arguments habituels, qui sont laissés au lecteur.
De méme, la conjonction de 2.7 et des résultats de (VII 5) donne aisément :

COROLLAIRE 2.7.4. Soit I une catégorie filtrante, i — X; : I° — (Sch) un foncteur qui
transforme les fleches en morphismes affines et les objets en des schémas quasi-compacts
et quasi-séparés. Pour tout schéma Y, soit F.(Y') la catégorie des faisceaux d’ensembles (re-
sp. de ind-p-groupes, resp. de A-modules) constructibles sur Y. Alors on a une équivalence
de catégories

F(X) & lim F,(X)),
]

ou X = 1(21 X; (VIL 5) et ou le deuxiéme membre désigne la catégorie h_n)l de catégories

1
fibrées, définie dans En particulier, tout faisceau d’ensembles (resp. ...) constructible
sur X est isomorphe a I'image inverse d’un faisceau de méme nature sur un des X.
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ProrosITION 2.8. Soit f : X — Y un morphisme surjectif et localement de présenta-
tion finie, et soit F un faisceau d’ensembles (resp. ...) sur Y. Alors F est constructible si et
seulement si f*(F) est.

Nous utiliserons le

LEMME 2.8.1. Soit f : X — Y un morphisme surjectif et localement de présentation
finie, avec Y quasi-compact et quasi-séparé. Alors il existe une partition finie de Y en des
sous-schémas Y; de présentation finie sur Y (en particulier chaque Y; est constructible dans

X) et pour tout i, des morphismes finis surjectifs Y, =5 Y/ — Y,, avec h; étale et g
localement libre (i.e. plat et de présentation finie, en plus de la condition g; fini), et radiciel,

et enfin un Y-morphisme Y;" — X,

Utilisant le fait que Y est quasi-compact et quasi-séparé, on se raméne aisément au
cas ou Y est quasi-affine donc séparé (en utilisant un recouvrement ouvert affine fini
(U:)1<i<p de Yet considérantles Y; = U;—U; N Uj<i U;), puis au cas Yaffine (par le méme

argument). Le schéma X est réunion d’ouverts affines X, et I'image 7; de X; dans Yest
constructible (EGA IV 1.8.4), la réunion des T; est X puisque f est surjectif, d’ou s’ensuit
que X est réunion d’un nombre fini des 7; (EGA IV 1.9.9), de sorte que, remplacant X par
le schéma somme des X; correspondants, on peut supposer X affine. Alors le procédé
de passage a la limite standard (EGA IV 8 8.1.2 c)) nous permet de supposer de plus Y
noethérien. La récurrence noethérienne habituelle, et le procédé de passage a la limite
(EGA1V 8.1.2 a)) nous rameéne au cas ou Y est réduit au spectre d’'un corps k. Comme
alors X # @, il existe un point fermé x dans X, qui correspond a une extension finie k'
de k, elle-méme extension radicielle d’une extension séparable k de k. On prendra alors
Y’ = Spec(k}), Y" = Spec(k’), ce qui achéve la démonstration de 2.8.1.

La nécessité dans 2.8 étant triviale (2.4 (iii)), prouvons la suffisance. On est alors
ramené, par le lemme précédent, au cas ou f est de la forme gh, ou g et h satisfont
aux conditions énoncées pour g;, i; dans le lemme. On peut donc supposer successive-
ment, soit que f est fini radiciel, cas trivial par (VIII 1.1), soit que f est fini étale. No-
tons d’ailleurs que, utilisant I'hypothése que f*(F) est constructible et la définition de
la constructibilité, nous pouvions supposer (quitte a remplacer X par un X-préschéma
X' = Hl_ X; de présentation finie et & morphisme structural surjectif) que f*(F) est
déja localement constant. Mais lorsque f est étale et surjectif, cela implique que F est
localement constant. Comme de plus les hypothéses faites sur les fibres de f*(F) restent
valables pour celles de F, f étant surjectif, il s’ensuit bien que F est constructible, ce qui
acheve la démonstration de 2.8.

PROPOSITION 2.9. Soient X un schéma noethérien, A un anneau noethérien, et p un
ensemble de nombres premiers.

(i) La catégorie des faisceaux d’ensembles (resp. de ind p-groupes, resp. de A-modules)
sur X est localement noethérienne, c’est-a-dire, posséde un ensemble de générateurs
formé d’objets noethériens.

(ii) Un faisceau F d’ensembles (resp. de ind p-groupes, resp. de A-modules) sur X est
constructible si et seulement si il est noethérien. Si F est un faisceau de A-modules,
alors F est constructible si et seulement si il est quotient d’une somme finie de
faisceaux de la forme Ay x, ot U — X est étale et de type fini (notation deIV.2.4 :

Ay/x = Ag).

i. Cet énoncé est aussi donné dans EGAIV 17.16.4.

16
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(iii) Les sous-faisceaux constructibles d’un faisceau F d’ensembles (resp. ...) forment un
systeme inductif, et F est limite inductive de ces sous-faisceaux.

Démonstration. On laisse ’assertion ensembliste au lecteur. Traitons d’abord le cas
d’un faisceau de A-modules. Pour (i) il faut trouver un ensemble de générateurs dont les
éléments sont des objets noethériens. Or les faisceaux de la forme Ay,y, U — X étale
et de type fini forment un ensemble de générateurs dont on voit facilement qu’ils sont
constructibles, et il suffit donc de démontrer le lemme suivant :

LEMME 2.10. Soit X noethérien. Alors tout A-Module constructible est noethérien.

Démonstration du lemme.

Par récurrence noethérienne nous supposons le lemme vrai pour chaque sous-schéma
X' de X distinct de X. Prenons un ouvert non-vide X, de X tel que Finduise un faisceau
localement constant Fyy sur X,.

Soit maintenant { F;}, i € N une suite croissante de sous-faisceaux de F;,. Comme
pour un point géométrique P, générique pour une composante irréductible de X, la
fibre de F;, en Pest de type fini, la suite des fibres (F;) p est stationnaire, et nous pouvons
supposer qu’elle est constante. Or soit Q un point géométrique de X, spécialisation de
P (VI 7.2). Puisque F, est localement constant sur X|;, on voit immédiatement que le
morphisme de spécialisation FOQ - FOP (VIIL7) est bijectif, donc (F;)g — (F;)p est
injectif pour chaque i.

Soient V'/X étale et P-ponctué, et sq,...,s, des sections € F;(V) qui engendrent
(F;)p. Alors les s; engendrent (F;), pour chaque i et chaque point géométrique Q spé-
cialisation de P au-dessus de V. La suite de faisceaux F; est donc constante dans un
voisinage de 'image de P, disons dans X’ # @. Soit Y = X — X, il suffit donc de prou-
ver que la suite des F;|Y est stationnaire, ce qui résulte de ’hypothése de récurrence
noethérienne.

Les assertions (ii) pour les A-modules sont maintenant immédiates : Comme les Ay, x
sont des générateurs noethériens, on a évidemment Fnoethérien & Fest quotient d'une
somme finie de faisceaux Ay, y. Or Ay, y est constructible, et par suite, compte tenu de
2.6, F noethérien = F constructible ; 'implication inverse étant déja établie (2.10), cela
établit (ii). Enfin, ’assertion (iii) pour les A-modules est une propriété des catégories
localement noethériennes (cf. [1], Ch. IV).

Traitons maintenant le cas des ind-p-groupes. Notons d’abord qu’un faisceau de
groupes constructible F est certainement noethérien. En effet, puisque les fibres sont
finies, on peut employer le méme argument qu’avec les A-modules. On va maintenant
démontrer I’assertion (iii) directement, ce qui impliquera (i) - en effet, cela démontrera
que les faisceaux constructibles forment un ensemble de générateurs. De plus, un fais-
ceau noethérien quelconque sera alors nécessairement constructible, d’ou (ii).

Pour démontrer (iii), il suffit évidemment de démontrer qu’un sous-faisceau (en groupes)
S d’un faisceau F de ind p-groupes engendré par un nombre fini de sections s; € F(U,),
U, — X étale de type fini, est constructible ', (Puisqu’un faisceau constructible est noe-
thérien, il est engendré par un nombre fini de sections.) Par récurrence noethérienne, on
peut supposer que c’est vrai pour chaque sous-schéma fermé Y de X, distinct de X. Or
la notion de sous-faisceau engendré par des sections commute avec I'image inverse de
faisceaux ; en effet, soit L,y le faisceau qui représente le foncteur F +— F(U) dans la

i. Rappelons la définition de ce faisceau : soit L,y le faisceau qui représente le foncteur F — F(U)
dans la catégorie des groupes. La section s; € F(U,) induit un morphisme L,y — F, et S est 'image du

morphisme somme I, L;;,x — F. C’est le plus petit sous-faisceau qui « contient » les sections s;.
I
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catégorie des groupes. Alorssi f 1 ¥ — X,ona f*(Ly/x) = Ly, yy- Comme .S est
I'image de la somme des Ly x, et comme f* commute aux sommes, il est clair que f*S
est le sous-faisceau de f* F engendré par les sections f*(S)).

On peut donc supposer que .S induit un faisceau constructible sur chaque fermé Y
distinct de X, et il suffit ainsi (2.4 (i) de démontrer que S induit un faisceau constructible
sur un ouvert non-vide convenable de X. En remplacant X par un ouvert assez petit, on
peut supposer que chaque U, est un revétement étale de X. Il suffit de démontrer qu’alors
S est localement constant, a fibres finies sur un ouvert non vide convenable. C’est une
assertion locale sur X pour la topologie étale, et on peut donc supposer que chaque U,
est completement décomposé, disons U; = 11, X (somme de n; copies de X). Soient s
( = 1,...,m)les sections de F(X) telles que s; (s, ..., 5, ). Evidemment, S n’est autre
que le sous-faisceau de Fengendré par les s, ; € F(X).Comme F(X)estun ind p-groupe
(1.5) les s;; engendrent un sous-groupe fini 1.3. Donc on peut supposer que 'ensemble
des s; est un sous-groupe fini de F(X), mais alors S est identique au faisceau d’ensembles
engendré par les s;, qui est constructible en vertu de 2.6 (i) comme faisceau d’ensembles,
donc comme faisceau de groupes, C.QFD.

Dans les deux propositions suivantes, nous donnons des criteres pour qu’un faisceau
soit localement constant, ou constructible, en utilisant les homomorphismes de spécia-
lisation (VIII 7.7).

PROPOSITION 2.11. Soient X un schéma, F un faisceau d’ensembles (resp. de groupes
ind-finis, resp. de A-modules) constructible; dans le cas ensembliste, on suppose de plus
F a fibres finies. Soient x € X, x un point géométrique sur x. Pour que F soit localement
constant au voisinage de x, il faut et il suffit que pour tout point géométriquex’ générisation
de’X, et toute fléche de spécialisation x' — X (VIII 7.2), ’homomorphisme de spécialisation
(VI 7.7) Fx — Fy7 soit un isomorphisme.

Le cas d’un faisceau en groupes étant un cas particulier de celui d’un faisceau d’en-
sembles, nous nous contentons de traiter celui-ci; le cas d’un faisceau de modules se
traite de facon essentiellement identique. La nécessité de la condition étant triviale, nous
nous bornons a établir la suffisance. Comme la fibre I = F; est finie, quitte a remplacer
X par un schéma X' étale sur X convenable, on peut supposer que I'on peut trouver
un homomorphisme u : Iy — F du faisceau constant Iy dans F, induisant un isomor-
phisme pour les fibres en X. Utilisant la constructibilité des deux faisceaux, et 2.6, on voit
aisément que '’ensemble Z des points z de X tels que I'’homomorphisme induit sur les
fibres en un point géométrique z sur z soit bijective, est une partie localement construc-
tible de X. L’hypothese implique aussitdt qu’elle contient les générisations de x, donc
(EGAIV 1.10.1) c’est un voisinage de x, ce qui prouve que F est localement constant (en
l'occurrence, méme constant) au voisinage de x, C.Q.FD.

DEFINITION 2.12. ' : Un schéma X est dit connexe par arcs si pour tout couple P, Q de
points géométriques de X, il existe des points géométriques P = Py, ..., P,; Qq,..., 0, =
Q et des spécialisations (VIIL 7.2) P, - Q; et P,_; — Q; (i = 1,...,n). On dit que X est
localement connexe par arcs (pour la topologie étale) si pour chaque U — X étale il existe

un recouvrement étale {U; — U} de U tel que U, est connexe par arcs pour chaque i.

On vérifie immédiatement qu’on préschéma localement noethérien est localement
connexe par arcs.

PropoOsITION 2.13. (i) Soit X localement connexe par arcs et soit F un faisceau

i. La terminologie est due a S. Lubkin.
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d’ensembles (resp. de groupes, resp. de A-modules) sur X. Supposons que les fibres
de F sont finies (resp. finies, resp. de présentation finie). Alors F est localement
constant si et seulement si pour toute spécialisation P — Q de points géométriques,
le morphisme de spécialisation (VI 7.7) Fy — Fp est bijectif.

(ii) Supposons que X soit localement noethérien et que les fibres de F soient finies
(resp. finies, resp. de présentation finie). Alors, si pour toute spécialisation P — Q,
le morphisme de spécialisation F — Fp est injectif, F est constructible.

(iii) Supposons que X soit localement noethérien et que les fibres du faisceau d’en-
sembles F soient finies. Soit ¢ : X — N la fonction qui a x € X associe le
nombre d’éléments de la fibre F5; de F en un point géométrique X au-dessus de x.
Alors F est constructible si et seulement si ¢ est une fonction constructible i.e. , si
et seulement si ¢! (n) est constructible pour chaque n € N.

Démonstration.

(i) Soit Pun point géométrique de X. On va trouver un voisinage étale de P, c’est-
a-dire,un U — X étale P-ponctué, tel que F devienne constant sur U. Soit ¥/ un
voisinage étale de Ptel que F(V') — Fp soit surjectif. Un tel V'’ existe d’apreés
I’hypothése de finitude. Soit U — V' un voisinage étale de P dans V', tel que
U soit connexe par arcs. Alors F(U) — Fp est encore surjectif. Choisissons un
sous-ensemble .S C F(U) qui s’envoie bijectivement sur Fp. Si F est un faisceau
de groupes (resp. de A-modules), on voit facilement qu’on peut, en changeant
au besoin U, trouver un tel ensemble qui soit de plus un sous-groupe (resp. sous-
module) de F(U). On déduit un morphisme S;; — F|U, ou Sy est le faisceau
constant a valeur S. On a

(Sy)p — Fp.

Puisque chaque morphisme de spécialisation sur les fibres de F (resp. Sp) est
bijectif, et puisque U est connexe par arc, il s’ensuit que Sy, = F|U, dot le
résultat.

(ii) L’assertion est locale, et on peut donc supposer X noethérien. Soit P un point
géométrique au-dessus d’un point maximal de X. Il existe un voisinage étale
irréductible, donc connexe par arcs, U — X de P tel que F(U) s’envoie sur-
jectivement sur Fp. Il s’envoie alors surjectivement sur Fy, pour chaque point
géométrique Q de V, ou ce qui revient au méme, pour chaque point géométrique
de I'image U de V' dans X, car un tel point est spécialisation de Pet Fy — Fp
est injectif. Donc chaque morphisme de spécialisation dans U est bijectif, donc
F|U estlocalement constant. Par récurrence noethérienne on peut supposer que
F|X — U est constructible, d’ou le résultat.

(iii) 11 suffit évidemment de traiter le cas ou la fonction c est constante. Soit V' — X
un voisinage étale d'un point géométrique P au-dessus d’un point maximal de
X, tel que F(V') s’envoie surjectivement sur Fp. Soit .S un sous-ensemble de
F(V) tel que S = Fp. Alors on a, pour le faisceau constant .S v et pour chaque
spécialisation P — Q de points géométriques, un diagramme commutatif

Sy)p

~

Fp

(Sy)o Fo.



2. FAISCEAUX CONSTRUCTIBLES 13

Comme c(Fp) = c¢(Fp), la fleche F, — Fp est bijective, donc F est localement
constant dans un voisinage de P d’apreés (i). Par récurrence noethérienne, on a
gagné.
Le résultat (ii) suivant aura une utilité technique dans la suite ; il permettra de réduire
certaines vérifications au cas d’un faisceau constant.

PRrROPOSITION 2.14. Soit X un schéma.

(i) Pour tout morphisme fini et de présentation finie f : X' — X, et tout faisceau
d’ensembles (resp. de groupes ind-finis, resp. de A-modules) constructible sur X',
[ (F) est constructible.

(ii) Supposons X quasi-compact et quasi-séparé, et soit F un faisceau d’ensembles (re-
sp. ...) constructible sur X. Alors on peut trouver une famille finie (p; : X] — X;)
de morphismes finis, pour tout i, un faisceau d’ensembles (resp. ...) constructible
constant C,- sur X,.’, et un monomorphisme

F < Hpi*(ci)-

Prouvons d’abord (i). Par définition, on peut supposer X affine, et utilisant alors 2.7.4,
le procédé de passage a la limite standard nous rameéne au cas ou X est noethérien. Un
nouveau passage a la limite, utilisant encore 2.7.4 et de plus 2.4. (v), nous ramene au cas
ou X est le spectre d’un corps. Alors la conclusion se réduit a I’assertion correspondante
sur la fibre de f,(F) en un point géométrique sur X, laquelle résulte immédiatement de
(VII 5.5, 5.8).

Prouvons (ii). En vertu de 2.4 (i), il existe une partition de X en sous-schémas Y}, avec
des morphismes d’inclusion 4; : Y; — X de présentation finie, tels que la restriction F;
de Fachaque Y; soit un faisceau localement constant. Il est alors immédiat que les homo-
morphismes canoniques F — u;,(F;) définissent un homomorphisme F — Hi u;, (F;)
qui est un monomorphisme.

On pouvait méme s’arranger dans la construction précédente pour que chaque F;
soit, non seulement localement constant, mais de plus isotrivial, i.e. qu’il existe un mor-
phisme étale fini surjectif ¢; : Y/ — Y, tel que g/ (F;) soit un faisceau constant sur

Y/, soit C; iy, - Cela résulte par exemple aisément de la définition de 2.8.1 et de (VIII 1.1).

D’autre part, il résulte du « Main Theorem » sous la forme (EGA IV 8.12.6) qu’il existe
un morphisme fini p; : Z; - X et une immersion ouverte v; : Y/ — Z; de X-schémas.
Comme F; se plonge dans ¢,,(q/(F;)) = q;,(C;yr), F se plonge dans le produit des
Ui (g1 (Ciyr)) = Pis(0;,(Ciyr)). Si tout Z; est normal, alors le lemme (2.14.1) ci-dessous
implique que v;,(Cjys) =~ C;z, donc F se plonge dans le produit des p;,(C;7 ), et on a
terminé. Dans le cas général, introduisons le normalisé Z; de Z;,'image inverse Y,’ deY/
dans Z;,'immersion 7; : Yl' — Z;. On voit aussitdt que T’f contient les points maximaux
de Z,, donc est dense dans Z;. Sir; : Z; —» Z; ets; : T’f — Y/ sont les projections,
comme cette derniére est surjective, il s’ensuit que Cjy/ se plonge dans s;,(C, ?/) dons
;. (C; Y/) se plonge dans U,*(s,*(CY/)) = r,*(vl*(CY/)) qui est isomorphe a rl*(ClZ)
en vertu de (2.14.1) ci-dessous, donc F se plonge dans le produit des pl*(rl*(CZ ) =
1;+(Ciz ), out; = p;r; est la projection canonique Z; — X. Lorsque ce morphisme est

fini pour tout i, on a donc terminé. Dans le cas général, on peut dire seulement que Z;
est entier sur X, donc de la forme Spec(&;), ou &; est un faisceau quasi-cohérent de
Ox-Algébres, qui est entier sur Oy. Utilisant (EGA IV 1.7.7), on voit que &; est limite
inductive de ses sous-Algebres &, ; finies sur X, donc Z; est limite projective (VII 5) des

23
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préschémas Z;; = Spec(4,), finis sur X. Appliquant (VII 5.11), on trouve que 7;,(C;z )
est limite inductive des #;;:(C; Zij) out;; 1 Z;; » X estlaprojection canonique. En vertu
de (2.7.3), Thomomorphisme F — t,,(C;; ) se factorise donc par un homomorphisme
F - t,-j*(C,-Zij), pour un j = j(i) convenable. On pose maintenant X/ = Z, ), et on

trouve un plongement comme annoncé dans 2.14. Il reste a prouver le

LEMME 2.14.1. Soient X un schéma géométriquement unibranche (par exemple normal),
i : U — X une immersion ouverte quasi-compacte. Alors I’adhérence Z de U, munie de
la structure réduite induite, est également géométriquement unibranche, plus précisément,
pour tout z € Z, ona Oy, - Ox..,.z- Supposons d’autre part i dominant, et soit C
un ensemble, Cy; le faisceau constant sur U défini par C. Alors ’homomorphisme naturel
Cyx — i,(Cy) est un isomorphisme. Mémes conclusions si on remplace I'immersion ouverte
i par une inclusioni : x — X, ou x est un point maximal de X.

Utilisant (EGA IV 2.3.11), on est ramené pour la premiéere assertion au cas ou X est
local, de point fermé z, mais alors X ¢4 est integre et U non vide, donc Z = X 4 et
I’assertion est évidente (il suffisait donc, au lieu de X géométriquement unibranche, de
supposer ici que les anneaux locaux de X ¢4 sont integres). Pour la deuxiéme assertion,
regardant fibre par fibre, on se ramene grace a (VIII 5.3) loc. cit. au cas ou X est stricte-
ment local, et a prouver alors que H O(X ,Cy) > H 0(U, Cyp) est bijectif. Or ici encore,
X est irréductible, et U en est un ouvert non vide donc irréductible, et les deux membres
de I'application précédente s’identifient a C, d’ou la conclusion voulue. (On a utilisé ici
la notion « géométriquement unibranche » sous la forme de (EGA IV 18.8.14), comme si-
gnifiant que les anneaux localisés stricts de X .4 sont integres). Le cas de I'inclusion d'un
point maximal (énoncé ici pour la commodité de références futures) se traite exactement
de la méme facon.

REMARQUES 2.14.2. Lorsque X est noethérien, la démonstration donnée (ou une dé-
duction immédiate) montre que dans 2.14 (ii), on peut supposer les X/ integres; si de plus
on suppose X universellement japonais, i.e. les anneaux de ses ouverts affines univer-
sellement japonais (EGA 0Oy 23.1.1, IV 7.7.2), on peut de plus supposer les X/ normaux.

3. Théories de Kummer et d’Artin-Schreier

3.0. Onvanoter (G,,)y le faisceau représenté par le groupe multiplicatif Spec O [t,17']

sur X. Donc pour U — X étale, les sections de (G,,)y sur U sont les éléments inver-
sibles I'(U, Op;) de I'(U, Oy). Soit n € N. Le noyau de la puissance n-ieme dans (G,,) x
est le « faisceau des racines n-iemes de l'unité », noté (p,,) y est le « faisceau des racines
n-iémes de I'unité », noté () y. On a donc une suite exacte

n
Si n est inversible sur X (c’est-a-dire, si n est premier a chaque caractéristique résiduelle
de X), la puissance n-ieme est un morphisme surjectif pour les faisceaux :

THEORIE DE KUMMER 3.2. On a la suite exacte
n
0—->m)x = Gx = (G,x >0

sin € N est inversible sur X.

En effet, soit u € (G,,)x(U), U — X étale. Il faut trouver un recouvrement étale
{U; = U} de U tel que u induise une puissance n-ieme sur chaque U;. Puisque n est
inversible sur U, I’équation

T"—u=20
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est « séparable » sur U, i.e.,
U’ = Spec Oy[TI/(T" — u)

est étale au-dessus de U. Comme U’ — U est surjectif, il est couvrant et u induit une
puissance n-iéme sur U’, on a fini.

Signalons que lorsque n est inversible sur X, (1) y est un faisceau localement constant,
en fait localement isomorphe au faisceau (Z/nZ)y, et est constant dans des cas impor-
tants. La théorie de Kummer donne donc des renseignements sur la cohomologie de X
a valeurs dans certains faisceaux constants. En fait, on a par définition

H%(X,(G,)x) = I'(X,0%),
et pour la dimension 1 on a le
THEOREME 3.3. («théoréme 90 de Hilbert ») : On a un isomorphisme
H'(X,(G,)y) — PicX,
ou Pic X est le groupe des classes de faisceaux inversibles sur X.

Démonstration. Cela veut dire que le morphisme canonique

H' (X, (G,)x) — H' (X, (G, x)

zar’

est bijectif, ce qui revient au méme que de dire que
R'e,(G,)x=0

ou ¢, est 'image directe pour le morphisme de sites évident € : X, = X,,, (VIII 4). On
est donc réduit au cas ot X est affine. Comme on peut calculer H' par Cech (V 2.5) et
comme il suffit pour un X quasi-compact de prendre des recouvrements quasi-compacts,
c’est une conséquence immédiate de la théorie de descente pour les faisceaux (cf. FGA
190, ou SGA VIII 1).

3.3.1.  Supposons X noethérien et sans composante immergée et soient x; les points
maximaux de X. Soit Rj I’anneau artinien local de X en xj,etij : Spec Rj - Xle
morphisme d’inclusion. On a une injection canonique

(Gm)X - H ij*(Gm)Spec R;
J

de faisceaux sur X (resp. X,,,). Le conoyau D est appelé le faisceau dés diviseurs de
Cartier sur X (resp. X,

Zar)l'

COROLLAIRE 3.4. Soit X noethérien et sans composante immergée, soite : X — X,
le morphisme de sites canonique, et soit D le faisceau des diviseurs de Cartier sur X . Alors
€, D est le faisceau D,,, des diviseurs de Cartier sur X ,,,, et on a en particulier :

H°(X,.,D)~ H(X,,,D,,,).

et>
Démonstration. Si 'on applique €, a la suite exacte

0— (Gm)X - Hij*(Gm)Spech — D —0,
J

on trouve une suite exacte puisque R'e,(G,,)y = 0 (3.3), d’ot1 la premiére assertion.
Dans le cas ou X admet une caractéristique p # 0, le résultat suivant remplacera
parfois 3.2 pour I’étude des coeflicients de p-torsion :

i. Dans EGA IV 21, on dit simplement « diviseurs » au lieu de « diviseurs de Cartier ».

27
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THEORIE D’ARTIN-SCHREIER 3.5. On a la suite exacte
p
0— (ZIpZ)y - Oy — Oy = 0,

si X est de caractéristique p > 0, ot p est le morphisme de groupes additifs défini par
p(H)=sf"-1.

Le noyau de p est le faisceau des sections de Oy qui sont localement dans le corps
premier, donc est in faisceau constant. Le morphisme p est surjectif pour la topologie
étale parce que I'équation T? — T — a (a € I'(U, Op)) est toujours « séparable » en
caractéristique p, i.e. définit un revétement étale de U. Pour appliquer cette suite exacte
on utilisera bien entendu (VII 4.2).

PROPOSITION 3.6. (i) Soit X unschémaeti : x — X Uinclusion d’un point. Alors
HY(X,i (Z2),)=0

ou (Z), est le « faisceau constant » (ct. 2.0) de valeur Z.

(i) Si X est irréductible et si pour chaque point géométriquex de X le localisé strict X+
de X en X est irréductible (on devrait dire « X est géométriquement unibranche »
cf. EGA1V 18.8.14) alors on a

H(X,Z,) =0.

Démonstration.

(i) De la suite spectrale de Leray
EY = HP(X, R (Z),) = H"(x,(Z),)

on déduit une injection HY(X, i.(Z),) — H'(x, (Z),). Or puisque x = Spec k(x)
est le spectre d'un corps, il est bien connu que H (x, (Z),.) = 0 (cela résulte du
fait que H9(x, F)(q > 0) est de torsion en tout cas (cf. VII 2.2 et CG), et des
suites exactes 0 = Z — Z — Z/n — 0), d’ou le résultat.

(ii) Soiti : x = X l'inclusion du point générique de X. On voit immédiatement que
sous les conditions de (ii) le morphisme canonique (Z) y — i.(Z), est bijectif (la
réciproque étant d’ailleurs vraie également!), et (ii) est ainsi réduit a (i).

REMARQUES 3.7. Dans 3.6 (i) et (ii) on peut remplacer Z par n’importe quel groupe
abélien sans torsion. D’autre part, (ii) devient faux si on y abandonne I’hypothése que X
est géométriquement unibranche, comme on voit par exemple en prenant pour X une
courbe algébrique sur un corps K, admettant un point double ordinaire (faire le calcul
de H'(X,Z) dans ce cas!).

4. Cas d’une courbe algébrique

4.0. Soit X un schéma noethérien de dimension 1. Soient R(X) ’anneau des fonc-
tions rationnelles sur X, et i : Spec R(X) — X le morphisme d’inclusion. L’anneau
R(X) est artinien, produit des anneaux locaux de X aux points maximaux, et on peut
utiliser les résultats de (VIII 2).

Soit F un faisceau abélien sur Spec R(X) et considérons les faisceaux RYi, F, g > 0,
sur X. Il résulte aussitot de VIII 5.2 que la fibre de R% F en un point géométrique au-
dessus d’un point maximal de X est nulle. Puisque X est de dimension 1, un tel faisceau
est de nature tres spéciale :

LEMME 4.1. Soient X noethérien et F un faisceau sur X. Les conditions suivantes sont
équivalentes (on appellera un faisceau satisfaisant a ces conditions un « skyscraper sheaf») :
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(i) Le fibre de F, en tout point géométrique X de X qui est au-dessus d’un point non-
fermé x € X, est nulle.
(ii) Chaque section s € F(X') (X' — X étale de type fini) est nulle, sauf en un
nombre fini de points fermés de X.
(iii) Ona F ~ @x i i,"F, ou x parcourt 'ensemble des points fermés de X et ou
i

« - x = X est Uinclusion.

Démonstration. Supposons que (i) soit vrai, et soit z € F(X') (X' — X étale de type 31
fini). Alors le support de z (VIII 6.6) est une partie fermée de X’ formée de points fermés,
donc finie (X' étant noethérien), d’ou (i) = (ii). L’implication (ii) = (i) résulte du calcul
des fibres (VIII 3.9), et (iii) implique (i), car pour toute famille (G, ) de faisceaux sur les
points fermés x de X, le faisceau F = @i, .(G,) sur X satisfait (i), comme il résulte de
fait que les foncteurs fibres commutent aux sommes directes, et que le support de i .« (G, )
est évidemment contenu dans {x}.

Il reste a démontrer que (ii) implique (iii). Considérons le morphisme canonique

F— []iwi*F.
X
x parcourant 'ensemble des points fermés de X. D’apreés (ii), il se factorise par
F— @ii*F.
X

ce qui donne le morphisme cherché. Nous laissons au lecteur la vérification du fait qu’il
est bijectif.
4.1.1. Appliquons le lemme au faisceau RYi, F introduit plus haut : On a

RIiF S @i, = (R, F)
X
(x parcourant I’ensemble des points fermés de X). Or d’apres (VIII 5) la fibre de R%i, F
en un point géométrique X de X est
(RYi,F), ~ H9Spec R(Xy), F)

ou R(Xp) ~ R(X)®p, Ox_, Xx étant le localisé strict de X en X (VIII 4), et ot on dénote 32
aussi par Fle faisceau induit par F sur Spec R(X5). Supposons maintenant que le corps
résiduel de tout point fermé x de X soit séparablement clos. On aura donc (cf. aussi (VL

1))
HP(X, R, F) ~ H/(X, @ i i, * (R, F))
X

~ @ HP(X. i iy * (R, F))
X

~ @ HP(x.i, * (R%,F))
X

Hi9Spec R(X,),F) sip=0
X

~

0 sip>0.
On trouve le

COROLLAIRE 4.2. Soient X un schéma noethérien de dimension 1, tel que pour tout point
fermé x de X, le corps résiduel k(x) soit séparablement clos. Soit F un faisceau abélien,
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sur Spec R(X) (ou R(X) = anneau des fonctions rationnelles sur X ). Considérons la suite
spectrale de Leray ().

E? = HP(X, R%,F) = H""9(Spec R(X), F).
Ona
EPI=0sipetq>0,
Ey" = @ H(Spec R(X,). F) siq > 0,
X
ou x parcourt I’ensemble des points fermés de X, et ou X, est le localisé strict de X au point

X.
La suite spectrale donne donc une suite exacte

0 — H'(X,i,F) — H'(Spec R(X), F) — @D H'(Spec R(X,,). F)

— H?*(X,i,F) — H?(Spec R(X), F) — @ H?*(Spec R(X ), F)
X

4.3. Supposons maintenant que de plus la /-dimension cohomologique de Spec R(X),
pour un nombre premier ¢ donné, soit au plus égale a 1 (c’est-a-dire qu’on ait H9(Spec R(X), F) =
0,q > 1, pour chaque faisceau F de /-torsion sur Spec R(X)). Soient K', ..., K" les corps
résiduels de ’anneau artinien R(X), i.e. les corps résiduels des points maximaux de X.
Tenant compte du dictionnaire (VIII 2) la /-dimension cohomologique de Spec R(X) est

cd,(Spec R(X)) = sup{cd,(G(K'/K'))}.

ou cdy(G) est la /-dimension cohomologique du groupe profini G [cf. CG].
Chaque corps résiduel K, de R(X(x)), pour un localisé strict X(x) de X, s’identifie
évidemment a une extension séparable (infinie) d’un des K*, d’ott

cd (G, /K,)) < cd)(GEK IK')

d’apres (CG II 4.1, Prop. 10). Donc la /-dimension cohomologique cd,(Spec R(X(x))) est
aussi < 1.
En appliquant la suite exacte de 4.2 a un F de ¢-torsion, on trouve

0—- H'(X,i,F) - H'(Spec R(X), F) —
(4.3.1) @ H' (Spec RG(x)), F) - HX(X,i,F) - 0,

X
HIY(X,i,F)=0pourqg > 2.

Remarquons que ’hypothese que cd,(Spec R(X)) soit < 1 est satisfait si X est une
courbe algébrique sur un corps séparablement clos. (Théoréme de Tsen [6, th. 4.3]). Des
suites exactes analogues ont été étudiées dans ce cas par Ogg[2] et Safarevic.

4.4. Supposons que ¢ soit inversible sur X et prenons F = (G,,)R(X). Appliquant
3.3 et [CG, chap. I. prop. 12], on trouve, toujours sous I’hypothése que c¢d,(Spec R(X)) <
1.

H!'(Spec R(X),G,) =0
wan) { (Spec R(X),G,,)

H4(Spec R(X),G,,) 7 0 ¢g>2,
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ou le 7 sous I’égalité veut dire que le groupe du premier membre, qui est de torsion en
tout cas, n’a pas de /-torsion.

On a le méme résultat si on remplace R(X) par R(X(x)). Puisque le faisceau G,, sur
Spec R(X) induit évidemment de faisceau G,, sur Spec R(X(x)), on déduit de 4.2

{H1<X, (G, rex)) =0

4.4.2 . .
( ) Hq(X,l*(Gm)R(X))70, Slq> 1.

Or pour tout faisceau F sur X, on voit grace a 4.1 que le noyau P et conoyau Q de
I’homomorphisme canonique F — i,i* Fsont des « faisceaux gratte-ciel », donc (comme
les corps résiduels en les points fermés de X sont supposés séparablement clos) on a
H(X,P) = H(X,Q) = 0 pour i > 0, ce qui implique aussitdt, par la suite exacte de
cohomologie, que

H(X,F) — H'(X,i,i*F)
est un isomorphisme pour i > 2. Compte tenu de (4.4.2) on en conclut la relation

(4.5) H'(X,G,) = 0 pour i > 2,
valable lorsque X est un préschéma noethérien de dimension 1, satisfaisant a cd,(R(X)) <

1, et dont les corps résiduels en les points fermés sont séparablement clos. Compte tenu
de la théorie de Kummer (3.2) et de (3.3) on en conclut le

THEOREME 4.6. Soient X noethérien de dimension 1, n un entier qui est inversible sur
X, supposons que cdy(R(X)) < 1 pour chaque nombre premier { qui divise n, et que pour
tout point fermé x de X, le corps résiduel k(x) soit séparablement clos. Alors on a

HYX,(p,)x) =0siqg>2,
et la cohomologie pour g < 2 est donnée par la suite exacte
0~ HOX,(h,)x) = T'(X,0%) > (X, 0%) -
HY(X,(n,)y) — PicX 5 Pic X - H2(X,(n,)y) — O.

COROLLAIRE 4.7. Soit X une courbe compléte connexe sur un corps séparablement clos
k, de caractéristique premiére a n. Alors on a

HOX, (,)x) = my (k).
HY(X,(n,)y) = ,(Pic X) = ensemble des éléments de Pic X dont Uordre divise n,
H*(X,(n,)y) =~ (Pic X)/n ~ (ZInZ)",

oti ¢ est 'ensemble des composantes irréductibles de X.

Pour la derniere assertion, « rappelons » que le « schéma de Picard » [TDTE V] d’un
tel X/Spec k admet une décomposition

(4.8) 0— A— Picyy, —Z°—0
ou A est un groupe algébrique connexe sur Spec k. Or 'application « multiplication par
n» dans un tel A est étale, donc surjectif pour les points a valeurs dans k. Il s’ensuit
qu’on a

2(Pic X) = ,(A(k))
et

(Pic X)/n ~ (Z/nZ)“.

Si X est lisse sur Spec k, de sorte que la jacobienne A est une variété abélienne, le

groupe ,(Pic X) est isomorphe a (Z/n)?8, ou g est le genre de X. Bien entendu, on a aussi
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i, (k) =~ Z/nZ, donc les rangs des groupes de cohomologie en tant que Z/n-modules sont
1,2g, 1, ce qui est le résultat auquel on devait s’attendre.

5. La méthode de la trace

5.1. Soit X un schéma, f : X’ — X un revétement étale, et F un faisceau sur X.
Alors les formules d’adjonction donnent un morphisme de restriction

res

FX £ f*F.

Comme f est fini, on a HI(X, f,f*F) ~ HY(X', f*F) d’'ou un morphisme, appelé
également restriction :

(5.1.1) HYX,F) = HIX', f*F),

qui est d’ailleurs le morphisme évident. Mais dans le cas f étale on a aussi un autre
morphisme, appelé morphisme trace

(5.1.2) f.f*FSF,

qui donne des morphismes sur la cohomologie
t
(5.1.3) HYX', f*F) — HY(X, F).
Le morphisme trace est caractérisé par les deux propriétés suivantes :

(i) Il est de caractere local pour la topologie étale.
(ii) Si X' est somme disjointe de d copies de X, de sorte que f, f*F ~ F9 la trace
est I'application somme F?¢ — F.

L’unicité est triviale a partir de (i), (ii) puisque tout revétement étale est localement
constant. Ayant ['unicité, 'existence s’ensuit par I’argument usuel de descente.
De (ii) on déduit la formule suivante :

(5.1.4) treres : F — Fest la multiplication par le degré local de f.

Si le degré est une constante d, on en déduit que le morphisme treres : HY(X, F) —
HI(X, F) est la multiplication par d.

COROLLAIRE 5.2. Soit f : X' — X un revétement étale de degré constant d. Si F
est un faisceau de r-torsion sur X avec (r,d) = 1, alors HY(X', f*F) = 0 implique que
HYX,F)=0.

En effet, la multiplication par d induit un isomorphisme de F, donc un isomorphisme
sur la cohomologie. Si ce dernier isomorphisme se factorise par zéro,ona H4(X, F) = 0.

5.2.1. Soient maintenant i : U — X une immersion, f : U’ — U un revéte-
ment étale de degré d, et supposons f induit par un morphisme fini g : X’ — X par
changement de base, i.e. on a alors le diagramme cartésien

!

U’ : X'
S |g
U d X
Soit Fun faisceau sur U. On a
F res 1. f*F tr F,
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. — .,
donc, comme i, f, = g,i.,

(5.3) i,F res il f F—2 i, F,
d
et comme i, f, ~ g.i| (résulte p.ex. de (VIII 5.5)),
(5.4) §F— S g prp— iF,
d
d’ou
/ . res . tr )
(5.3") H(X,i,F) HIYX', i, f*F) HY(X,i,F)
dl
et
’ . res P tr .
5.4 HIY(X,i F) HYX',i| f*F) HIY(X,i F);,

\/

d

On déduit de (5.4) les corollaires suivants :

PROPOSITION 5.5. Soit X un schéma quasi-compact et quasi-séparé, { € P, et soit H
un foncteur semi-exact a valeurs dans (Ab), défini sur la catégorie des (-faisceaux sur X, et
compatible avec les limites inductives filtrantes. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) H=0.

(i) H(fi)(Z/f)) = 0 pour chaque f : Y — X fini, et chaque ouverti : U — Y de
Y, tel que U soit de présentation finie sur X. Si X est noethérien, on peut méme se
borner a prendre Y intégre.

Démonstration. D’apres 2.7.2 et 2.5 il suffit de vérifier H(F) = 0 pour F de la forme
F =i, G,oui : U — X estlinclusion d'un sous-schéma de X de présentation finie
sur X, et ou G est un ¢ faisceau localement constant « isotrivial » sur U. Soit U” — U
un revétement principal, de groupe g; tel que g devienne constant sur U”. Soit A le
(-groupe des valeurs de G sur U”. Le groupe g opére sur A, et cette opération détermine
la structure de G. Soit & un £-sous-groupe de Sylow de g, et soit U’ = U"/h le revétement
de U correspondant a h. Le degré d de U’ sur U est premier a /. Prenons un prolongement
de f : U" — U en un morphisme fini g : X’ — X, qui existe toujours (EGA 1V 8.12.6),
et soit i’ : U’ —» X’ l'inclusion. En appliquant (5.4) et le fait que d est premier a ¢, on
se réduit a démontrer que H(g,i| f*G) = 0.

Or il est bien connu que le seul groupe abélien de /-torsion qui est simple pour une
opération d’un ¢ groupe h est Z/{ avec opération triviale, et il s’ensuit qu’il existe une
filtration de A en tant que h-module, dont les quotients successifs sont isomorphes a Z/¢
avec opération triviale. Cette filtration donne une filtration correspondante de f*G, et
il suffit donc, pour démontrer que H(g,i| f*G) = 0 de démontrer que H (g,i,Z/r) = 0,
d’ou le résultat.

PROPOSITION 5.6. Soient X un schéma noethérien, { € P, et ¢ une fonction a valeurs
dans N, définie sur ’ensemble des schémas intégres finis sur X. Supposons que @(Y;) <
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@(Y5) chaque fois qu’il existe un X-morphisme Y, — Y,, et que l'inégalité est stricte si Y;
est un sous-schéma fermé de Y,, distinct de Y. Pour tout Y fini sur X, posons (Y') = Sup(Y;),
ou les Y; sont les composantes irréductibles de Y, munis de la structure induit réduite. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour chaque Y fini sur X et chaque (-faisceau F sur Y on a HY(Y,F) = 0 si

q > ¢(Supp F).
(ii) Pour chaque Y intégre fini sur X on a H4(Y,Z/0) = 0 siqg > @(Y).

Démonstration. Supposons que (ii) soit vrai. On peut appliquer la proposition précé-
dente a chaque HY, tenant compte que la cohomologie commute aux limites inductives
et aux images directes par morphismes finis, et on se réduit ainsi pour la vérification de
(i) au cas Y inteégre fini sur X, et F de la forme i\(Z/{);, oui : U — X est un ouvert
non-vide.

Or on a une suite exacte

0 — i(Z/0)y — (ZIt)yy — (Z/0);, — 0

ou Z =Y — U donc Z # Y. Faisant une récurrence sur la valeur de ¢, nous pouvons
supposer que H4(Z,Z/!) = 0 pour g > @(Y)—1,d’ou HY(Y,i,(Z/f)) = 0 pour g > ¢(Y)
grace a la suite exacte de cohomologie.

COROLLAIRE 5.7. Soit X une courbe algébrique sur un corps k séparablement clos et de
caractéristique différente de £, ¢ € P. Alors la cohomologie de X dans un faisceau F de
{-torsion est nulle en dimension > 2. Si X est affine, la cohomologie est nulle en dimension
> 1.

Posons, pour Y fini intégre sur X, @(Y) = 2dim Y (resp. ¢(Y) = dim Y'si X, donc Y,
est affine). D’apres 7.6 il suffit de démontrer que H4(Y,Z/¢) = 0 si ¢ > @(Y), or C’est
trivial si dim Y = 0. Il reste donc a démontrer que H9(Y,Z/¢) = 0sig > 2 (resp. sig > 1
dans le cas affine) pour une courbe integre Y. Puisque (Z/¢)y ~ (n,)y, c’est conséquence
de 4.6 pour g > 2.

Supposons X affine. Puisque les extensions radicielles n’affectent pas la cohomologie
(VI 1.1), on se réduit au cas ou k est algébriquement clos. Soit f : X’ — X la norma-
lisation de X, qui est un morphisme fini et un isomorphisme en dehors d’un ensemble
fini de points, disons .S. On a une suite exacte de faisceaux sur X

0— ZIn)y — f.(ZIn)y — e —0,

ou € est concentré sur S, donc ou H4(X, €) = 0 pour g > 0. On se raméne par (VIII 5.6)
a démontrer que

HYX, f.(ZIn)y)) ~ HI(X',Z/n) =0

siq > 1, c’est-a-dire, au cas X normale. On peut aussi évidemment supposer X connexe.
Soit i : X — X une immersion ouverte avec X compléte et non-singuliére. Puisque X
est affine, il manque au moins un point de X, et on voit immédiatement que par suite le
morphisme

A(k) —> Pic X
est surjectif, ol A est la Jacobienne de X (cf. (4.8)). Puisque A(k) est divisible par ¢ #
car k, il en est de méme de Pic X, d’ou H2(X, i) = 0 par 4.6, C.Q.FD.

REMARQUE 5.8. Signalons, pour référence ultérieure, que le raisonnement de 5.5 éta-
blit en fait le résultat suivant : Soient X un schéma quasi-compact et quasi-séparé, ¢ un
nombre premier, C une sous-catégorie strictement pleine de la catégorie des faisceaux



5. LA METHODE DE LA TRACE 23

abéliens de /-torsion constructibles, stable par facteurs directs et par extensions. Suppo-
sons que pour chaque morphisme fini f : ¥ — X et chaque ouverti : U — Yde Y
qui est de présentation finie sur X, on ait f,(i|(Z/{Z);) € C. Alors C contient tous les
faisceaux constructibles de /-torsion.
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EXPOSE X

Dimension cohomologique : premier résultats
M. Artin

1. Introduction

Dans cet exposé on convient, sauf mention expresse du contraire, que « faisceau »
signifie « faisceau abélien ».

Soient X un schéma et / € P. «Rappelons » qu’on appelle ¢-dimension cohomolo-
gique de X le plus grand entier cd) X = n (ou = oo si ce nombre n’existe pas) tel que
H"(X, F) # 0 pour au moins un faisceau de /-torsion F sur X. Si X = Spec A, nous
écrivons cd, A = cd, Spec A. Tenant compte du dictionnaire (VIII 2) on retrouve ainsi la
notion « classique » de [CG] dans le cas ou A = k est un corps. Comme on a évidemment
la formule

cdg(H X;) = supcdy X;
i 1

on peut, de facon évidente, étendre la théorie classique a un anneau artinien quelconque.
Cette théorie est exposée dans (CG) = « Cohomologie galoisienne » de Serre. Nous y
apporterons quelques précisions dans le n° 2.

Prenons par exemple le cas d’une variété X algébrique irréductible, de dimension n,
sur un corps séparablement clos k, et fixons ¢ # car k. Un théoréme qu’on trouvera dans
le n° 4 donne pour la dimension cohomologique la majoration 2n, qui est la dimension
« véritable » de X (suggérée par ’analogie topologique dans le cas ou k = C). Ce résultat
est assez élémentaire a partir de la théorie pour les corps, et en fait la majoration par 2n
peut étre améliorée sauf dans le cas ou X est complete : il existe une autre majoration,
2n — 1, qui est vraie chaque fois que dans X il « manque au moins un point ». Cette
derniére est la bonne « majoration stable », dans le sens que chaque X de dimension n
contient un ouvert de dimension cohomologique 2n — 1. Une troisiéme majoration est
obtenue pour une variété affine, o on obtient n comme dimension cohomologique. C’est
une généralisation d’'un des théoréemes de Lefschetz pour les sections hyperplanes. Ces
deux dernieres assertions sont plus profondes et ne pourront étre démontrées que plus
tard (XIV).

Notons que la dimension cohomologique n’est pas une notion locale (contrairement
a ce qui a lieu pour les espaces paracompacts). Par exemple un anneau hensélien a corps
résiduel séparablement clos est de dimension cohomologique nulle, mais si on enleve
le point fermé, on peut obtenir un nombre arbitrairement grand, savoir 2n — 1 sin =
dim A dans les cas les plus importants; ce qui est également en accord avec ’analogie
topologique fournie par la cohomologie de U — {x}, ou U est un petit voisinage ouvert
d’un point x d’un espace analytique complexe.

2. Résultats auxiliaires sur un corps

On a le suivant
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THEOREME 2.1. Soit k'/k une extension de type fini d’un corps k, et soit { € P. Alors
cdy k' < cdy k + deg. tr.(k'/k),

Si I'inégalité stricte est vraie et si { # cark, alors { = 2, k est ordonnable, et k' n’est pas
ordonnable (i.e. —1 est une somme de carrés dans k' ).

Rappelons que lorsque ¢ = cark onacd, k" < 1 (CGII 2.2) donc la question d’égalité
dans 2.1 ne se pose gueére. De plus, on a cd, k = oo si k est ordonnable. En effet la cloture
algébrique k de k contient une sous-extension k (un sous-corps maximal ordonné de k)
avec [k : k] = 2. Evidemment, cd, k = oo, et cd, k < cd, k d’aprés (CG I Prop. 14).

Démonstration. C’est presque tout bien connu. L’inégalité, ainsi que I'égalité sicd, k <
oo, sont des résultats de Tate (CG II 4.1.2). Il reste & démontrer que cdy k' < oo et
cdy, k = co impliquent k ordonnable et ¢ = 2, et il suffit de traiter les deux cas suivants :

a) [k : k] < oo,

b) k' = k(x) avec x transcendant sur k.
Dans le cas a) on peut supposer k'/k séparable. Alors le groupe de Galois H = G(k/k')
est un sous-groupe ouvert de G = G(k/k) et d’aprés un résultat de Serre [5] onacd, H =
cdy G sauf si G contient un élément d’ordre /. Comme un corps algébriquement clos k
ne peut pas avoir un sous-corps k d’indice fini sauf si ¢ = 2 et k est ordonnable [7], on
trouve le résultat.

Traitons le cas b). Soit R le hensélisé de Spec k[x] au point x = 0, qui est un anneau
de valuation discréte, et soit K le corps des fractions de R. Alors cd, k(x) < oo implique
cd;, K < oo. Il suffit donc de démontrer que cd, K < oo implique cd, k < oo, ce qui est
conséquence du théoréme suivant :

THEOREME 2.2. .. Soit R un anneau de valuation discréte hensélien, a corps de fractions
K et corps résiduel k. Soit { € P. On a

Cdz K = Cde k + 1
dans les deux situations suivantes :
(i) £ # cark.
(ii) ¢ # car K, k parfait, et cd, k < oo.

REMARQUE. Naturellement, si / = car K on a cdy K < 1 en tous cas (CGII 2.2). 11
reste donc a étudier la relation de cd, K avec, peut-étre, le module des différentielles
absolues _(2,1 (EGAV 20.4.3), dans le cas d’inégales caractéristiques lorsque cark = ¢, k
non parfait.!

Démonstration du théoréme. Comme pour le théoreme (2.1), la plupart est due a Tate.
Le cas (ii) est traité explicitement dans (CG II Prop. 12) si R est complet, et on se réduit
a ce cas au moyen du lemme suivant :

LEMME 2.2.1. Soit R un anneau de valuation discréte hensélien, a corps des fractions K,
et soit K le corps des fractions du complété R de R. Alors

G(KIK) ~ GKIK).
Démonstration. Cela veut dire que le foncteur L — L=LQ® K Kdela catégorie des
K-algebres étales dans la catégorie des K-algebres étales est une équivalence. Or chaque
algebre étale K’ de K est induite par une algébre étale convenable K’ de K. En effet,

i. Ce théoréme a été démontré récemment par Ax [1].
1. N.D.E. : Citer travail de Katé6 XXX



2. RESULTATS AUXILIAIRES SUR UN CORPS 29

sikK' = K [] ou «a satisfait a I’équation irréductible séparable f(T) = 0 a coefficients
dans R, il suffit de prendre pour K’ I'algébre K [ap], ou ag est racine d’une équation
fo(T) = 0 a coefficients dans R avec f, = f(m"), N grand et i I'idéal maximal de
R. Clest Iapplication de la « méthode de Newton » habituelle (Bourbaki, Alg. Comm. III
4.5). Il reste a démontrer que le foncteur est pleinement fidele (il est évidemment fidéle),
et il revient au méme de démontrer que si K’ est un corps, il en est de méme de K’. Soit
R’ le normalisé de R dans K', qui est fini sur R puisque K'/K est séparable. L’anneau
R’ est un anneau de valuation discréte, et le complété de R’ est R' = R ®r R. Donc
R’ est un anneau de valuation discréte, et comme K’ en est I’anneau total des fractions,
il est bien un corps.

Traitons I'assertion (i) de 2.2. Si cd, k < oo on est encore ramené par 2.2.1 a (CG II
Prop. 12) (Chypothése faite dans 1’énoncé de cette proposition que k soit parfait n’est
utilisée dans la démonstration que dans le cas de caractéristique résiduelle ¢). Il reste
donc a démontrer que cd, K < oo implique cd, k < oo.

Soit G = G(klk) = G(E/K ) ou K est I'extension non ramifiée maximale de K (i.e. le
corps des fractions de ’anneau de valuation discrete R a corps résiduel séparablement
clos, hensélisé strict de R), G = G(K/K), H = G(K/Iz), donc G = G/H. Soit G C G un
(-sous-groupe de Sylow, et soient k'/k, K'/K les extensions correspondant a G .Ona
cdy k < oo si et seulement si cdy k' < oo (CG I Prop. 14), donc en remplacant R par son
normalisé dans K, on se réduit au cas ou G est un /-groupe. Il suffit alors de démontrer
que si cdy G < o0, alors HN(G, Z/¢) = 0 pour N assez grand (CG I Prop. 20).

Onacd, H =1 d’apres la partie de i) déja démontrée, appliquée a R. De plus, on a

(2.2.2) H'(H,p,) = H' (SpecK,p,) = K*/K** = Z/¢.
En effet, H!(Spec K, ) = K*IK* d’apreés la théorie de Kummer IX 3.2. On a une suite

exacte
00— R — K* —Z7Z— 0,

et R* est divisible par ¢ puisque R est strictement local et  inversible dans R, d’ou (2.2.2).
Considérons la suite spectrale de Hochschild-Serre

qu = HP(E’ Hq(H’ ué)) == HP‘HI(G’ l’lé)
Ona E}? =0sig > 1.Side plus cdy G < oo, le morphisme « cobord »
H""NG,H'(H,py)) — H" (G, py)
doit étre bijectif pour n assez grand, et il faut démontrer qu’alors
H"Y(G,H'(H,p,)) = H"'(G,Z/¢) = 0.
Posons R’ = R[x'] avec x't = X, x le parametre local de R, et soient K’ le corps des
fractions de R’, G' = G(K/K'), etc. Le corps résiduel de R’ est k, puisque nous avons

supposé G un (-groupe, donc que les racines /-iemes de I'unité sont dans K. On a un
diagramme

H' G’ G
H G G,

d’ou un morphisme de suites spectrales de Hochschild-Serre, qui donne un diagramme
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commutatif
Hn_l(ﬁa HI(H,’ l»ll))

T

e Hn+1(G, ul)

/

H" (G, H'(H, )

Comme cdy, G < oo implique cdy G’ < o0, tous les morphismes dans ce diagramme sont
des isomorphismes pour n grand. Mais le morphisme

Z/r=HY(H,pn) — H'(H',p,) = Z/(
qui induit la fleche € est évidemment nul, donc H n=1(G,Z/¢) = 0, C.QFD.

THEOREME 2.3. Soient A un anneau noethérien hensélien de dimension 1, et ¢/ € P
inversible dans A. Soient k le corps résiduel de A et R(A) I’anneau des fonctions rationnelles
surSpec A. On a

Cd£ R(A) < Cdﬁ k + 1,

et [’égalité est vraie si { # 2 ou si k n’est pas ordonnable.

Démonstration. En remplacant A par A/ Ppour un idéal premier minimal Pde A et en
appliquant VIII 1 on voit qu'on peut supposer A integre. Soient K son corps des fractions,
R son normalisé, qui est local et hensélien, donc un anneau de valuation discrete (il est
noethérien d’apres Krull-Akizuki (Bourbaki, Alg. Comm. Chap. 7, § 2, prop. 5)) et soit k'
le corps résiduel de R. Il est connu que [k’ : k] < oo (loc. cit.). Or K est le corps des
fractions de R et on a donc

CdéK=Cd£k, +1 SCdek'i‘l
d’apres 2.2, avec ’égalité sous la derniére hypothese de 2.3, d’apres 2.1.
ExeEMPLE. L’égalité n’est pas vraie pour ¢/ = 2, A étant le hensélisé a 'origine de
Rx, y)(x* + ).

COROLLAIRE 2.4. Soit A un anneau local noethérien a corps résiduel k, et soit { € P
inversible dans A. Supposons que ¢ # 2 ou qu’aucun corps résiduel de Spec A ne soit ordon-
nable. Alors on a

Cdé R(A) > Cdg k + dim A,
ott R(A) est I’anneau des fonctions rationnelles sur Spec A.

Démonstration. On peut supposer A inteégre, de corps des fractions R(A) = K. Soit
x € my. Alors dim A/(x) = dim A — 1. Par récurrence sur dim A, on a
cdy R(A/(x)) > cdyk+dimA — 1.

Soit k' un corps résiduel de R(A/(x)) tel que cd; k' = cd, R(A/(x)) (cf. VIII 1), et soit
PTidéal premier, noyau de A — k’. L’anneau Ap est de dimension 1. Il suffit donc
de démontrer le corollaire pour I'anneau local A p, c’est-a-dire, on est réduit au cas ou

dim A = 1. Soit A le hensélisé de A. Chaque corps résiduel de R(A) s’identifie a une
extension séparable de R(A) = K, et on a donc
cdy R(A) = cd, K > cd, R(A).

On est ainsi ramené au cas ou A est de dimension 1 et hensélien, ce qui est conséquence
de 2.3.
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COROLLAIRE 2.5. Soit X un schéma noethérien et soit £ € P inversible sur X. Alors
cd; R(X) > dim X.

En effet, soit x € X un point tel que dim X = dim Oy , (ou tel que dim Oy , est
trés grand si dim X = o0). Soit A le hensélisé strict de Oy ,. Alors on a cdy, R(X) >
cdy R(Ox ) = cdy R(A) d’apres le raisonnement habituel. De plus, dimA = dim X
(resp. est trés grand). Si/ = 2, et si £ est inversible sur X, alors I’équation T2+1=0est
séparable sur A, donc —1 est un carré dans A parce que A est strictement local, donc les
corps résiduels de A sont non ordonnables. Donc les hypothéses de 2.4 sont satisfaites
pour A en tout cas, et on a cd, R(A) > dim A, d’ou le résultat.

3. Corps des fractions d’'un anneau strictement local

3.0. Nous aurons un besoin essentiel, pour les numéros suivants, de la connaissance
de cdy R(A), ou A est un anneau strictement local, c’est-a-dire hensélien a corps résiduel
séparablement clos. Malheureusement on ne connait pas cd, R(A) dans le cas général,

par exemple si A = zp[[x]](p #0).

2

On conjecture” cependant que si A est noethérien et ¢ est inversible dans A, on a

(3.1) cdy R(A) =dim A (¢ inversible dans A),

du moins dans les cas les plus importants, par exemple si A est un anneau excellent
(EGAIV 7.8.2).

Notons que si dim A = 1, (3.1) est vrai d’aprés 2.3. De plus, on a I'inégalité > d’apres
2.5 en tout cas. Nous démontrerons plus tard (XIX) que (3.1) est aussi vrai si A est ex-
cellent de caractéristique résiduelle nulle, en utilisant la résolution des singularités [3].
Ici nous démontrerons (3.1) seulement dans le cas facile 3.2. ci-dessous.

Naturellement onacd, R(A) < 1 si A est de caractéristique ¢, donc ce cas est trivial. Il
reste de plus a analyser le cas d’inégales caractéristiques, avec caractéristique résiduelle
/, et on ne s’attend pas a ce que (3.1) soit vrai dans ce cas-la. Il faudra certainement tenir
compte du rang du module Q}C (k le corps résiduel), i.e. du degré [k : k*].3

PROPOSITION 3.2. Soit X un préschéma de type fini sur le spectre d'un corps k ou sur
le spectre d’'un anneau de valuation discréte R, et soit { € P inversible dans k (resp. R).
Alors 3.1 est vrai pour chaque anneau A qui est un localisé strict de X.

Démonstration. Prenons X intégre (on se réduit a ce cas comme d’habitude), et soit
n = dim X.

Supposons que X soit défini sur un corps séparablement clos k. Alors pour chaque an-
neau A qui est un localisé strict de X en un point fermé, on a dim A = n. Comme chaque
corps résiduel K de R(A) s’identifie a une extension algébrique de R(X) et comme

deg.tr .(R(X)/k) = dim X = n,

onacdy, K < ndapres 2.1, dou cdy R(A) < n. L’inégalité opposée est conséquence de
2.5.

Supposons maintenant que X soit de type fini sur Spec R, R un anneau de valuation
discrete, et soit A le localisé strict de X en un point x. Si x n’est pas au-dessus du point
fermé de Spec R, on se réduit immédiatement au cas ou X est de type fini sur un corps
(en localisant R). On peut aussi pour la méme raison supposer que le morphisme X —
Spec R est dominant.

2. N.D.E. : Démontré par O. Gabber XXX
3. N.D.E. : Voir [Gabber-Orgogozo] XXX

51

52



53

54

32

X. DIMENSION COHOMOLOGIQUE : PREMIER RESULTATS

Supposons pour l'instant que de plus R est un anneau de valuation discrete stricte-
ment local et que le point x est fermé dans X. Alors on a dim A = dim X = n (EGAIV
5.6.5). Comme chaque corps résiduel K de R(A) s’identifie a une extension séparable de
R(X)ona

cdy R(A) < cd, R(X) < cdy L+ deg.tr (R(X)/L)=1+(mn—1)=n

d’apres 2.1 et 2.2, ou L est le corps des fractions de R, d’ou le résultat dans ce cas, compte

tenu de

2.5.

On déduit le cas général de ces cas particuliers au moyen du lemme suivant :

LEMME 3.3. (i) Soit X de type fini sur le spectre d’un corps k et soit A un anneau

(i)

localisé strict de X en un point x. Alors il existe un corps k' séparablement clos, un
schéma X' de type fini sur Speck’, et un point x' fermé dans X' tel que A soit
isomorphe d un anneau localisé strict de X' en x'.

Soit X de type fini sur Spec R, R un anneau de valuation discréte, soit x un point
de X au-dessus du point fermé de Spec R et soit A un localisé strict de X en x. Il
existe un anneau de valuation discréte strictement local R, un schéma X' de type
fini sur Spec R’, et un point fermé x" de X' au-dessus du point fermé de Spec R’,
tel que A soit isomorphe a un localisé strict de X' en x'.

Démonstration.

(i)

On peut prendre X affine.

Soit Y I'adhérence de x dans X, avec la structure induite réduite, et soit
d = dimY. Par le lemme de normalisation ([2] Chap. V §3 n° 1), il existe un
morphisme

X — Specklyy,...,ys1 =T

induisant un morphisme fini ¥ — T. Par suite I’anneau localisé strict de Oy ,
est isomorphe au localisé strict de Oy s, o1 X’ = X Xy Spec R(T), et ou1 x' est
un point fermé dans X'.

Ce cas se traite d’'une facon analogue. On peut supposer X affine, d’anneau A.
Soit Y1’adhérence de x dans X avec la structure induite réduite, qui est un sous-
schéma fermé de la fibre fermée X, de X sur Spec R, et soit d = dim Y. Alors,
en relevant les éléments yy, ..., y; de AQ@pg k envisagés dans (i) en des éléments
de A, on trouve un morphisme

X —> Spec R[y, ...,y =T

induisant un morphisme fini Y — T,. Soit R’ le localisé strict de R[y, ..., y;] =
B en l'idéal premier mB. Alors R’ est un anneau de valuation discréte stricte-
ment local, et on peut prendre X’ = X Xy Spec R’, et x’ un point fermé de X’
au-dessus de x.

4. Dimension cohomologique : cas / inversible dans O

THEOREME 4.1. Soit X un schéma noethérien, { € P, et ¢ une fonction sur X, a valeurs

dans N,
(1)
(ii)

et satisfaisant aux conditions suivantes :

Pour chaque x € X, cd, k(x) < @(x).
Soitx € X ety € Y = adhérence de x, y # x. Soit K I’anneau des fonctions
rationnelles d’un localisé strict de Y au-dessus de'y. On acd, K < @(x) — @().
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Alors pour chaque faisceau de {-torsion F sur X on a
HYX,F)=0
si q>(p(F)Ol;fSup{(p(x) | x € X, F; # 0}.
€

Démonstration. Les hypothéses seront aussi vérifiées pour la fonction restriction de
@ a un sous-préschéma quelconque de X, donc par récurrence noethérienne nous pou-
vons supposer le théoreme vrai pour chaque sous-préschéma fermé de X distinct de X.
Soit F donné et écrivons F = h_n)1 F; ou les F; sont les sous-faisceaux constructibles de
F(IX 2.9 (iii)).

Pour chaque F;, 'ensemble des x € X tels que F, # 0 est constructible dans X, et
nous pouvons appliquer ’hypotheése de récurrence a chaque F; dont le support n’est pas
dense. On voit ainsi que ’hypothése de récurrence implique en fait que le théoréeme est
vrai pour chaque F qui est nul en au moins un des points maximaux de X. Nous allons
donc supposer que F ne satisfait pas a cette condition.

Soit maintenant i : Spec R(X) — X l'inclusion, ou R(X) est 'anneau des fonctions
rationnelles de X, et considérons la suite exacte suivante, ou K et C sont définis comme
noyau et conoyau respectivement :

0—K—F —iJi'F—C—0.

Ici K et C sont nuls en chaque point maximal de X, donc d’apres (ii), p(K) (resp. @(C))
est strictement plus petit que n = @(F), dou H4(X,K) = HY(X,C) = 0 pour ¢ > n.
Donc, pour démontrer HY(X, F) = 0 pour g > n, il suffit, grace aux suites exactes de
cohomologie, de démontrer H4(X,i,i* F) = 0, donc nous pouvons supposer que F est
de la forme i, G, pour un /-faisceau convenable G sur Spec R(X).

Examinons la suite spectrale de Leray

ENY = H?(X, R%,G) = H""(Spec R(X), G).

Or R(X),¢q est produit des corps k(x) pour x maximal dans X, donc cd; R(X) < n
d’apres (i), donc I’aboutissement de la suite spectrale est nul en dimension strictement
supérieure a n. Nous voulons démontrer que Ego = 0 pour p > n. En examinant la suite
spectrale, on voit qu’il suffit de démontrer que E5? = 0sig > Oetsip > n—g— 1. Donc,
par récurrence, il suffit de démontrer que @(R%,.G) < n — g pour g > 0. Mais d’apres
VIII 5.2 la fibre de RYi,G en un point géométrique y au-dessus d’un point y € X n’est
autre que H9(Spec K, G), ou K est 'anneau des fonctions rationnelles du localisé strict
de X en Y, et Gk est le faisceau induit sur Spec K. On a cd; K < n — @(y) d’apres (ii),
d’ou (R7,G); = 0siq > n— @(y), ce qui donne le résultat cherché.

COROLLAIRE 4.2. Soient X un schéma noethérien, { € P, n € N, et supposons que les
conditions suivantes soient satisfaites :

(i) Pour chaque point 'y de X de codimension c, on a cd, k(y) < n —2c.
(ii) Pour chaque anneau A, localisé strict d’un sous-schéma fermé irréductible Y de X,
onacd, R(A) < dim A.
Alors

Cde X <n.
Plus précisément, si F est un {-faisceau qui est nul en chaque point y de codimension
<s,ona
HYX,F)=0siqg>n-—2s.
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En effet, on peut prendre ¢(y) = n — 2 codim y et appliquer 4.1, dont la condition (i)
(resp. (ii)) résulte de la condition correspondante de (i) (resp. (ii)) de (4.2), compte tenu
pour (ii) de I'inégalité dim Oy , + dim Oy , < dim Oy ).

COROLLAIRE 4.3. Soit X de type fini et de dimension n sur un corps k et soit { # car k.
Alorscd) X <2n+cd, k.

On applique le corollaire précédent, en y remplacant n par 2n + cd,k, et utilisant 2.1
et 3.2 pour vérifier les conditions (i) et (ii) de 4.2, et tenant compte pour (i) de 'inégalité

deg.tr . K(y)k +dimOy ), < dim X.

COROLLAIRE 4.4. Soit X noethérien, et { € P inversible sur X. Supposons que la condi-
tion (ii) de 4.2 est satisfaite, et que de plus ¢ # 2 ou qu’aucun corps résiduel de X ne soit
ordonnable. Alors on a

cd, X < cd, R(X) +dim X < 2cd, R(X).

On pose n = c¢d;, R(X)+dim X dans 4.2, et on applique 2.4, qui implique la condition
(i) de 4.2, car

cdy k(y) < cdy ROy ,) - dim Ox,y < cd;, R(X) — dim Ox,<n- 2 dim Ox -
La deuxiéme inégalité dans 4.4 résulte de 2.5.

ExeEMPLE 4.5. L’hypothése inélégante sur les corps résiduels faite dans 4.4, est néces-
saire, comme on voit avec X = Spec R[x, y, Z]/(x? + y* + z2), o toutes les autres condi-
tions sont satisfaites, avec dim X = cd, R(X) = ¢ = 2, mais le faisceau Z/2 concentré
au point (0, 0, 0) a une cohomologie non nulle en chaque dimension, donc cdy X = +oc0.

4.6. On est tenté aussi d’essayer dans 4.2 de mettre des hypothéses seulement sur
les points fermés de X, mais ce n’est pas possible. Par exemple il existe des anneaux de
valuation discréete a corps résiduel algébriquement clos et a corps de fonctions ayant une
dimension cohomologique arbitrairement grande °. Le spectre d’un tel anneau aura aussi
une dimension cohomologique tres grande.

5. Dimension cohomologique : cas / = p

5.0. En utilisant la théorie d’Artin-Schreier (IX 3.5) on obtient une meilleure majo-
ration que 4.3 pour la p-dimension cohomologique d’un schéma X de caractéristique p.
Soit cdqc X le plus grand nombre n tel que H"(X, F) # 0 pour au moins un faisceau de
Modules F quasi-cohérent sur X (au sens de Zariski). On a le

THEOREME 5.1. Soit X un schéma noethérien de caractéristique p > 0. Alors
cd, X <cdqe X + 1.

En particulier, la p-dimension cohomologique d’un schéma noethérien affine X de caracté-
ristique p > 0 est au plus égale a 1.

Démonstration. Appliquons IX 5.5 :
Tenant compte du fait que les R7f, F, ¢ > 0, sont nuls pour un morphisme f fini et
pour un faisceau abélien F (VIII 5.5) (resp. un faisceau F quasi-cohérent), on se raméne

3. Pour s’en convaincre, il suffit de noter que si X est un schéma algébrique lisse sur un corps
k, admettant un point x € X (k), alors on peut trouver un «arc de courbe formel » passant par x dont
«’enveloppe algébrique » soit X, et dont le corps des fonctions contient donc celui K de X, et y induit
une valuation discréte dont le corps résiduel est k.
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a démontrer que H4(X,i,(Z/p)y) = O pouri : U — X une immersion ouverte et pour
q > cdqc X.

Or soit Y un sous-préschéma fermé de X de support X — U et soit J le faisceau
cohérent d’idéaux définissant Y. Le morphisme p : f +— f? — f (IX 3.5) induit un
morphisme J — J. En examinant la suite exacte IX 3.5 et la suite exacte

0 — i|(Z/p)y — (ZIp)x — (ZIp)y — 0,
on voit qu’on a en fait une suite exacte
() 0— iy(Zpy—J —J —0.

Puisque J est cohérent on a HY(X,J) = 0 pour g > cdqc X, d’ou le résultat par la suite
exacte de cohomologie.

Pour un schéma quasi-projectif sur un corps k séparablement clos, on peut réduire
cette majoration dans certain cas de 1. On a en fait

COROLLAIRE 5.2. Soit X un schéma de type fini sur un corps k de caractéristique p > 0.
Ona

cde <dimX +1,
et si k est séparablement clos et X quasi-projectif>, on a
cd, X < dim X.

En effet, la premiere assertion est claire, puisque cdqc X < dim X ([6] 4.15.2). Trai-
tons la deuxieme : Pour un tel X, les groupes de cohomologie H"(X, F) (n = dim X),
pour un faisceau cohérent F, sont des espaces vectoriels de dimension finie sur k. Soit
V = H"(X,J), ou J est le faisceau d’idéaux qui figure dans la suite exacte (). Le mor-
phisme ¢ : V' — Vdéduit de (*) est évidemment de la forme @ = ¢ — id ou € satisfait a
e(rv) = rPe(V) pour r € k et v € V. La jacobienne de I'application @ du schéma affine
déduit de @ est donc —1, ou I est la matrice identique. Par suite @ est étale, donc surjectif
parce que additif, et il s’ensuit que @ est surjectif puisque k est séparablement clos, d’ou
aussitot la conclusion.

6. Dimension cohomologique pour un préschéma de type fini sur Spec Z

PROPOSITION 6.1. Soit X quasi-fini au-dessus de Spec Z. Supposons que { # 2 ou que

chaque corps résiduel de X de caractéristique zéro est totalement imaginaire. Alorscd, X <
3.

C’est une conséquence du théoreme 2.2 (ii), du corollaire 4.2 et du fait qu'un corps
de nombres (totalement imaginaire si ¢ = 2) est de /-dimension cohomologique < 2 (CG
11 4.4).

Une conséquence de la théorie du corps de classes est qu’on a I’égalité si le mor-
phisme X — SpecZ est propre et surjectif.

Malheureusement les résultats du n° 4 ne s’appliquent pas tels quels si X est seule-
ment de type fini sur SpecZ, parce que ’hypothese (ii) de (4.2) n’est pas en général
vérifiée pour les anneaux locaux de caractéristique résiduelle ¢. On doit donc utiliser le
résultat (5.1) pour obtenir la bonne majoration ; on va maintenant se payer pour le théo-
reme (5.1).

3. Utilisant le lemme de Chow, il est facile de remplacer la condition « X quasi-projectif » par « X
séparé ».
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THEOREME 6.2. Soit X de type fini sur SpecZ, et soit { € P. Supposons, si { = 2,
qu’aucun corps résiduel de X n’est ordonnable. Alors

cd) X <2dim X + 1.

Plus précisément, soit F un faisceau de (-torsion tel que pour tout point x de X tel que
F. #0, on ait

dim{x} < (N =1)2 si {# cark(x)
| N-1 si ¢ = car k(x)

({x} est ’'adhérence de {x}); alors
HP(X,F)=0sip> N.

Démonstration. Par récurrence sur X, nous pouvons supposer le théoréme vrai pour
chaque sous-préschéma fermé distinct de X. Si F est comme dans I’énoncé et si on écrit
F = h_r)nF, ou les F; sont les sous-faisceaux constructibles de F (IX 2.9 (iii)), chaque F;
vérifie aussi les mémes hypotheses. Il suffit donc de démontrer le théoréme lorsque Fest
constructible.

Or dans ce cas 'ensemble E des x € X tels que F; # 0 est un sous-ensemble
constructible, et ’hypothese de récurrence implique que le théoréme est vrai pour chaque
F tel que E ne soit pas dense. De plus, le théoréme est une conséquence de 5.1 pour un
faisceau concentré sur la fibre de X en le point (¢) de SpecZ, et de 4.3 pour un faisceau
concentré sur la fibre en (p), ou p # ¢, compte tenu que cd, Z/pZ = 1 (CGII 2.2).

Prenons X réduit, et soit X = XU X, ou X estle sous-ensemble fermé, réunion des
composantes irréductibles de X de caractéristique /, et ou X, est la réunion des autres
composantes irréductibles, X, et X; étant munis des structures induites réduites. Soient
Jy © X, = Xles inclusions et soit d, = dim X, et N = sup{2d, + 1,d + 1}. Pour tout
F constructible sur X on a une suite exacte

ou C est concentré sur X, N X, qui est de caractéristique ¢ et de dimension < d; — 1.1l
s’ensuit que
HY(X,C)=0sig>N —1,

car en vertu de 5.1 ona cdy(XyN X;) <dim(XyNX;)+1 < d; <N — 1. En examinant
la suite exacte de cohomologie relative de (), on se ramene au cas X = X ou X = X},
et ce dernier est conséquence de 5.1, comme on ’a déja signalé.

Supposons donc que chaque point maximal de X est de caractéristique différente de
l,etsoienti, : x, — X lesinclusions des points maximaux. En examinant la suite exacte

vl F—C—0

0—>K—>F—>@i
1%

on se réduit par récurrence au cas F =i i, *F, c’est-a-dire F de la forme i, G pour un
faisceau G convenable sur Spec k(x), x un point de X. On peut donc supposer X irré-
ductible et réduit, a point générique x, et que la caractéristique de k(x) est zéro d’apres
4.3.

Examinons la suite spectrale

() H?(X, R%i,G) = HP*(Spec k(x), G).
Soit s = dim X. Il nous faut démontrer que

(+) E§0=0p0urp>2s+1.
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Or k(x)[i] est de degré de transcendance s — 1 au-dessus de Q[i] qui est un corps de
dimension cohomologique 2. Puisque k(x) n’est pas ordonnable si ¢ = 2, il s’ensuit de
2.1 qu'on a cdy k(x) = s + 1. Ca implique que le but de la suite spectrale est nul pour
n > s + 1. Il suffit donc pour (+) de démontrer que dans (%) on a

(++) EM=0sip>2s—qgetqg>0.

Soit y un point de X et K I'anneau des fractions d’un localisé strict en un point
géométrique y de X au-dessus de y. Alors K est produit direct de corps dont chacun est
de degré de transcendance s — 1 sur un localisé strict de Z, et on a donc, d’apres 2.1 et
2.2, cdy K < 5. De plus on peut appliquer 3.2 si la caractéristique résiduelle de y n’est
pas £. On a donc

(”) (qu*G)j; = {

En particulier ona E5? = 0sig > s. Pour vérifier (++) dansle cas 0 < ¢ < s, on applique
I’hypothése de récurrence aux faisceaux R%i (G).
D’aprés I'énoncé et (”), il faut poser N’ = 25 — g et vérifier les deux inégalités
S—QS(N’ —1)/2
s—1=dimX, <N’ -1,
ou X, est la fibre de X au-dessus du point (¢) de Spec Z. Elles sont bien vraies si 0 < g <
s. C.QFD.

sig > codimy,ie. dimy > s — g, et £ # car k(y),

ou si g > s en tout cas.
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EXPOSE XI

Comparaison avec la cohomologie classique : cas d’'un schema
lisse

M. Artin

1. Introduction

Dans le n° 4 nous démontrerons que la cohomologie étale a valeurs dans un faisceau
localement constant de torsion coincide avec la cohomologie classique pour un schéma
X lisse sur Spec C. La démonstration, qui est essentiellement celle donnée dans [1], est
élémentaire a partir du théoréme de Grauert rappelé plus bas (4.3 (iii)), qui dit que chaque
revétement fini de X (C) provient d’un revétement étale de X ; c’est pourquoi on la donne
ici, bien qu’on prouvera un résultat plus complet plus tard, en utilisant le théoréeme de
résolution des singularités de Hironaka [3] °. De plus, les bons voisinages construits dans
la section 3 pourraient étre utiles dans d’autres situations.

Notons qu’il n’est pas vrai que la cohomologie étale et la cohomologie classique coin-
cident pour les faisceaux qui ne sont pas de torsion. Par exemple, on a H!(X,Z) = 0
pour tout schéma normal X (IX 3.6 (ii)), mais la cohomologie classique n’est pas néces-
sairement nulle.

2. Existence de sections hyperplanes assez générales
Le résultat suivant est classique mais on manque de référence (en attendant EGA V) :

THEOREME 2.1. Soit k un corps et V' C P}, un schéma algébrique projectif purement
de dimension r. Soit V' le sous-schéma ouvert des points de V lisses sur Spec k et soit P un
point rationnel de P". Alors :

(i) Un sous-espace linéaire « assez général » L de dimension donnée d de P" coupe V'
transversalement en chaque pointde LNV'.

(ii) Soit {Hy, ..., H } (s < r) un systéme d’hyperplans de degré d > 2 passant par
PetsoitY = H n--NH,Si{H{,...,H} est assez général, alors Y coupe V'
transversalement en chaque point deY NV,

La locution « pour un sous-espace linéaire assez général » veut dire qu’il existe un
sous-ensemble ouvert dense U de la grassmannienne qui paramétrise les sous-espaces
linéaires de dimension d, tel que I’assertion envisagée sur L soit vraie chaque fois que le
parametre de L est dans U. Cela n’implique donc pas qu’il existe un tel L (défini sur k),
si k n’est pas défini. De méme, les hyperplans de degré d passant par Psont paramétrisés
par un espace projectif PV, et la locution « pour { H|, ..., H,} assez général » veut dire
qu’il existe un sous-ensemble ouvert dense U de (PV)* tel que I'assertion envisagée soit
vraie chaque fois que le parametre de (Hy, ..., H) est dans U.

3. Notons d’ailleurs que la résolution des singularités de Hironaka permet également de donner
une démonstration trés simple du résultat de Grauert, et a ce titre peut étre considérée comme étant de
toutes facons a la base des théorémes de comparaison. Voir a ce sujet 'exposé de Mme M. Raynaud dans
SGA 1 XII (North Holland Pub. Cie).
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Démonstration (i) : Par récurrence on est ramené immédiatement au cas ou L est un
hyperplan. Soit (V;/) un recouvrement fini ouvert de V. Si ’assertion (i) est vraie quand
on remplace le symbole V' par V] quel que soit v, c’est aussi vrai pour V', parce que
I'intersection d’'un nombre fini de sous-ensemble ouverts denses est également ouvert
et dense. On peut donc remplacer la situation par un schéma algébrique affine, disons
V C E} = Speck[xy,...,x,]. Lhyperplan L sera I'ensemble des zéros d’une équation
linéaire )

Ux) =agy+ Z a;x;.
i=1

Rappelons qu'un schéma lisse est localement intersection complete. On peut donc
remplacer V'’ par un sous-ensemble ouvert de points de V'tel qu’il existe des polyndmes
f1(x), ..., f,—(x) qui s’annulent sur Vet des indices 1 < j, <n(v=1,...,n—r)tels
que le déterminant

of.
Ji (i,v=1,....,n—r)
ox ]
v
soit inversible. Disons j, = v(v =1, ...,n — r). Alors on peut résoudre les équations
n—r
of;
n=XoG g
i=1 J
pour ¢; comme fonction rationnelle des variables x;, Y (i=1,....,n=r;j=1,...,n),et

ces fonctions ¢;(x, y) sont définies en chaque point de V'.
Or dire que L coupe V transversalement en un point Q de V' revient a dire que la
valeur de la matrice

on ... 9
0xy 0x,,
afn—r afn—r
0x1 0xn
al e an

en Q est de rang n —r + 1. Donc pour que L coupe V'transversalement en chaque point
de V" il faut et suffit que le systéme des r + 1 équations

n—r of,
ajzgci(x,a)a—x; (G=n-r+1,...,n

n
ay + Z ax; =0
i=1

n’ait aucune solution sur V. Une telle condition est évidemment constructible en (a) :
Soit X = V' X A, ou A est l'espace affine de coordonnées ay, ..., a,, et soit Y C X
le sous-ensemble fermé des solutions de ces équations. La condition est que la fibre de
Y/A soit vide, ce qui est bien une condition constructible (EGA IV 9.5.1). Il suffit donc de
vérifier que la fibre au-dessus du point générique de A est vide, ce qui se voit immédiate-
ment sur la forme des équations. Ceci achéve la démonstration de (i). (ii) : Considérons
Iapplication rationnelle P” — PN donnée par le systéme linéaire des hyperplans de de-
gré d (d > 2) passant par P. Il est bien connu (et on le vérifie aisément) que c’est un
« éclatement » de P, donc donne une immersion localement fermée

f:P"—{P} — PN,

Soit V! = V' —({P}nV'), V' = F(V") et soit L; 'hyperplan de PY correspondant
aux hyperplans H; (i = 1,...,s). Alors V" est isomorphe a V", et d’aprés la définition
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de f, dire que Y coupe V" transversalement revient a dire que L; N --- N L coupe V"
transversalement. En posant V = adhérence de V", on est ramené a I'assertion (i) pour
V, qui implique (ii) avec V" au lieu de V. Il reste donc a considérer le point P, si c’est
un point lisse de V. Mais il est évident que si { Hy, ..., H,} est assez général et Pest lisse
sur V; alors Y coupe V transversalement en P, d’ou le résultat.

3. Construction des bons voisinages

DEFINITION 3.1. On appelle fibration élémentaire un morphisme de schémas f : X — S
qui peut étre plongé dans un diagramme commutatif

J

X X i Y

satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) j est une immersion ouverte dense dans chaque fibre, et X = X — Y.
(i) f est lisse et projectif, a fibres géométriques irréductibles et de dimension 1.
(iii) g est un revétement étale, et chaque fibre de g est non-vide.

On vérifie facilement qu'un tel plongement de X est unique s’il existe, a isomor-
phisme canonique preés.

DEFINITION 3.2. On appelle bon voisinage relatif a S un S-schéma X tel qu’il existe
des S-schémas

X=X, ...Xy=S

et des fibrations élémentaires f; : X; —» X,_,i=1,...,n.

PROPOSITION 3.3. * Soit k un corps algébriquement clos, X/ Spec k un schéma lisse, et

X € X un point rationnel. Il existe un ouvert de X contenant x qui est un bon voisinage
(relatif a Spec k).

Démonstration. Prenons X irréductible. Par récurrence sur dim X = n, il suffit de
trouver un voisinage U de x dans X et une fibration élémentaire f : U — V, avec V
lisse et de dimension n — 1. En effet, il existera un voisinage V' de v = f(x) qui est un
bon voisinage, et on pourra prendre U’ = U NV’ comme bon voisinage de x.

On peut supposer X C E’ affine. Soit X, 'adhérence de X dans P’. Soit X le nor-
malisé de Xy et Y = X — X, avec la structure induite réduite. Soit de plus S C X le
sous-ensemble fermé des points singuliers. Ona .S C Yet

dim X = dim X = n,
dimY=n-1,
dimS <n-2.

Plongeons X dans un espace projectif PV, au moyen d’un faisceau inversible L
qui soit de la forme M®" avec M trés ample et r > 2. Il existe alors des hyperplans

3. Ce résultat s’étend sans difficulté 4 une assertion semi-locale.
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Hi,...,H,_; de PV, ou H, est 'ensemble des zéros de
N
Z a;,x, =0,
v=0

qui contiennent x et tels que l'intersection L = H; N --- N H,_; soit de dimension
N —n+ 1 et coupe X et Y transversalement (2.1). L’intersection X N L est une courbe
lisse et connexe (cela résulte du théoréeme de Bertini), et Y N L est de dimension 0.
Choisissons de plus un autre hyperplan

N
HO . Z agyX, = 0
v=0
tel que H coupe X N L transversalement et HyNY N L = @.
Considérons la projection PV — P"~! obtenue en «introduisant les coordonnées

projectives »
N

Vi = Z a; Xy
v=0
C’est une application rationnelle définie en dehors du centre de projection C = Hy N
N H,_,.Soite : P’ — PN I'éclatement de C, tel qu’on ait un diagramme

PN € P’

Pn—l

ol 7 est un morphisme. Soit X’ C P’ I'image inverse « propre » de X, c’est-a-dire,
I'adhérence de e ! (X — (X N C)). Puisque par hypothése C coupe X transversalement, le
morphisme X' — X estun éclatement de 'ensemble fini X N C. Soient X’ = X —XNC,
qui s’identifie aussi & un sous-schéma ouvert de X',etY' = X' — X’ le sous-schéma
fermé avec la structure induite réduite. On a un diagramme D de morphismes

j 7/ i

X'’ Y’

7‘/
f’ g
Pn—l

et je dis qu’il existe un voisinage V'de v = f'(x) tel que la restriction de D a V' satisfasse
aux conditions (i), (ii), (iii) de (3.1), donc que fl’V soit une fibration élémentaire. Cela
achevera la démonstration.

La condition (i) sera triviale. Pour (ii), notons que X N L est une courbe lisse par

\ o 1 R . .. —,—1 =
hypothése, et on voit immédiatement qu’on a un morphisme biunivoque f* " (v) - XN

L induit par €. Donc <7’_1 (U)) — X N L est bijectif. Pour vérifier que f” est lisse au-
red

dessus d’un voisinage de v, il suffit par le lemme de Hironaka (SGA 11I 2.6 %) de vérifier

3. et EGA1V 5.12.10.
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qu’il est lisse au point générique de f’ _l(v). En ce point, X’ est isomorphe a X, et le
morphisme est lisse parce que L coupe X transversalement.

Il reste a démontrer que g’ est étale dans un voisinage de v (puisque Y est de di-
mension n — 1, il est évident que chaque fibre de g’ est non-vide). Ona Y’ = e~ (V) I
D/U--1UD,, o0 XNC={P,,..., P.} et D, est 'éclatement de P, dans X. Chaque D,
s’identifie 4 e~1(P,), et s’envoie isomorphiquement sur P"~! est définie en chaque point
de Y, et le morphisme induit sur Y n’est autre que g|’€_1 ¥ Il est étale au-dessus de v, car
L coupe Y transversalement, donc g’ est étale au-dessus de v.

4. Le théoréme de comparaison

4.0. Soit X un schéma localement de type fini sur Spec C et considérons la topo-
logie usuelle sur 'espace X (C) des points rationnels de X. On va noter par X le site
des isomorphismes locaux f : U — X(C), c’est-a-dire, des morphismes f d’espaces
topologiques ayant la propriété suivante :

Pour chaque x € U il existe un voisinage ouvert U, tel que f|; est un homéomor-
phisme de U, sur un voisinage ouvert de f(x).

Une famille {U, - U} de morphismes de X, est dite couvrante si U est la réunion
des images des U,,.

Puisqu’une immersion ouverte est un isomorphisme local, on a un morphisme (in-
clusion) de sites IV )3

(4.1) 51Xy — X(C) (%)

Or pour chaque isomorphisme local U — X (C) il existe d’aprés la définition un « re-
couvrement » de U par des ouverts de X (C), et on déduit de ( ) que les topos associés
aux deux sites sont équivalents (par 6,). En particulier on peut remplacer X (C) par X
pour le calcul de la cohomologie usuelle.

Soit maintenant f : X’ — X un morphisme étale de schémas. Alors f(C) :
X'(C) = X(C) est un isomorphisme local. Cela résulte immédiatement du critére jaco-
bien (SGA 1 1II 4.10) et du théoréme des fonctions implicites. Le foncteur X’ — X'(C)
donne donc un morphisme de sites

(42) € . XCI — Xet’

ou X, est le site étale.
Rappelons les résultats suivants > :

THEOREME 4.3. (i) X est connexe et non-vide si et seulement si X (C) est connexe
et non-vide.
(ii) Le foncteur € est pleinement fidéle.
(iii) (« Théoréme de Grauert-Remmert »). Le foncteur € induit une équivalence de la
catégorie des revétements finis de X (C), muni de sa topologie habituelle d’espace
localement compact, avec la catégorie des revétements étales de X.

Nous accepterons (i) comme connu. Il résulte par exemple de (GAGA) [4]. L’assertion
(ii) résulte facilement de (i). En effet, pour vérifier 'assertion de surjectivité contenue
dans (ii), soit @ : X'(C) » X"(C) un X(C)-morphisme. On peut supposer tous les
schémas connexes et affines, donc séparés. Alors le graphe I" de ¢ est une composante
connexe de X' Xy X”(C), d’ou I' = Y(C) pour une certaine composante connexe Y de

3. Plus précisément, 'inclusion de catégories Ouv(X(C)) — X définit un morphisme de sites (4.1)
en sens inverse.
3. Qui figurent dans I'exposé cité en note de bas de page, p. 2.
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XXy X", par (i). Alors Yestle graphe d'un morphisme f : X’ — X" quiinduit ¢, i.e. la
projection Y — X' est un isomorphisme : en effet Y (C) - X(C) est un isomorphisme,
d’ou on tire facilement qu’il en est de méme de Y — X' (qui est étale, radiciel, surjectif!).
Pour (iii) tout revient d’aprés (ii) a démontrer que chaque revétement fini de X (C) est
de la forme X'(C) ou X' — X est étale.

Pour cela, on se réduit immédiatement par descente (SGA 11X 4.7) au cas X connexe
et normal. Le probléme est local sur X (pour la topologie de Zariski), et on peut donc
supposer X affine. Soient f : X — E” un morphisme fini, et 7’ — X (C) un revétement
fini connexe. On constate immédiatement que le morphisme composé ' : T’ — E"(C)
est un « revétement analytique » dans le sens de ([2] § 2, Def. 3). D’apres ([2] § 2, Satz 8)
s’étend a un « revétement analytique»  : T — P"(C), et il suffit de démontrer que #
est induite par un morphisme de schémas f : Y — P" convenable, avec Y normal. Or le
théoréme fondamental ([2] § 13 Satz 42) affirme qu’il y a une structure canonique ana-
lytique normale sur T telle que # induise un morphisme d’espaces analytiques. Puisque
alors # est un morphisme fini, 'image directe du faisceau structural sur T est un faisceau
a d’algeébres analytiques cohérentes sur P”. Il résulte de GAGA [4] que a est le faisceau
analytique associé a un faisceau algébrique A sur P", et on prend Y = SpecA.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat suivant :

THEOREME 4.4. Soit X un schéma lisse sur Spec C.

(i) Iy auneéquivalence entre la catégorie des faisceaux de torsion localement constants
constructibles sur X, et la catégorie des faisceaux de torsion localement constants,
a fibres finies, sur X, I’équivalence étant donnée par les foncteurs quasi-inverses
L et

(i) Soit F un faisceau de torsion localement constant, a fibres finies, sur X, et notons
aussi par F le faisceau €, F induit sur X .. Alors

Rie ,F =0 siqg>0.
(iii) Avec les notations de (i), le morphisme canonique
HYX,,F)— HYX,F)
est bijectif pour chaque q. En particulier,
HY(X,,,Z/n) = HY(X,ZIn)

et

pour chaque q.

Démonstration. Pour (i), notons que les faisceaux en question sont ceux qui sont
représentables par des revétements étales de X (resp. par des revétements finis de X (C)).
Puisqu’il y a une équivalence entre les catégories de ces revétements (4.3), I'assertion (i)
en résulte immédiatement. L’isomorphisme de (iii) est conséquence de (ii) et de la suite
spectrale de Leray V 5.2 pour €. Il reste donc a démontrer (ii).

Or Rie,F est le faisceau associé au préfaisceau K/F, ou (R1F)(X') = HY(X}, F)
pour X’ — X étale. Pour démontrer que R, F = 0 si ¢ > 0, on doit donc démontrer le
suivant :

LEMME 4.5. Soit § € HY( X, F) et x € X4 = X(C). Il existe un morphisme étale
X' — X dont I'image contient x et tel que I'image de & dans H(X,, F) soit nulle.

Démonstration du lemme. Récurrence sur n = dim X ; le probleme est local sur X
pour la topologie étale, et on peut donc supposer F constant, et par dévissage on peut
méme supposer que F' = Z/n. De plus, en remplacant X par un voisinage ouvert de
Zariski de x, on peut (3.3) supposer que X admet une fibration élémentaire (3.1) f :
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X — S. Reprenons les notations de (3.1) : par calcul direct, on voit que R?j, F = 0 si
q > 1, que R'j, F est 'extension par 0 d’un faisceau constant sur Y, et enfin que j, F
est le faisceau constant Z/n sur X. De plus, on peut calculer Rq7d* (jux F) fibre par fibre.
De la suite spectrale de Leray

qu = Rp?cl*(qucl*F) = Rp+qfcl>x<F

on déduit qu’on peut de méme calculer RP*9 £, F fibre par fibre, et donc que
ROf 4. Z/n = ZIn,
R! f4,Z/n est un faisceau localement constant de torsion sur S,
Rif, ., ZIn=0siqg> 1.
La suite spectrale de Leray
ES" = HP(Sy, Rify, F) = HM(Xy, F)

se réduit ainsi a la suite exacte

() o — HAUS, fuF) — HYUX,

cl Cl’F) - Hq_l(Scl’lecl*F) -

Soit s 'image de x dans .S. Par hypotheése de récurrence et grace a (i), il existe pour chaque
classe n € H4(S,, G) (G localement constant de torsion, a fibres finies) un « voisinage
étale » S' — S de s tel que I'image de n dans H9(S);, G) soit nul. Or les foncteurs RY f,
commutent évidemment aux changements de base étales, et si S’ — .S est un voisinage
étale de s, alors X' = X XS’ — X est un voisinage étale de x. Lorsque ¢ > 1 on
termine donc grace a la suite exacte (+) en prenant d’abord G = R! fasF et ensuite
G = f..F. Lorsque g = 1, on note que Hl(Xd, Z/nZ) (resp. H'(X,Z/nZ)) classifie les
revétements étales principaux de X (resp. X), de groupe Z/nZ, donc en vertu de 4.3
(iii) I'application H'(X,Z/nZ) — H'(X o> Z/nZ) est bijective, d’ou aussitot le résultat
d’effacement 4.5 pour g = 1.

VARIANTE 4.6. On peut aussi démontrer (4.5) de la maniére élégante suivante, due a
Serre : on remarque qu’'un bon voisinage (3.2) connexe X satisfait aux deux conditions
suivantes :

(i) 7,(X(C))=0sin>1.
(ii) 7;(X(C)) est une extension successive de groupes libres de type fini.

En effet, si X — S est une fibration élémentaire ou S est un bon voisinage, on peut
supposer (i) et (ii) vrais pour .S par récurrence. Or X(C) — S(C) est un espace fibré
localement trivial, comme on voit aisément, a fibres isomorphes a Xj(C), ou X, est une
fibre arbitraire de X/S. Or X, est une courbe non-singuliére connexe non compléte et il
est bien connu que cela implique que 7,(X,(C)) = 0sin > 1, et que 771(X(C)) est un
groupe libre. Alors (i) et (ii) sont des conséquences de la suite exacte d’homotopie

— 71y(X(C)) — 7,(X(C)) — 7,(5(C)) — ...

Donc X (C) est un espace K(x, 1), et cela implique que chaque classe de cohomologie
& € H"(X(C), F) devient nulle sur le revétement universel de X (C). Il suffit de démon-
trer que & devient nulle déja sur un revétement fini X’ de X, ce qui revient au méme
que de démontrer que 7; = 7;(X(C)) est un bon groupe (cf. CG 1 16), c’est-a-dire que
le morphisme de z; dans son complété r; = l(iilN 71/ N (ou N parcourt 'ensemble des

sous-groupes invariants de 7; d’indice fini) induit une bijection.
H4(#;, M) = H%x;, M)

pour tout 7;-module fini M continu (ou le symbole de gauche est la cohomologie de 7,
en tant que groupe profini). Or une extension successive de groupes libres de type fini
est un bon groupe (cf. CG I p. 15-16, exc. 1,2), d’ou le résultat.
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EXPOSE XII

Théoréme de changement de base pour un morphisme propre

M. Artin

1. Introduction

Nous donnons dans cet exposé le théoréme fondamental qui dit, sous une forme un
peu plus précise, que pour un morphisme propre f : X — Y de schémas, et pour un
faisceau abélien F de torsion sur X, la fibre de RYf, F en un point géométrique de Y est
isomorphe a la cohomologie HY(X, F|X) de la fibre X,.

Rappelons que pour un morphisme propre d’espaces paracompacts le résultat ana-
logue est bien connu (GODEMENT II 4.11) et facile. Il est beaucoup plus délicat dans
le cas des schémas. Par exemple, ’hypothese que F soit de torsion est bien nécessaire,
contrairement a ce qui se passe pour les espaces paracompacts.

La démonstration se fait en plusieurs étapes : on se réduit par des méthodes de dé-
vissage plus ou moins formelles au cas ou Y est noethérien, ou la dimension relative de
fest < 1, et ou le faisceau F est constant. Pour traiter ce cas particulier, on se sert du
théoreme de spécialisation pour le groupe fondamental (5.9) qui est une variante non-
abélienne du théoréme énoncé plus haut, et qu'on peut démontrer directement dans le
cas particulier envisagé (XIII 2).

2. Un exemple

Montrons que ’hypothese que F soit de torsion est nécessaire : Soit X une surface
non singuliére sur un corps k algébriquement clos, Y une courbe non singuliére sur k, et
f X — Yun morphisme propre dont la fibre générique est lisse et la fibre géométrique
en le point géométrique y de Y a un point double ordinaire, et est irréductible. Soit F'le
faisceau constant Z .

Rappelons le fait suivant : pour un point quelconque z d’'un schéma Z, soiti : z - Z
Iinclusion. Ona H'(Z,i,Z,) = 0 (IX 3.6 (i)). Or puisque X est normal donc unibranche,
il s’ensuit que Zy =~ i,Z ,oui : x — X est linclusion du point générique. Donc
HY(X,Zy) = 0 et de méme R' f,Zy = 0. Mais je dis que pour la fibre géométrique X,
de X/Y avec le point double ordinaire on a H'!(X,,Z x) = Z°, ce qui donne le contre-
exemple, puisque Zy ~ Zy|X..

Soiti, : x, = X, l'inclusion du point générique de X,, et soit Q le point singulier de
X,.La courbe X, a deux « branches » en Q et il s’ensuit que la fibre de i.-(Z, ) au point
O est isomorphe a ZXZ. En dehors de Q la courbe X, est normale et donc i«(Z, ) ~ Zy
dans X, — Q. On a donc une suite exacte

0—Zy —is(Z,)— (Z)g — 0,
ou le dernier membre est I'extension par 0 du faisceau Z au point Q. Tous les trois
membres ont un H° isomorphe a Z, et H](Xo,io*(Zxo)) = 0, dou H](Xo,Zxo) =7
par la suite exacte de cohomologie.
3. Comparer, du point de vue I1,, avec SGA 3 X (6, Exemples) et (1.6).
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3. Rappels sur le H'! non-abélien

On va indiquer briévement quelques résultats sur la cohomologie non-abélienne dont
nous aurons besoin dans la suite. Nous omettrons la plupart des démonstrations, bien
connues dans divers cas particuliers, et qu'on trouvera dans la thése de GirauD [1].

Soient X un schéma, et F un faisceau en groupes sur X. Pour chaque X'/X étale,
on définit un ensemble pointé H 1(X’, F), fonctoriel covariant en F et contravariant en
X'.Le H' commute aux produits finis de faisceaux. Si f : X — Y est un morphisme,
on définit un faisceau d’ensembles pointés (c’est-a-dire, avec section distinguée) R! f, F.
C’est le faisceau associé au préfaisceau (d’ensembles pointés) R'F, qui, a chaque Y'/Y
étale, associe I'ensemble H'(X Xy Y’ F).

On a les suites exactes de cohomologie habituelles, dont nous nous contenterons
d’indiquer une :

u
ProposITION 3.1. Soit 0 — F — G une injection de faisceaux de groupes, et soit
C = GI/F le faisceau d’ensembles homogénes sous G. On a une suite exacte de faisceaux
d’ensembles pointés

ul
0 f,F > f,G > f,C> R f,F 5 RIf,G.

Bien entendu, cette suite exacte est obtenue en passant a la suite de faisceaux associée
a la suite exacte de préfaisceaux dont la valeur pour Y'/Y étale est

0- F(X') - GX'") - C(X") iR H'(X',F)-> H'(X',06),

ou X' = X XyY'. Larelation d’équivalence induite par 0 est celle donnée par I’opération
de f,G sur F,C. On peut comme d’habitude expliciter la relation d’équivalence induite
par u! grace a la notion de « torsion » [1].

f g
PrROPOSITION 3.2. Soient X — Y — Z des morphismes de schémas. On a une suite
exacte pour chaque Z'/Z étale, posantY' =Y X, Z', X' = X Xx Z' :

0— H'(Y',f,F)— H'(X',F)— H°(Y',R'f,F),
d’ou en passant aux faisceaux associés, une suite exacte de faisceaux pointés sur Z :

PROPOSITION 3.3. La famille des foncteurs de la forme H'(X', F), pour X' étale sur
X, et de la forme R f, F, pour un morphisme quelconque f : X — Y, est effacable, c’est-d-
dire il existe une injection F % G tel que les morphismes induits H'(X',F) - H'(X',G)
et R'f,F — R'f,G soient tous nuls. Plus précisément, il existe une injection F 5 G tel
que chacun des ensembles H' (X', G), avec X' étale sur X, et chacun des faisceaux pointés
R £, G, soient nuls. Si X est noethérien et F est un faisceau de ind-L-groupes constructible,
alors il existe une telle injection, ou de plus G est un faisceau de ind-L-groupes.

Démonstration. La premiére assertion est sans doute vraie dans un topos quelconque,
mais pour la topologie étale, il est commode de faire I'effacement avec la « résolution de
Godement »

(3.4) F—G=[]ici*F,
xeX

ou x parcourt I'ensemble des points de X et ou i, : X — X est un point géométrique
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de X au-dessus de x. Notons que pour X'/X étale, on a

Gx"=[JaHx xx =[] F.

xeX x€X x'/x

ou les X’ sont des points géométriques de X'. Or il est clair que pour chaque point
de X’ il y a au moins un X’ au-dessus, d’ou F(X') C G(X') (VII 3), donc F C G.
D’autre part, un u/x étale quelconque est somme de spectres de corps séparablement
clos, dott H'(z, G) = 0, quel que soit le faisceau G sur X. Il résulte alors de 3.2 que
H'(X',i i *F) = 0pour chaque X'/X étale, d’oli (puisque H' commute aux produits)
HY(X’,G) =0, donc de méme R' £,G = 0 pour tout f : X — Y, grace 4 la description
de R! f,(G) comme faisceau associé au préfaisceau Y’ = H!(X X, Y', G).

Supposons maintenant que de plus F est constructible et X noethérien. Alors on
voit immédiatement qu’il existe un ensemble fini de points {x;,...,x,} de X tel que le
morphisme

F— ] iwiF
1<i<n
soit déja injectif. Le faisceau i,.i,™ F est un faisceau de groupes ind-fini (IX 1.5), donc le
produit fini est aussi (IX 1.4 et IX 1.6 (iii)). En remplacant G par ce faisceau, on obtient
la derniére assertion.

3.5. Comme dans le cas de la cohomologie abélienne (traité dans V 2.4), on peut
calculer le H! par le procédé de CECH [1].

4. Le morphisme de changement de base

Soit
!
X g X'
s Iz
S Y

un carré cartésien de morphisme de schémas. On en déduit un morphisme de foncteur
=@,

(4.1) g f. > flg'*

de la maniére suivante : donner un tel morphisme équivaut a donner un morphisme de
foncteurs

(4'1 ad]) f* - g*f,*g,*»
parce que g, et g* sont adjoints. Nous prenons pour ce morphisme le morphisme
(idﬂg’*g,*) i P * ! 1%
en tenant compte que
gf ,=@f.=0Ug) =128,
Notons qu’il y a un autre candidat pour (4.1). En effet, donner un tel morphisme
équivaut a donner

e fo— 8"

84
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et on peut prendre

(f* fo—id)
e fo g . —— g

85 Jignore si ces deux choix coincident toujours 3 et en tout cas nous nous servirons
uniquement du premier. Nous I’appelons morphisme de changement de base.
En restreignant (4.1)) aux faisceaux abéliens (resp. de groupes on déduit un mor-
phisme @7 = @8g pour chaque g > 0 (resp. pour g =0, 1) :

q

(4.2) g (RIf,) = (RIS g™,
En effet, cela revient au méme que de donner
(4.2 adj) (RIf,) — g, (RIf' Dg'",
et on a des morphismes « évidents »
(RIf,) S (Rif,)g' 8" = RY fg'),g"" =
= (RU(g").8"" = &"(RIf" )g'".

REMARQUE 4.3. Supposons que g (donc g’) soit une immersion fermée. Alors les mor-
phismes b et ¢ ci-dessus sont des isomorphismes (VIII 5.7). Il suit que (4.2) n’est autre
essentiellement que le morphisme a ci-dessus, qui est défini en appliquant R? f, au mor-
phisme canonique F — g’ _g'*F.

PROPOSITION 4.4. (Composition des morphismes de changement de base).

(i) Soit
X g X n X
/ f! 7"
N : S’ i S"
86 un diagramme cartésien de morphismes de schémas. Alors le diagramme suivant
est commutatif :
(8h)" 1. z L@y
s s
Wg" f e i flg " g

et le diagramme avec f,, f,, f\ remplacé par R1f,, Rf' , RI1f" Dest aussi,
dans les domaines de définition naturels des foncteurs en question (cf. n° 3).

3. Mr. DELIGNE a résolu par affirmative cette perplexité, dans un contexte sensiblement plus gé-
néral, cf. Exp. XVIL
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(i) Soit
Y g// Y/
e e,
X g X'
/ 7'
S g Y

un diagramme cartésien de morphismes de schémas. Alors le diagramme suivant
est commutatif :

g (fe). (f'e).8""

* ! o1 % [P APN/E 3
g f*e* *g e* *e*g ’

ou les trois fleches horizontales proviennent des homomorphismes de changement
de base pour fe, f et e respectivement.

Dans le cas abélien, les morphismes de changement de base pour f e sont induits
par un morphisme de suites spectrales

EY? = g*(RP f,)(R%e,)F——=> g*RP*4(fe), F
(pL (”L
(RP f1)(Rie)g"* F—=—==> RPYI(f'e"),g"*F

qui, pour les termes initiaux, est induit par les morphismes de changement de base
poure et f; et pour un faisceau de groupes, on a un morphisme de suites exactes

0 ——g*(R' f,)e, F g*R'(fe), F g*f.(Rle,)F

| | |

0 — ((R'f1)el.g"*F)— R'(f'e"),g"*F— fl(R'e)g"*F

Nous laissons la démonstration au lecteur.

5. Enoncé du théoréme principal et de quelques variantes
Le théoréeme est le suivant :

THEOREME 5.1. (Théoréme de changement de base pour un morphisme propre). Soit

/

X g X'
/ %
S g Y

un diagramme cartésien de schémas, avec f propre.

87
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(i) Soit F un faisceau d’ensembles sur X. Alors le morphisme (4.1)
@: g fuF — [, F
est bijectif.
88 (ii) Soit f un faisceau de groupes (resp. de groupes ind-finis) sur X. Alors le morphisme
(4.2)
o' 1 g*(R'fOF - (Rf' )g'"F
est injectif (resp. bijectif).
(iii) Soit F un faisceau abélien de torsion sur X. Alors le morphisme (4.2)
@?: g*(RIf)F — (RUf' )g'"F
est bijectif pour chaque q > 0.

On va d’abord énoncer des conséquences immédiates du théoréme. Si S’ = £ est un
point géométrique de S, de sorte qu’un faisceau sur £ est déterminé par ses sections glo-
bales,ona H°(&, R1f’ *G) = HY(X', G) pour chaque faisceau G sur X, d’ou le corollaire
suivant (qui est d’ailleurs essentiellement équivalent a (5.1)) :

COROLLAIRE 5.2. Soient f @ X — .S propre, & — S un point géométrique, et X la
fibre de f au point &.
(i) Si F est un faisceau d’ensembles sur X, le morphisme canonique de changement de
base
(fo F): — H*(X;, F|X;)
est bijectif.
(ii) Si F est un faisceau de groupes (resp. de groupes ind-finis) le morphisme de chan-
gement de base
R'f.(F)s — H'(X:, F|X,)
est injectif (resp. bijectif).
89 (iii) Si F est un faisceau abélien de torsion, alors pour chaque g > 0 le morphisme de
changement de base

(R1f,)F, — HY(X,, F|X,)
est bijectif.
Tenant compte de (X 4.3) et (X 5.2), on trouve :

COROLLAIRE 5.3. Sous les conditions de (X 5.2), soit n la dimension de la fibre X ;. Alors
pour chaque faisceau abélien de torsion F sur X, la fibre (R1f, F): est nulle pour g > 2n.
Si F est un faisceau de p-torsion (p la caractéristique de &), alors la fibre de R f,(F) en ¢
est nulle pour g > n.

Rappelons qu’on dit que la dimension relative de X/S est < n si la dimension de
chaque fibre est < n. On a donc

COROLLAIRE 5.3 BIS. Soit f © X — S propre et X/S de dimension relative < n. Alors
Rif F =0 siq > 2n pour chaque faisceau abélien F de torsion sur X. Si S est de caracté-
ristique p, et si F est un faisceau abélien de p-torsion, alors R1f F =0 siq > n.

En appliquant (5.1) a un morphisme de spectres de corps séparablement clos, on
obtient

CoROLLAIRE 5.4. (Invariance de la cohomologie par changement de corps de base dans
le cas propre). Soient k C K des corps séparablement clos et X un schéma propre sur Spec k.
Soit X' = Xg. Soit F un faisceau sur X et F' le faisceau image inverse sur X'. Alors
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() H°(X,F) = H* (X', F).
(ii) Si F est un faisceau de groupes (resp. de groupes ind-finis) 90
HY(X,F)> HY(X',F")
est injectif (resp. bijectif).
(iii) Si F est un faisceau abélien de torsion,
HYX,F)= HYX',F")
pour tout q.

Une variante légerement différente de (5.2) est la suivante :

COROLLAIRE 5.5. Soit S le spectre d’un anneau hensélien et soit S’ = s, le point fermé.
Soit f : X — S propre. Posons X, = X', F, = g'*F. Alorson a :
(i) H*(X,F) > H'(X..F)
pour tout faisceau d’ensembles F.
(i) HY(X,F)—» H'(X,, F,)
est injectif (resp. bijectif) pour tout faisceau de groupes (resp. de groupes ind-
finis) F.
(iii) HY(X, F) — HY(X,, F,)
pour tout faisceau abélien de torsion F, et tout q.

En effet, cet énoncé n’est qu’un cas particulier de (5.2) si .S est strictement local.
Supposons que (5.2) soit connu. Soit S le localisé strict de S, 5 le point fermé de S, et G
le groupe de Galois de S/.S (qui est aussi le groupe de Galois de 5/s,). Alors G opére sur
les fibres des RY, et on a (avec des notations évidentes)

H°(X,F)~ H (X, F°
H°(X,,F,))~ H(X,,F,)°
pour un faisceau d’ensembles F, d’ou (i) puisque H°(X, F) — H°(X,, F.)et que liso- 91
morphisme commute évidemment avec 'opération de G.

Si F est un faisceau de groupes, on définit aisément un morphisme de suites exactes
d’ensembles pointés

0—— HY(G,H' X, F)) —— H'(X, F) H'(X,H°

55 | l |

0— H'(G, H(X, Fy)) — H'(X, Fy) — H' (X, Fy)“,

ou les fleches verticales extrémes sont des isomorphismes d’apres (5.2). Soient a, f €
HY(X, F) des classes qui ont méme image dans H°(X,, F,), et soit F* le faisceau obtenu
en tordant F a l'aide de « [1]. Soit #’ la classe H'(X, F*) correspondant a f. Alors,
puisque la classe a’ correspondant a « est nulle, I'image de f’ dans HY(X,,(F%),) est
nulle.

Examinons le diagramme déduit de (5.5.1) en remplacant F par F* : on trouve que
I'image de ' dans H°(X, Fa)G estnulle, donc que f’ estimage d’un élément de HY (G, H (X, F)),
et que cet élément doit étre nul. Donc #’ est nul, i.e. f/ = a’, d’ou f = a. Cela donne
I'injectivité du morphisme de (ii).

Supposons maintenant que F soit un faisceau de groupes ind-finis, et démontrons la
surjectivité de la fleche (ii). Or il suffit de démontrer que le foncteur F — H'(X,, F,) est
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effacable. En effet, soit 0 — F % G une injection qui efface ce foncteur. Soit C = G/F.
On a un morphisme de suites exactes (4.4)

HYX,C) H'(X,F)—— HY(X,G)

| o,

H(X, Cp) —= H' (X, Fy) —= H'(X,, Gp)

ott le morphisme u! est nul, ce qui implique bien la surjectivité de e.
Démontrons que le foncteur F — H 1(X,, F,) est effacable pour les faisceaux F de

groupes ind-finis. Soit F % Cla «résolution de Godement » (3.4).0On a
H'(G.H'(X,,C,) ~ H'(G,H*(X,0)) c H'(X,C) =0.

De plus, on a le carré commutatif :

~

H'(X,F) H'(X,, Fy)

| |

0= Hl()_(96) - HI(Y()’E())

(puisque H'(X,G) = li_n)lHl(X’,C) = 0, X'/X étale), donc est nul. On a donc un
morphisme de suites exactes

0— HY(G, H'(X,, Fy)) — H'(X,, Fy) — H' (X, F,)°

I B

0 HY(X,y,Gy) — H' (X, Gy)°

ott a¥ est nul, ce qui implique que f est également nul, d’oui I'effacabilité.
Démontrons enfin I’assertion (iii) de (5.5) : On a un morphisme de suites spectrales

EY = H?(G,HY(X, F) H"(X,F)

J |

H?(G, Hq,yo,ﬁo)) = Hn()_(o’Fo)

D’apres (5.2), les morphismes HY(X, F) — HY9(X,, F,) sont des isomorphismes. Cela
implique que @ est un isomorphisme pour E4, donc pour les aboutissements, d’ou le
résultat, C.Q.FD.

5.6. Examinons (5.5) (i) et (ii) dans le cas ou Fest constant : Soit F = .Sy un faisceau
d’ensembles constant sur le schéma X, de valeur T. Alors F(X) n’est autre que 'ensemble
des applications localement constantes de X dans 7. Si X, est un sous-schéma de X,
et si T'a au moins deux éléments, on en conclut que F(X) — F(X,) est bijectif si et
seulement si 'application U — U, = U N X, de 'ensemble @(X) des parties a la fois
ouvertes et fermées de X dans I'ensemble analogue @(X,) est bijective. Si 'ensemble
I1,(X,) des composantes connexes de X, est fini, cela revient au méme que de dire que
lapplication I1,(X,) — I1,(X) est bijective. Ainsi, (5.5) (i) peut aussi se reformuler de la
facon suivante (compte tenu que dans ce cas X, est de type fini sur un corps, donc est
noethérien, donc I1,(X,) est fini) :
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COROLLAIRE 5.7. Soient S le spectre d’'un anneau hensélien, s, son point fermé. Soit f :
X — S un morphisme propre et X, la fibre fermée de X/S. Alors Uapplication IT1,(X) —
I1,(X,) induite par X, — X est bijective.

(En particulier, cela implique que 'ensemble I7,(X) est fini). Nous allons démontrer
directement (5.7) dans le cas noethérien :

LEMME 5.8. L’énoncé (5.7) est vrai si S est noethérien >.

Démonstration. Dans le cas noethérien, I7,(X) est certainement fini, et en rempla-
cant X par une composante connexe on peut supposer que I7,(X) est un ensemble & un
élément, c’est-a-dire que X est connexe et non-vide. Il faut démontrer qu’alors X, est
également connexe et non-vide. Or 'image de X dans .S est fermée puisque f est propre
et non-vide car X est non-vide, donc contient .S,, ce qui explique que X, est non-vide.
Soit

X

X
s S’
S

la factorisation de Stein de f (EGAIII 4.3.3) de sorte que .S’/S est fini et S’ est connexe.
On sait que chaque fibre de f’ est connexe non-vide, et 'espace sous-jacent a X, est la
réunion des espaces sous-jacents aux fibres fermées de S’. Tout revient donc a démontrer
que S’ est le spectre d’un anneau local. Mais puisque S est hensélien, 'anneau A’ de S’
est produit d’anneaux locaux (VII 4.1 (i)), donc A’ est local puisque S’ est connexe, ce
qui prouve 5.8.

5.9.0. Supposons maintenant que F = Gy est un faisceau constant de groupes, de
valeur G, out G est un groupe fini. Alors H' (X, G y) classifie les revétements principaux
galoisiens de X, de groupe G (VII 2.1)). Le corollaire 5.5 (ii) dit que le morphisme X, — X
induit une bijection entre les ensembles de classes de ces revétements. Il s’ensuit donc,
de la définition des IT;, que 5.5 (ii) pour les faisceaux de groupes finis constants (en
présence de (i)) équivaut a :

THEOREME 5.9. (Théoréeme de spécialisation pour le groupe fondamental). Avec les no-
tations de (5.5), supposons X connexe non-vide. Alors X, est connexe non-vide, et si X, est
un point géométrique de X ,, le morphisme de groupes fondamentaux

HI(X07YO) — HI(X, fe)
est bijectif.
D’autre part, d’apres la théorie de Galois (SGA V) ’énoncé 5.9 (dans le cas X, connexe,
ce qu’on peut supposer, grace a 5.7) équivaut a

THEOREME 5.9 BIs. Soient .S le spectre d’un anneau hensélien, s, le point fermé de S,
f @ X — S un morphisme propre, et X, la fibre fermée de X/S. Pour un schéma Z, notons
Et(Z) la catégorie des revétements étales de Z. Alors le foncteur restriction

Et(X) — Et(X,)
est une équivalence de catégories.

3.Cf. EGAIV 18.5.19.
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REMARQUE 5.10. Rappelons que 5.9 a été déja démontré (SGA 1 X 2.1) dans le cas ou
S est le spectre d’'un anneau local noethérien complet. Malheureusement on n’arrive pas
a utiliser ce résultat pour prouver 5.9 en général >, et la démonstration donnée de 5.9,
dans le présent exposé et le suivant, est tres différente de celle donnée dans SGA 1 X.

5.11. On peut donner une autre variante « non commutative » de (5.5) (ii), en uti-
lisant la théorie de la 2-cohomologie de J. GIRAUD (cf. Thése de J. GIRAUD, en prépara-
tion). Supposons S noethérien. Prenons un lien L sur X, et supposons que L se réalise
localement (pour la topologie étale) par un faisceau en groupes ind-finis. Considérons
I’application

¢? 1 HX(X,L) — H*(X,, L,).
ou L, estla restriction de L a X,. Alorson a
(5.11.1) @) (HX(X., L)) = H*(X, L)',

ou les « primes » désignent les parties formées des éléments neutres.

Compte tenu de 5.5 (iii), cet énoncé équivaut aussi au suivant :

Pour toute gerbe G sur X, de lien L comme ci-dessus, désignant par G, la restriction de
G a X,, le foncteur restriction sur les catégories de sections

9(X) — G.(X,)

est une équivalence de catégories.

Le fait que ce foncteur soit pleinement fidéle résulte en effet de 5.5 (i), et le fait qu’il
soit essentiellement surjectif lorsque G(X) # @ i.e. lorsque la classe &£ € H 2(X, L)
de G est neutre, résulte de 5.5 (ii). Il reste donc a exprimer que G,(X,) # @ implique
G(X) # @, ce qui n’est autre que (5.11.1).

Nous ne donnerons par ici la démonstration de (5.11.1), et nous nous contenterons de
signaler que pour tout schéma noethérien X et tout sous-schéma fermé, on peut montrer
en fait que la validité des énoncés 5.5 (i) (ii) implique celle de (5.11.1) ; la démonstration
se fait assez élémentairement, en utilisant le résultat de descente VIII 9.4 a).

6. Premiéres réductions

Nous utilisons ’abréviation (f, F, g) pour désigner les données de 5.1 dans I'un quel-
conque des trois cas (i), (ii) ou (iii) de ce théoréme.

LEMME 6.1. Pour que 5.1 soit vrai pour les données (f, F,g), ou f, F sont fixés, et g
quelconque, il suffit que pour tout S-schéma S, localisé strict d’un schéma localement de
type fini S’ sur S en un point qui est fermé dans sa fibre, le théoréme soit vrai pour (f, F, g),
ot f, F sont déduits de f, F parle changement de base S — S,etoug : 5 — SestUinclusion
du point fermé de S.

Démonstration. On peut supposer évidemment S, S’ affines, spectres d’anneaux A, A’.
Alors A’ est la limite inductive de ses sous-A-algebres de type fini A/, et utilisant la
théorie de passage a la limite (VII 5.11 et 5.14), on est ramené a prouver 5.1 pour les
(f,F,g;) oug;:Spec(A]) = S/ — S, ce qui nous ramene au cas ou g est de type fini.
Pour prouver que les homomorphisme de changement de base sont des isomorphismes,
il suffit de prouver qu’ils induisent des isomorphismes sur les fibres des faisceaux en jeu,
et il suffit de regarder les fibres géométriques en des points s’ de S’ qui sont fermés
dans leur fibre sur .S (VI 3.13). Soit 5’ un point géométrique de S’ correspondant a

3. La situation a changé depuis ces lignes ont été écrites, cf. th. 3.1 dans M. Artin, Algebraic ap-
proximation of structures over complete local rings (a paraitre).
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une cloture séparable de k(s”) ; comme s’ est algébrique sur le point correspondant s de
S, k(s') est donc aussi une cloture séparable de k(s). Désignons par 5 le préschéma 5’,
considéré comme étant au-dessus de .S, i.e. considéré comme point géométrique de .S, et
considérons les localisés stricts S et S’ de SenSetens’ respectivement, de sorte qu'on
a un carré commutatif.

g/

<l

— —

S S,

ou la premiere fleche horizontale est un isomorphisme. Compte tenu de VIII 5.2 et 5.3,
I’homomorphisme induit sur les fibres en 5’ par ’homomorphisme de changement de
base relatif a (f, F, g) s’identifie a '’homomorphisme

HX,F)— H(X ,F)

induit par X > X ouXetX désignent les schémas déduits de X par les changements
de base S — Set.S — S. Or le carré commutatif ci-dessus fournit de facon évidente
un carré commutatif

H (X, F) HX'S,F)

H'X, P H'X',F)

ou la premiere fleche horizontale est encore un isomorphisme, donc la deuxiéme fleche
horizontale est un isomorphisme dés que les deux fleches verticales le sont. Or c’est ce
qu’assure I’hypothese de (6.1), C.Q.FD.

6.1.1. Ainsi, pour prouver 5.1 dans une situation (F, f, —), on est ramené a étudier
le cas particulier 5.5, avec S strictement local. Cela nous amene a étudier de fagon géné-
rale la situation ol on a un morphisme 2 : Y — X de schémas, et ou on se propose de
donner les conditions générales moyennant lesquelles les homomorphismes correspon-
dants

H(X,F) — H'(Y,h*(F))

sont bijectifs. Le présent numéro donnera quelques résultats auxiliaires faciles sur cette
situation, que (pour la commodité de références ultérieures) nous énoncerons avec plus
de généralité et de précision qu’il ne serait nécessaire pour la démonstration de 5.1.

LEMME 6.2. Soient C, C' deux catégories abéliennes, T = (T') et T'" = (T’i) deux
foncteurs cohomologiques de C dans C', ¢ = (¢') un homomorphisme de foncteurs coho-
mologiques de T" dans T'". On suppose T" et T'* nuls en degrés < 0, et T' effacable pour
i > 0. Soit n un entier. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) @' est un isomorphisme pouri < n, un monomorphisme pouri =n+ 1.

b) (Sin > —1). L’homomorphisme ¢' est un monomorphisme sii = 0, et un épimor-
phisme sii < n.

¢) (Sin > 0). L’homomorphisme @° est un isomorphisme, et les T'' sont effacables
pour( <i < n.

Si ces conditions sont remplies, et si A € Ob(C), alors "1 (A) : T"1(A) —» T’”H(A)
est un épimorphisme (donc un isomorphisme) si et seulement si T'"(A) est effacable,
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i.e. s’il existe un monomorphisme A — B tel que ’homomorphisme T’"H(A) - T’"+1(B)
correspondant soit nul. Si C' = (Ab) (catégorie des groupes abéliens), et si & € T'"(A),
alors & est dans l'image de T"1(A) si et seulement si & est effacable, i.e. s’il existe un mo-
nomorphisme A — B tel que I'image de & dans T'"1(B) soit nulle.

Démonstration. Evidemment a) implique b) et c). Comme les hypothéses faites sur 7" im-
pliquent que les 77 (i > 0) sont les satellites droits de 7°, 'implication c) = b) résulte de
la caractérisation axiomatique des foncteurs satellites ; elle résulte également, par récur-
rence sur n, de la derniére assertion de 6.2, qui se démontre par I'argument bien connu
qu’on se dispense se répéter ici (cf. démonstration de 6.” ci-dessous). L’implication b)
= c) est triviale si n = 1, et si n > 0 on procéde par récurrence sur n : ’hypothése de
récurrence nous permet de supposer que ¢’ est un isomorphisme pour i < n — 1, un
monomorphisme pour i = n, donc par I’hypotheése un isomorphisme aussi pour i = n, et
il reste a montrer que c’est un monomorphisme pour i = n + 1, utilisant que ¢" est un
isomorphisme. Soit A — B un monomorphisme qui efface T"*!, d’ot1 une suite exacte
0 —> A - B - C — 0dans C, et un homomorphisme de suites exactes dans C’ :

Tn(B) - . Tn(C) - . Tn+1(A) - . Tn+1(B)

o

T'"(B) — T'""(C) — T'"*1(A) — T'"*(B),

ou les deux premiéres fleches verticales sont des isomorphismes d’aprés ce qu’on vient de
voir, et T"*1(A) — T"*!1(B) est nul par construction. Alors le lemme des cing implique
que T""1(A) - T’ "1(A) est un monomorphisme, C.QFD.

COROLLAIRE 6.3. Supposons que T", T'* proviennent de foncteurs cohomologiques (dé-
notés par les mémes symboles) sur la catégorie dérivée droite [3] D*(C), a valeur dans C’ ;
on ne suppose pas nécessairement les T'(i > 0) effacables. On suppose que K* € DT (C),
HI(K") =0 pouri < 0 implique T'"(K") = T""(K") = 0 pouri < 0. Soit K* € Ob D*(C)
un complexe borné a gauche dans C tel que H'(K ") = 0 pouri < 0.

(i) Sila condition a) de 6.2 est satisfaite, alors ’homomorphisme ¢'(K") = T'(K ") —
T''(K") est un isomorphisme pour i < n, un monomorphisme pouri =n+ 1.

(i) Soit de plus L' € Ob D*(C) tel que H'(L") = 0 pouri < 0, et soitu : L" — K~
un homomorphisme dans D*(C), induisant un homomorphisme injectif H®(u) :
H°(L) - H°(K"). Alors, pour que T"*'(L") — T’"H(L') soit surjectif, il
faut et il suffit que 'image de T"*'(L") dans T"'(K") soit contenue dans celle de
T*U(K"). SiC' = (Ab), et sié € T’"+1(A), alors & est dans I'image de T"1(A)
si et seulement si son image dans 7! (K°) est dans celle de T"t1 (K ").

Rappelons que ’hypothése que T et T’ proviennent de foncteurs cohomologiques
sur DT (C) peut s’expliciter en disant qu’ils proviennent de foncteurs cohomologiques
sur la catégorie abélienne des complexes bornés a gauche de C, commutant aux transla-
tions des degrés, transformant des homomorphismes de complexes homotopes a zéro en
des homomorphismes nuls de C’, et transformant tout homomorphismeu : K* — L de
complexes qui est un quasi-isomorphisme (i.e. qui induit des isomorphismes H'(K ") —
H'(L")) en un isomorphisme de C’. Pratiquement, tous les foncteurs cohomologiques
de C dans C’ qu’on rencontre sont obtenus ainsi.
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Démonstration de 6.3. Prouvons d’abord (i). L’assertion est évidente si H'(K*) = 0
pour i < n+ 1, car alors d’aprés les propriétés de degrés imposées a T", T'", on au-
raT'(K) = T''(K") = Opouri < n+ 1. Soit d’autre part m un entier > 0 tel que
H!(K") = 0 pour i < m : il en existe, par exemple m = 0 fait ’affaire. Nous procédons
par récurrence descendante sur m, ’assertion étant prouvée sim = n+2. Nous supposons
donc l'assertion prouvée pour les m’ > m, et la prouvons pour m. D’aprés I’hypothése
sur les degrés de K, K" est quasi-isomorphe a un complexe a degrés > m, donc on peut
le supposer a degrés > m. Il s’ensuit une suite exacte de complexes

0— H"[-m] — K" — K'"— 0,

ou H™ = H™(K"), ou le signe [—m] indique translation de —m sur les degrés d’un
complexe, et ou K’* est défini comme conoyau. Donc les objets de cohomologie de K'*
sont ceux de K" en degrés > m + 1, et nuls en degrés < m + 1; en particulier, on peut
appliquer ’hypothese de récurrence a K'*. La suite exacte précédente donne lieu a un
homomorphisme de suites exactes

Ti—l(K/ ) Ti—m(Hm) TI(K) Ti(K/ ) Ti+1—m(Hm)

| | | | |

T/i—l(K/ ) T/i—m(Hm) T'i(K') T/i(K/ ) T/H—l—m(Hm).

Faisant alors i < n dans le diagramme précédent, et tenant compte de I’hypothése de
récurrence et de m > 0, on trouve que les fleches verticales autour de la fleche verticale
médiane sont des isomorphismes et a fortiori des épimorphismes , et que la fleche ver-
ticale de droite est un monomorphisme, donc par le lemme des cinq la fleche verticale
médiane est un épimorphisme. Faisant i < n + 1, on trouve de méme que les fleches
verticales autour de la médiane sont des monomorphismes, la fleche verticale de gauche
étant un isomorphisme et a fortiori un épimorphisme, d’oll on conclut par le lemme des
cinq que la fleche verticale médiane est un monomorphisme, ce qui établit 6.3 (i).

Pour établir la deuxieme assertion 6.3 (ii), on utilise de méme la suite exacte
0—L — K — K" —0,

ou K'" est défini comme le mapping-cylinder de L* — K", donc est encore a cohomologie
a degrés positifs. La « chasse au diagramme » habituelle dans

Tn(K) - . Tn(KI N — Tn+1(L-) - . Tn+l(K-) - . Tn+1(K/ 9

| | | | |

T/n(K-) T/n(K/ ) T/n+1(L-) T/n+l(K-) T/n+1(K/-)

donne alors la derniére assertion de 6.3, compte tenu du fait que (en vertu de la premiere
partie déja démontrée) les deux premieres fleches verticales sont des isomorphismes, les
deux derniéres des monomorphismes. Cela achéve la démonstration de 6.3.

LEMME 6.4. Le théoréme (5.1) est vrai si f est fini.
Cela résulte aussitot en effet de VIII 5.5 et 5.8.

PROPOSITION 6.5. Soith : Y — X un morphisme de schémas quasi-compacts et quasi-
séparés. Dans (i) ci-dessous, I désigne un ensemble donné ayant au moins deux points, dans
(ii) et (iii), L désigne une partie non-vide de I’ensemble P des nombres premiers, et dans (iii)
n désigne un entier.
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(i) Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) Pour tout faisceau d’ensembles F sur X, I’application canonique

H(X,F)— H*(Y,h*(F))

est injective (resp. bijective).

b) Pour tout morphisme fini X' — X, désignant par h® . Y' — X' le mor-
phisme déduit de h par le changement de base X' — X, Uapplication cano-
nique

H (X', Iy)— H(Y', Iyr)
déduite de h' est injective (resp. bijective).

b’) Avec les notations deb), I'application U — h' "N (U) de I'ensemble des parties
deY' a la fois ouvertes et fermées dans l’ensemble des parties de X' a la fois
ouvertes et fermées est injective (resp. bijective).

104 b”) (Si X localement noethérien). Avec les notations deb), Uapplication induite sur
les ensembles de composantes connexes

1,(h") : I(X") — I1,(Y')

est surjective (resp. bijective), ou encore : si X' est non-vide (resp. connexe
non-vide) il en est de méme de Y.
De plus, si ces conditions sont satisfaites, alors pour tout faisceau en groupes
F sur X, le foncteur P — h*(P) de la catégorie des torseurs (= fibrés princi-
paux homogenes) sous F dans la catégorie des torseurs sous h*(F) est fidéle (re-
sp. pleinement fidele), et a fortiori, dans le cas respé, I'application canonique

HY(X,F) — HYY,h*(F))

est injective. Enfin, sous les mémes hypotheses, le foncteur X' — Y' = X' X, Y
de la catégorie des revétements étales de X dans la catégorie des revétements étales
de Y est fidéle (resp. pleinement fidéle).
(ii) Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) Pour tout faisceau F de groupes ind-L-finis sur X, U'application canonique

HY(X,F)— H\(Y,h*(F))

est bijective pouri =0, 1.

b) Pour tout morphisme fini X' — X, désignant par h’ : Y’ — X' le mor-
phisme déduit de h par changement de base, et pour tout L-groupe fini ordi-
naire G, Uapplication canonique

HY(X',Gy)) — HY(Y',Gy/)

est bijective pouri =0, 1.
105 b’) (SiL = P). Avec les notations de b), le foncteur image inverse par h’ induit
une équivalence de la catégorie des revétements étales de X' avec la catégorie
des revétements étales de Y.
b”) (Si X noethérien, L = P). Avec les notations deb), si x" est non-vide, il en est
de méme de Y', et si y' est un point géométrique de Y', x' son image dans
X', Uapplication canonique

Imxy',y)— n(X',x'y , pouri=0,1,

est bijective.
(iii) Les conditions suivantes sont équivalentes :
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a) Pour tout faisceau F de L-torsion sur X, ’homomorphisme
HY(X,F) — H'(Y,h*(F))

est un isomorphisme sii < n, un monomorphisme sii =n+ 1.

a'") (Sin > —1). Pour tout F comme ci-dessus, ’homomorphisme envisagé est
injectif sii = 0, et surjectif sii < n.

b) (Sin > —1). Pour tout morphisme fini X' — X, désignant parh’ : Y' - X'
le morphisme déduit de h par changement de base X' — X, et pour tout
¢ eL,v >0, ’homomorphisme canonique

H (X', (ZItZy)) — H'(Y',ZI(VZ)y /)
est injectif pour i = 0, surjectif pouri < n.
De plus, on a le complément suivant a I'énoncé précédent :

COROLLAIRE 6.6. (i) Supposons la condition non respée 6.5 (i) a) satisfaite, soit F
un faisceau d’ensembles sur X, et soit ¢ € H*(Y, h*(F)). Supposons qu’il existe 106
un monomorphisme de faisceaux d’ensembles F — G tel que l'image de & dans
H°(Y, h*(G)) soitdans 'image de H*(X, G). Alors & est dans I'image de H* (X, F).

(ii) Supposons la condition 6.5 (i) a) respée satisfaite, soit F un faisceau de groupes
sur X, et soit & € H' (Y, h*(F)). Supposons qu’il existe un monomorphisme de
faisceaux de groupes F — G tel que I'image de & dans H' (Y, h*(G)) soit dans
Iimage de HY(X,G), alors & est dans Iimage de HY (X, F).

(iii) Supposons la condition 6.5 (iii) a) satisfaite (pour une valeur donnée n), soit F un
faisceau de L-torsion sur X et soit ¢ € H"*\(Y, h*(F)). Supposons qu’il existe
un monomorphisme F — G de faisceaux de L-torsion, tel que I'image de & dans
H™ (Y, h*(G)) soit dans I'image de H""'(X,G), alors & est dans I'image de
H"™(X, F).

Démonstration de 6.5 et 6.6. Prouvons d’abord 6.6. Le cas de 6.6 (iii) est un cas particulier de
la derniere assertion dans 6.3, appliqué au cas ou C est la catégorie des faisceaux abéliens
de L-torsion sur X, C’ est la catégorie (Ab), et T'(F) = H'(X, F), T' = HI(Y, g*(F))
(noter que T'" est bien un foncteur cohomologique en F, grace au fait que le foncteur
h" est exact). Bien entendu, ici la considération des complexes comme dans 6.3 est in-
utile (elle nous sera commode plus loin (6.8)) et nous utilisons uniquement la dernieére
assertion de 6.3.

Pour prouver (i), considérons la somme amalgamée H = G L G, limite inductive,
dans la catégorie des faisceaux d’ensembles sur X, du diagramme

G

e

F

G

Les propriétés d’exactitude habituelles du topos des faisceaux d’ensembles montrent, 107
comme F — G est un monomorphisme, que 'on a un diagramme exact de faisceaux
d’ensembles sur X

F—G=3 H

(ce que 'on peut exprimer en disant que dans un topos, tout monomorphisme est effec-
tif, et prouver en se ramenant comme d’habitude a la catégorie des ensembles). Comme
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les foncteurs H* et h* sont exacts a gauche, on en conclut un homomorphisme de dia-
grammes exacts d’ensembles

HOY(X, F) HX,G) HO(X, H)

| |

HOY, h*(F)) — HO(Y, h*(G)) == H(Y, h*(H)),

ou les fleches verticales sont injectives. Une « chasse de diagramme » immédiate prouve
alors ’assertion 6.6 (i).

Pour prouver 6.6 (ii), nous allons d’abord prouver la deuxiéme assertion de 6.5 (i),
savoir que moyennant la condition a) de 6.5 (i), pour tout faisceau de groupes F sur
X, le foncteur P — h*(P), de la catégorie des torseurs sous F dans la catégorie des
torseurs sous hA*(F), est fidéle (resp. pleinement fidéle), donc, dans le cas respé, induit
une injection sur les H I Pour ceci, si Pet P’ sont deux torseurs sous F, désignons par
Isom (P, P') le faisceau des F-isomorphismes de Psur P’.1l est immédiat que la forma-
tion de ce faisceau commute a toute extension de la base, en particulier a ’extension de la
base par A. (C’est la une assertion valable pour tout morphisme de sites). Utilisant ’hypo-
these sur l'effet de 2* sur les H® pour le faisceau Isom (P, P’), on trouve que I'applica-
tion Isomp(P, P') — Isomg(h*(P), h*(P')) est injective (resp. bijective), ce qui signifie
que le foncteur P — h*(P) est fidéle (resp. pleinement fidéle). (NB dans la catégorie
des torseurs sous un faisceau en groupes, tout homomorphisme est un isomorphisme).
Notons d’autre part, que si F est un sous-faisceau en groupes d’un faisceau en groupes
G, alors la donnée d’un torseur Psous Frevient a la donnée d’un torseur sous G (savoir
celui déduit de Ppar extension F — G du Groupe structural), muni d’une section de Q/F
(qui s’interprete en effet comme une « restriction du Groupe structural » de G a F). Ceci
posé, avec les notations de 6.6 (ii), comme 'image de # dans H'(Y, h*(G)) provient d’un
élément de H'! (X, G), ce dernier est défini par un torseur Q sous G, de sorte que 7 est la
classe du torseur ~*(Q) sous h*(G). Le fait que # provient d'un & € H' (Y, h*(F)) s’ex-
plicite alors en disant que £ est la classe du h*(F)-torseur défini par h*(Q) et une section
convenable de h*(Q)/h*(F). Comme le foncteur h* est exact a droite, ce dernier faisceau
n’est autre que h*(Q/F), et comme A* induit une bijection sur les H* des faisceaux d’en-
sembles, il s’ensuit que la section envisagée de h*(Q)/h*(F) provient d’une section de
Q/F. Cette derniere définit alors un F-torseur par restriction du groupe structural, et la
classe de ce torseur dans H'(X, F) a évidemment & comme image dans H Ly, he(F)).
Cela prouve 6.6 (ii) et achéve la démonstration de 6.6.

Prouvons maintenant 6.5, en commencant par 6.5 (iii). Evidemment a) implique a’),
et I'implication inverse est un cas particulier de 6.2 (appliqué encore au cas ou C est la
catégorie des faisceaux de L-torsion sur X, et C’ la catégorie des faisceaux de groupes
abéliens), pourvu qu’on prouve I'effacabilité dans C des foncteurs H'(X, F) pour i > 0.
Cela n’offre en effet pas de difficulté, mais nous pouvons aussi nous dispenser de prouver
ce résultat, en notant que F est limite inductive filtrante de ses sous-faisceaux F; pour
lesquels il existe un entier n > 0 annulant F; (IX 1.1). Alors h*(F) est limite inductive des
h*(F;), et compte tenu de la commutation de la cohomologie a la limite inductive (VII
3.3), résultant des hypotheses de quasi-compacité et de quasi-séparation faites sur X et
Y (qui n’avaient pas servi pour 6.6), on se ramene a prouver la condition a) pour les F;, ce
qui nous ramene au cas ou il existe un entier m > 0 tel que mF = 0. On peut évidemment
supposer que les diviseurs premiers de m soit € L, et on peut alors prendre pour C la
catégorie des faisceaux de Z/mZ-Modules sur X. Or on sait que dans cette catégorie,
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les foncteurs H'(X,—) pour i > 1 sont effacables ( ). Cela montre I’équivalence des
conditions a) et a”) de 6.5 (iii). D’autre part, appliquant a) a 'image directe d’un faisceau
de L-torsion F’ sur X', X' fini sur X, qui est de L-torsion grace a IX 1.2 (v), IX 1.6 (iii),

et utilisant 6.4 et VIII 5.5, on trouve que ’homomorphisme
HI(X', F') — HI(Y', 1" (F"))

est un isomorphisme pour i < n, un monomorphisme pour i = n + 1, d’ou a fortiori
la condition b). Reste a prouver que cette condition implique a’). Pour ceci, utilisons
le fait (IX 2.7.2) que tout faisceau de L-torsion F sur X est limite inductive filtrante de
faisceaux de L-torsion constructibles ; alors 'argument de passage a la limite déja utilisé
montre que dans a’), on peut se limiter au cas ou F est constructible. En vertu de IX 2.14
il existe alors un nombre fini de morphismes finis p; : X/ — X, de faisceaux constants
de L-torsion G X/ sur les X/, et un homomorphisme injectif

F—[]r.Gix)

Ceci dit, si n = —1, i.e. lorsque la conclusion voulue se réduit a ’assertion d’injectivité
pour H°(X, F) - H*(Y,h*(F)), on voit aussitdt qu'on peut dans cette question rem-
placer F par un faisceau G tel qu’il existe un monomorphisme F — G, et par suite on
peut remplacer F par le produit des p;«(G; x/)- Compte tenu de 6.4, on est donc ramené
a prouver I’assertion d’injectivité en remplacant 4 : ¥ — X parh' : Y' — X', et F
par un faisceau constant sur X' de valeur un groupe fini de L-torsion ordinaire G. Or G
est isomorphe a une somme de groupes de la forme Z/¢¥Z, avec ¢ € L. On est donc bien
réduit a vérifier b). Lorsque n > 0, on procede de fagon analogue. Par récurrence sur s,
on peut supposer la conclusion voulue (et par suite a)) prouvée pour 'entier n — 1 au
lieu de n. Utilisant alors 6.6 (iii), on voit qu’on peut encore remplacer F par un faisceau
G tel qu’il existe un monomorphisme F — G, et on prendra encore pour G le faisceau
p.(Gyr). Compte tenu de 6.4 et de la nullité des R;,* (i > 1) pour un morphisme fi-
ni (VIII 5.5), cela nous rameéne encore a prouver la surjectivité pour H” en remplacant
h:Y - Xparunh’ : Y' — X', et Fpar un faisceau constant sur X’ de valeur un
groupe fini de L-torsion ordinaire. Comme l'injectivité est déja acquise grace a I’hypo-
thése de récurrence et I'implication a’) = a), on est encore ramené, par dévissage sur G,
au cas ou G est de la forme Z/¢VZ, c’est-a-dire au cas envisagé dans la condition b) de 6.5
(iii). Cela prouve le cas (iii) de 6.5.

Les cas (i) et (ii) se démontrent exactement de la méme fagon, pour ce qui est de
I’équivalence des conditions a) et b) dans 6.5 (i) resp. 6.5 (ii) : on utilise IX 2.7.2 et la
commutation du H*® et H'! aux limites inductives filtrantes de faisceaux (VII 5.14) pour
se ramener au cas ou Fest constructible, puis IX 2.14, 6.6 (i) (ii) et VIII 5.8 pour se ramener
au cas particulier envisagé dans b). Par ailleurs, dans (i), '’équivalence des conditions b),
b’) et b”) est triviale et n’est mise que pour mémoire, ainsi que le fait qu’elles impliquent
la fidélité (resp. la pleine fidélité) du foncteur X' — Y’ de la catégorie des revétements
étales de X dans la catégorie des revétements étales de Y. Il en est de méme de I’équiva-
lence des conditions b), b”) et b”) dans 6.5 (ii), qui ont été ajoutées pour faire bon poids.
La démonstration de 6.5 est ainsi achevée.

REMARQUE 6.7. 3.

3. Le rédacteur recommande d’omettre la lecture de ces remarques, ainsi que de (6.13), introduites
subrepticement (en méme temps que diverses autres modifications plus ou moins heureuses du texte ori-
ginal) par un collaborateur irrévérencieux.

110

111



112

113

XII. THEOREME DE CHANGEMENT DE BASE POUR UN MORPHISME PROPRE

1) Evidemment, les arguments démontrant 6.5 et 6.6 sont de nature trés générale et

essentiellement triviale et auraient intérét a étre dégagés en des lemmes abstraits
de la méme eau que 6.2 (les faisceaux p, (G y/) jouant le role de cogénérateurs de
la catégorie C dans laquelle on travaille). On laisse ce plaisant exercice au lecteur,
et nous nous bornons a signaler que le méme énoncé essentiellement pourrait
étre donné en regardant des foncteurs tels que R’ f, au lieu des foncteurs H'.
Les mémes remarques s’appliquent a 6.8, 6.11 ci-dessous.

2) Lorsque X est noethérien, alors les arguments donnés montrent que dans I’énon-

cé des conditions b) et leurs variantes dans 6.5 (i) (ii) (iii), on peut se borner a
prendre X' intégre; lorsque X est universellement japonais, on peut méme les
prendre integre et normaux ; c’est également possible sans la restriction japo-
naise sur X, a condition de prendre des morphismes p : X' — X entiers au lieu
de morphismes finis. Nous ne nous servirons d’aucune de ces variantes dans la
suite du séminaire.

3) Ladémonstration de 6.6 n’utilise pas I’hypothese de quasi-compacité et de quasi-

séparation faite sur X, et il en est de méme pour le fait que dans (i) (ii) (iii) la
condition a) implique les autres, ainsi que pour I’équivalence des conditions
b), b’), b”) entre elles. Notons d’autre part que la forme b) des conditions 6.5
(i) montre que, pour L = ¢, ce sont des cas particuliers (lorsque X est quasi-
compact quasi-séparé) de 6.5 (iii), pour n = —1 resp. pour n = 0. Cela reste
d’ailleurs vrai (en se bornant aux conditions sous la forme a)) sans la restriction
énoncée sur X, comme on voit aisément grace au fait que pour tout faisceau
d’ensembles F, et tout nombre premier ¢, on peut trouver deux faisceaux abé-
liens de /-torsion G et H, et un homomorphisme u : G — H des faisceaux
d’ensembles sous-jacents, tels que F soit isomorphe a I'image inverse de la sec-
tion nulle (on prendre pour Fle Z/¢Z-Module libre engendré par F, et pour H le
faisceau constant Z/¢Z sur X). Le méme argument montre que (sans restriction
de quasi-compacité et de quasi-séparation) 6.5 (ii) a) (ou il suffit méme de faire
i = 0) implique la condition respée 6.5 (i) a) ; cela permet par suite, compte te-
nu que cette derniére implique déja I'injectivité de H WX, F)—> HY\(Y,h*(F))
pour tout faisceau en groupes F sur X, de se borner dans I’énoncé de 6.5 (ii) a)
d’exiger pour i = 1 la surjectivité de H'(X, F) — H'(Y, h*(F)). Malheureuse-
ment, le cas 6.5 (ii) ne peut étre envisagé comme cas particulier de 6.5 (iii), ce qui
nous oblige souvent de répéter dans le cas non commutatif un argument déja
fait pour 'essentiel dans le cas commutatif. Notons également que, sauf 6.10, les
résultats qui suivent sont énoncés de sorte qu’ils sont valables sans hypothese
de quasi-compacité et de quasi-séparation.

PROPOSITION 6.8. (Lemme de descente). Avec les notations générales de 6.5, supposons
donné de plus un morphismep : X — X, désignonsparh : Y — X le morphisme déduit de
h par le changement de base p, et par p,, : Y — Y le morphisme canonique. Nous supposons,
ou bien que p est surjectif, ou bien que h est une immersion fermée et que X = p(X)Uh(Y).

(i) Supposons que le morphisme h : Y — X satisfasse d la condition d’injectivité (re-

sp. de bijectivité) de 6.5 (i) a). Dans le cas respé, supposons de plus que le morphisme
de changement de base

h*(p.(F)) — py (h (F))

est injectif pour tout faisceau d’ensembles F sur X. Alors le morphismeh : X — Y
satisfait également la condition d’injectivité (resp. de bijectivité) de 6.5 (i) a).



6. PREMIERES REDUCTIONS 69

(ii) Supposons que h : Y — X satisfasse la condition de 6.5 (ii) a), et que pour tout
faisceau de ind-L-groupes F sur X, le morphisme de changement de base (%) soit
bijectif. Alors h : Y — X satisfait également la condition de 6.5 (ii) a).

(iii) Supposons que h : Y — X satisfasse a la condition de 6.5 (iii) a), et que pour tout
faisceau abélien F de L-torsion sur X, ’homomorphisme de changement de base

h*(R'p,(F)) — Ripy (W (F))

soit bijectif pouri < n— 1, injectif pouri = n (ot n est un entier > 1 donné). Alors
le morphisme h : Y — X satisfait également a la condition de 6.5 (iii) a).

Démonstration de 6.8. Dans le cas oi on ne suppose pas p surjectif, mais 4 une immersion
fermée et X = p(x) U A(Y), nous considérons le schéma somme X de X etV etle
morphisme p’ : X' - X déduit de p et h. Alors p’ est surjectif, de plus on vérifie
trivialement, dans chacun des trois cas envisagés (i) (ii) (iii), que les hypothéses faites
sur le couple (A, p) sont encore satisfaites pour le couple (A, p’). Cela nous rameéne donc
au cas ou p est surjectif, dans lequel nous allons nous placer dans la suite. Dans ce cas
pour tout faisceau F sur X, ’homomorphisme canonique

F — p,.(p*(F))

est injectif. Dans le cas (i), pour vérifier 'injectivité de H*(X, F) — H_* (Y, h*(F)), on
est ramené aussitot au cas ou on remplace F par p,(F) (ou on pose F = p*(F)). Or
considérons le diagramme commutatif

H* (X, p,(F)) Tmﬁ®)

s H*(Y, py-(R (F)))
|

H X, P H* Y, 1" (P),

ou la fleche verticale gauche et la deuxieme fleche verticale droite sont les isomorphismes
canoniques, la premiére fleche verticale droite provenant de ’homomorphisme de chan-
gement de base par h. Par hypothese la deuxiéme fleche horizontale est injective, ce qui
implique aussit6t qu’il en est de méme de la premiere, ce qui prouve I’assertion non re-
spée de (i). Pour 'assertion respée, on suppose que la deuxieme fleche horizontale est
surjective, de plus '’homomorphisme de changement de base étant un monomorphisme
par hypothése, il en est de méme de la premiere fleche verticale droite, donc du composé
des deux fleches verticales droites. Il s’ensuit aussitot que la premiere fleche horizontale
est également surjective, ce qui achéve de prouver (i). Pour prouver (ii), grace a ce qui pré-
céde et 6.5 (i) on est ramené a prouver la surjectivité pour H'(X, F) — H'(Y, h*(F)).
Utilisant 6.6 (ii) on est encore ramené a la prouver pour F de la forme p,(F), ou F est
un faisceau de ind-L-groupes sur X (IX 1.6 (ii)). Ecrivant les suites exactes pour les H',
(variantes de (3.2)) pour les morphismes p et py, on trouve un homomorphisme de suites
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exactes non commutatives :

HY(X,p,(F))

H'(X,F) H(X, R'p,(F))

H'\(Y, py«(h" (F) — H'(Y, 1" (F)) —= H(Y, R' (py-(h" (F)))),

ou dans chaque ligne la premiére fleche est injective et identifie le premier terme a
I'image inverse, par la deuxieme fleche, du point marqué du troisieme terme. Par hypo-
thése sur A, la fleche verticale médiane est bijective. D’autre part, les deux fleches verti-
cales extrémes se factorisent respectivement par H' (Y, h*(p,(F)) et H*(Y, h*(R! (p,.(F)),
en composant les homomorphismes H'(X,—) — HY\(Y,-) (pouri = leti = 0 res-
pectivement) et les homomorphismes déduits en appliquant H'(Y, —) (pour ces mémes
valeurs de i) & ’homomorphisme de changement de base h*(p,(F)) — py« (E* (F)) re-
sp. h*(R! p.(F) — R! Dy+ (E*(F)). Comme la premiere de ces fleches est un isomor-
phisme par hypotheése, il s’ensuit que la premiere fleche verticale du diagramme ci-dessus
s’identifie a ’homomorphisme H'(C,—) — H'(Y,-) que nous voulons étudier. Pour
prouver sa bijectivité, il reste donc a prouver que la derniére fleche verticale du dia-
gramme est injective. Or d’apres ce qu’on vient de dire, elle est composée de deux ap-
plications, dont la premiére est un homomorphisme canonique H*(X,—) - H*(Y,—),
donc bijective, et la deuxieme est injective, car déduite par le foncteur exact a gauche
H*(Y,—) d'un homomorphisme H *(Rl(p*(T)) - R! p*(ﬁ*(F)) qui est un monomor-
phisme. Ce dernier fait résulte en effet aisément de ’'hypothése de bijectivité faite pour
I’homomorphisme de changement de base dans la dimension précédente 0, par exemple
en utilisant la deuxiéme assertion de 6.5 (i) et le calcul habituel des fibres des images
directes supérieures (VIII 5.3). Cela prouve 6.8 (ii).

Reste a prouver 6.8 (iii). Pour ceci, il nous sera plus commode, au lieu d’utiliser di-
rectement l'injection F — p,(p*(F)) comme ci-dessus, d’utiliser ’homomorphisme

F — Rp (P

dans la catégorie dérivée droite D*(C), ou C désigne la catégorie des faisceaux abéliens
sur X. Rappelons que par définition, Rp, (F) est le complexe p,(C(F)), ou C(F) est un
complexe résolution injective de F dans la catégorie des faisceaux abéliens sur X. Si K*
est un complexe sur X, nous désignons par H'(X, K ") les groupes d’hypercohomologie
de X a coefficients dans K, et on utilise les notations analogues sur Y. En vertu de 6.3,
on est ramené a prouver la surjectivité pour

(1) H"(X, Rp,(F)) — H"(Y,h*Rp,(F)).
Or par hypothese, ’homomorphisme de changement de base

(2) H*(Rp,(F)) — Rpy(h" (F)

induit un isomorphisme sur les faisceaux de cohomologie en degrés < n—1, et un mono-

morphisme en degrés n, ce qui peut s’exprimer en disant que le « mapping-cylinder » K~
de ’homomorphisme précédant n’a des faisceaux de cohomologie non nuls qu’en degrés
> n.Donc H'(Y,K") = 0sii < n, ce qui implique, par la suite exacte de cohomologie,
que les homomorphismes

(3) H'(Y, h*(Rp,(F)) — H'(Y, Rpy,(h" (F),
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induits par ’homomorphisme ci-dessus, sont des isomorphismes pour i < n — 1, un
monomorphisme pour i = n. Considérons le composé de (1) et (3)

(4) H"(X, Rp,(F)) — H"(Y,h*(Rp,(F))) — H"(Y, Rpy, (" ().

Les termes extrémes sont respectivement isomorphes, en vertu des définitions, a H" (X, F)

et H'(Y,h' (P)), et le composé de (4) n’est autre que ’homomorphisme déduit de A, qui
est bijectif grace a Ihypothése faite sur 4. Comme la deuxiéme fleche de (4) est injec-
tive d’apres ce qu’on vient de voir, la premieére est également bijective, ce qui acheve la
démonstration de 6.8.

D’ailleurs, on constate aussitot que la démonstration précédente fournit le résultat
suivant, légerement plus précis et plus général :

COROLLAIRE 6.9. Les notations sont celles de 6.8. On suppose de plus satisfaite pour h
la condition non respée de 6.5 (i) (resp. la condition respée de 6.5 (i), resp. la condition de
6.5 (iii), avec n > —1), et que pour tout faisceau d’ensembles F sur X, I’homomorphisme
de changement de base h*(p,(F)) — pY*(E*(f)) est injectif (resp. bijectif, resp. que pour
tout faisceau de L-torsion F sur X, ’homomorphisme de changement de base h* R'p,.(F) —
Ripy- (" (F)) soit bijectif pouri < n, injectif pouri = n+1). Soit F un faisceau d’ensembles
(resp. de ind-L-groupes, resp. un faisceau de L-torsion) sur X, et soit ¢ € H""' (Y, h*(F))
(ot on prend n = —1 dans le cas(i), n = 0 dans le cas (ii)). Posons F = p*(F). Alors,
pour que & soit dans 'image de H"t'(X, F), il faut et il suffit que son image inverse dans
H"™ (Y, py«(h*(F)) = H™\(Y, 1 (F)) soit dans 'image de H'' (X, F).

Nous utiliserons cette forme précisée de 6.8 pour prouver le

COROLLAIRE 6.10. Les notations sont celles de 6.5. On suppose, pour simplifier, vérifiée
la condition non respée de 6.5 (i).

(i) Pour que le condition respée de 6.5 (i) soit satisfaite (resp. pour qu’on ait 6.5 (ii) a),
resp. pour qu’on ait 6.5 (iii) a)), il faut et il suffit que la condition suivante soit sa-
tisfaite : Pour tout faisceau F d’ensembles (resp. de ind-L-groupes, resp. de groupes
abéliens de L-torsion) sur X, tout & € H*(Y, h*(F)) (resp. tout & € H' (Y, h*(F))
aveci = 0,1, resp. tout & € H'(Y, h*(F)) aveci < n), et toute partie fermée non
vide X' de X, désignant parY' sont image inverse dans Y, il existe un morphisme
p . X — X satisfaisant les conditions suivantes :

1°) L’image p(X) est contenue dans X' et contient un ouvert non vide de X' .

2°) Pour tout faisceau d’ensembles F sur X (resp. ...) ’homomorphisme de chan-
gement de base h*(p,,(F)) — py« (E*(T:)) est un isomorphisme (resp. pour tout
faisceau de ind-L-groupes F sur X, ’homomorphisme de changement de base
h*(R'p,(F)) = R'py« (h"(F) pour i = 0,1 est bijectif; resp. pour tout fais-
ceau abélien de L-torsion F sur X, ’homomorphisme de changement de base
est bijectif pouri < n).

3°) L’image inverse de & dans H' (Y, py * (h*(F))) = H'(Y, 1" (p*(F))) est conte-
nue dans l'image de H'(X, p*(F)).

(ii) Soitn > —1, et supposons que pour tout faisceau d’ensembles F (resp. tout faisceau
de ind-L-groupes, resp. tout faisceau abélien de L-torsion) F sur X, ’homomor-
phisme H'(X, F) — H'(Y, h*(F)) soit bijectif pour i < n, injectif pouri = n+1,
(dans le premier cas, on suppose n = 1, dans le deuxieme, n = —1 ou 0). Soit
& € H™(Y, h*(F)). Pour que & soit dans I'image de H"t'(X, F), il faut et il
suffit qu’il satisfasse a la condition énoncée dans (i) ci-dessus, aveci = n+1).
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Démonstration de 6.10. Utilisant 6.5 et une récurrence immédiate sur », on constate que
6.10 (i) est conséquence de 6.10 (ii), que nous allons maintenant démontrer.

Supposons que & ne soit pas dans I'image de H"(X, F). Soit @ I’ensemble des parties
fermées X' de X telles que I'image & dans H"(Y', h*(F)|Y') ne soit pas contenue dans
celle de H"(X', F|X'). Par hypothése, X € @, donc @ n’est pas vide. Ordonnons @
par la relation D, et montrons que @ est inductif. Pour ceci, il suffit de prouver que si
(X)) est une famille totalement ordonnée d’éléments de @, et si X' est leur intersection,
alors X’ € @. Or, munissant les X} et X' de la structure induite réduite, on voit que
les morphismes X; — X sont affines (puisque ce sont des immersions fermées), donc
le systéme projectif des X satisfait aux conditions envisagées dans VII 5. De plus, on
constate aussitot que X' est la limite projective des X . De méme, Y est la limite pro-
jective du systéme projectif des Y}, qui sont affines sur Y. Utilisant VII 5.8, on trouve
donc

. n ’ A A n ’ ’ . ney! px AN ney! p* ’
lim H"(X}, FI1X}) 5 H'(X', FIX') , lim H"(Y], R*(F)|Y]) = H"(Y', *(F)|Y").

De ceci, on conclut aussitdt que si on avait (£]Y’) € Im H"(X', F|X"), alors il existerait
un indice 4 tel que (£]Y}) € Im(X ), F| X)), ce qui est absurde ; donc on a bien X’ € @.
Donc @ est inductif, et contient par suite un élément minimal, soit X'. Comme évidem-
ment ¢ & @, X' est non-vide. Appliquons a £ et & X' ’hypotheése de 6.10, d’ou un mor-
phisme p : X — X satisfaisant aux conditions 1°) a 3°) énoncées dans 6.10. Notons qu’on
peut supposer méme p surjectif. En effet, soit U un ouvert non vide de X’ contenu dans
p(X), et soit X | son complémentaire dans X', de sorte que par constructionona X| ¢ @.
Utilisant cette relation, on voit tout de suite que, posant X; = X LI X| et désignant par
2 X, — X le morphisme défini par p et I'inclusion de X| dans X, le morphisme D, sa-
tisfait encore aux mémes hypothéses que p; de plus, il est surjectif. Nous supposons donc
p surjectif, et appliquons maintenant 6.9, en y remplacant le morphisme 4 : Y — X par
le morphisme A’ : Y’ — X' (X’ étant muni, disons, de la structure induite réduite), et &
par £]Y’. On conclut alors de 6.9 que 'on a (£]Y’) € Im H"(X', F|X"), ce qui contredit
la relation X’ € @ et achéve la démonstration de 6.10.

Nous utiliserons 6.10 pour ramener 5.5 au cas ou f est un morphisme projectif ; mais
pour ceci, dans le cas non noethérien, nous aurons besoin d’une variante non noethé-
rienne du lemme de Chow, qui sera donnée au numéro suivant.

ProprosITION 6.11. (Lemme de transitivité). Les notations sont celles de 6.8, mais on
ne fait aucune hypothése de surjectivité relativement a p. On suppose que h satisfait a la
condition (i) a) (resp. (ii) a), resp. (iii) a) de 6.5. On suppose de plus, dans le cas (i), que pour
tout faisceau d’ensembles F sur X, ’homomorphisme de changement de base de 6.8 est un
monomorphisme (resp. un isomorphisme); dans le cas (i), que X est noethérien et que pour
tout faisceau F de ind-L-groupes, ’homomorphisme de changement de base h*(R! p,.(F)) —
Rle*(E*(F)) est bijectif pour i = 0,1 ; enfin, dans le cas (iii), que I’homomorphisme de
changement de base est bijectif pour i < n, injectif pouri = n + 1. Alors le morphisme
h : Y — X satisfait également d la condition (i) (resp. (ii), resp. (iii)) de 6.5.

Démonstration de 6.11. Dans le cas (i), on considére le diagramme commutatif de la dé-
monstration de 6.8 (i). Ici les hypothéses impliquent que la premiere fleche horizontale
et la premiére fleche verticale de droite sont injectives (resp. bijectives), donc il en est
de méme de la deuxiéme fleche horizontale, ce qu’on voulait établir. Dans le cas (ii), on
se donne un faisceau F de ind-L-groupes sur X, et il faut montrer que tout élément de
H'(Y, E*(F)) provient d’un élément de H'(X, F). En vertu de 6.6 (ii) appliqué a h, il
suffit de trouver un monomorphisme F — G de faisceaux en groupes sur X qui efface
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H\(Y, E*(F)). Or considérons la deuxiéme ligne du diagramme utilisé dans la démons-
tration de 6.8 (ii). Il suffit successivement de trouver un monomorphisme F — G, avec G
un faisceau en groupes in-L-finis, qui efface le dernier terme H*(Y, R! py- (E* (F)), puis
un monomorphisme de faisceaux en groupes G — H qui efface H Ly, pY*(E* (F)). Or,
comme on a remarqué dans la démonstration de 6.8 (i), les deux termes qu’il s’agit d’ef-
facer sont isomorphes respectivement, par les fleches verticales extrémes du diagramme
envisagé, 3 H°(X, R!p,(F)) et a H' (X, p,(F)), compte tenu de I’hypothése sur les ho-
momorphismes de changement de base faites ici sur p, h. D’ailleurs, les isomorphismes
envisagés sont évidemment fonctoriels en F, de sorte qu’il suffit d’effacer les deux termes
précédents. Or en vertu de 3.3 on peut effacer R! p,(F) (et a fortiori H*(X, R' p,.(F)) par
un monomorphisme de F dans un ind-L-groupe G. Il reste a effacer H'(X, p, (F)), ce qui
est possible grace au fait que par le diagramme envisagé, ce dernier terme s’envoie dans 122
H'(X, F) par un monomorphisme fonctoriel en F, et que H 1(X, F) est encore effacable
grace a 3.3.

Il reste a traiter le cas (iii), et pour celui-ci encore nous reprenons a rebours la dé-
monstration de 6.8 ®. Il faut prouver que ’homomorphisme

H'X,F) — H'X,h (F)
est un isomorphisme pour i < n, et un monomorphisme pour i = n + 1. Or les homo-
morphismes précédents sont induits par un homomorphisme de complexes

RIy(F) — RIY(R (F)),
déduit d’une résolution injective C(F) et d’un homomorphisme de E*(C(?)) (qui est une

résolution de 2*(F)) dans une résolution injective de n (F). L’homomorphisme ci-dessus
s’identifie également a ’homomorphisme composé

RIx(Rp,(F)) — RIy(h*(F)) — RIy(Rpy.(h ().

ol le premier homomorphisme est '’homomorphisme A* relatif 3 Rp,, (F), et le deuxiéme
est déduit des homomorphismes de changement de base h*(Rp,(F)) — Rpy- (#(F))
en appliquant RIy. Le premier homomorphisme induit donc un isomorphisme sur les
groupes de cohomologie des complexes envisagés, en vertu de I’hypothése faite sur A et
de 6.3 (i). Il en est de méme pour le deuxiéme, en vertu de I’hypothése que nous avons
faite sur les homomorphismes de changement de base, en utilisant ’argument donné
dans la démonstration de 6.8 (iii). Par suite, la méme conclusion s’applique au composé
des deux, ce qui achéve de prouver 6.11.

REMARQUE 6.12. L’argument donné pour 6.11 dans les cas (i) et (iii) donne encore 123
un résultat plus précis : pour pouvoir conclure, pour un faisceau F donné sur X, que
H(X,F) - H(Y, E*(F)) est bijectif pour i < n, injectif pour i = n + 1, il suffit de
supposer

1°) ’homomorphisme de changement de base A*(R'p, (F)) - R’ Dy+ (E*(F)) est un
isomorphisme pour i < n, un monomorphisme pour i =n + 1, et

2°) pour tout couple d’entiers i, j > 0,1’homomorphisme H'(X,R/p,(F)) —» H'(Y, h*(R/p,(F))
induit par A est un isomorphisme sii+j < n, un monomorphisme sii+; = n+1.

Il est plausible qu’on a un résultat analogue dans le cas (ii), mais son énoncé devrait
nécessairement faire intervenir de la 2-cohomologie non commutative. C’est pour éviter
le recours a cette théorie que nous avons utilisé un argument différent dans 6.10 (ii),

3. On pourrait aussi, au lieu de 6.3, utiliser la suite spectrale de Leray pour p, py.
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utilisant les propriétés d’effacabilité du H' non commutatif, argument qui ne donne pas
en revanche de résultat, comme ci-dessus, pour un F fixé.

REMARQUES 6.13. Le cas le plus important ou les conditions de 6.5 (i) (ii) (iii) sont
remplies est celui envisagé dans 5.5, qui sera prouvé dans I'exposé suivant en utilisant
les réductions faites dans le présent exposé. Un autre cas intéressant (ou 4 n’est plus
une immersion fermée comme dans 5.5 sera étudié dans X V. Signalons également le
cas, assez voisin de 5.5, ou X est le spectre d’'un anneau noethérien, séparé et complet
pour la topologie définie par un idéal J, et ou Y = Spec(A/J) est le sous-schéma fermé
de X défini par J. On vérifie alors directement les conditions de 6.5 (ii) (avec L = P)
sous la forme b”) (EGA IV 18.3.2) ; il est tres plausible que les conditions de 6.5 (iii) sont
également vérifiées pour tout n, i.e. que pour tout faisceau de torsion F sur X, les ho-
momorphismes H"(X, F) - H"(Y, F|Y) soient bijectifs. On peut faire des conjectures
considérablement plus générales, liées a une généralisation a des schémas non locaux de
la construction de hensélisation. Tout d’abord, notons qu’on ne connait pas d’exemple,
h étant une immersion fermée, ou les conditions de 6.5 (ii) (iii) ne soient satisfaites (avec
L = P) lorsque la condition respée de 6.5 (i) est, c’est-a-dire lorsque le couple (X, Y) est
un couple hensélien dans la terminologie de (EGA IV 18.5.5); on peut donc conjecturer
qu’un tel couple satisfait aux conditions de 6.5 (ii) (iii) (avec L = P, tout n). D’autre part,
on peut se demander sous quelles conditions la propriété suivante pour un couple (X, Y)
d’un schéma X quasi-complet et quasi-séparé et d’'un sous-schéma fermé Yimplique que
le couple est hensélien :

() Pour tout schéma X' étale sur X, posant Y’ = X' Xy Y, 'application canonique
I'<Y'/Y) - I'(X'/X) est bijective. (Cf. EGA IV 18.5.4 b)). Cette condition est évidem-
ment plus faible a priori que la condition hensélienne 6.5 (i) ; elle est méme strictement
plus faible, car elle est vérifiée par exemple si X est un schéma projectif normal irré-
ductible de dimension > 2 sur un corps k, et Y une section hyperplane de X (comme il
résulte facilement de SGA 2 XII 2.1, ou on fait S = Spec(k)), mais évidemment le couple
(X, Y) n’est pas hensélien. Il est possible par contre que si X est affine, la condition (x)
implique que (X, Y) est un couple hensélien ; s’il en était ainsi, pour tout schéma affine
X et tout partie fermée Y de X, un procédé de localisation étale le long dé Y, analogue a
celui de la hensélisation des anneaux locaux, devrait permettre de lui associer un couple
hensélien (X',Y), ol X' est « proétale » sur X. Une autre hypothése sur (X,Y) (suggé-
rée par des résultats de Hironaka et Rossi sur la contractibilité de certaines sous-variétés
de variétés algébriques), qui permettrait peut-étre de déduire la propriété hensélienne
de la propriété plus faible (x), est la suivante : 'immersion Y — X est réguliere de co-
dimension 1, et le faisceau conormal Ny, y = J/J? (ot J est I'idéal qui définit Y dans X)
est un faisceau inversible ample sur Y. (NB. Dans le cas du contre-exemple envisagé plus
haut, ce faisceau conormal était un contraire anti-ample, i.e. son inverse étant ample).

7. Une variante du Lemme de Chow ¥,

Nous aurons besoin de la variante suivante de (EGA I 5.6.1) débarrassée de toutes
hypotheéses noethérienne ou d’irréductibilité.

3. Le lecteur qui ne s’intéresse aux énoncés du par. 5 que dans le cas noethérien peut omettre la
lecture du présent numéro.



8. REDUCTIONS DEFINITIVES 75

LEMME 7.1. Soit S un schéma quasi-compact et quasi-séparé, et f : X — S un mor-
phisme séparé de type fini, avec X non vide. Il existe un diagramme commutatif

X d X

S

avec & projectif et f quasi-projectif, et un ouvert non-vide U de X, tels que & induise un
isomorphisme de U = U Xx X = IT7Y(U) surU.

Démonstration. Notons d’abord : Soit i : X’ — X un sous-schéma fermé de X/S et
V' C X' un sous-schéma ouvert dans X et dense dans X"’. Si le lemme est vrai pour X',
il est pour X. En effet, soit

X' z X'

f/ 71

un diagramme comme dans 1’énoncé, et U’ # ¢ un ouvert de X’ tel que z’ induise un
isomorphisme U = z’~'(U)’ — U’. Puisque Vest dense dans X', U’ NV # ¢ et on
peut donc remplacer U’ par cet ouvert. Alors U’ est un ouvert de X, et on pose = = ix’,

f=F.u=U".
Or il existe un recouvrement fini de X par des ouverts affines non vides U, k =
1,...,n; de ’hypothése sur .S résulte que chaque U, — S est quasi-affine, et a fortiori

quasi-compact. Démontrons le théoréme pour tout X, par récurrence sur » : Si I'inter-
section U des U, est dense dans X on peut copier la démonstration de (EGAII 5.6, B, C,
D), tenant compte des modifications de la notation. Si I'intersection est non-vide, on se
ramene au cas ou elle est dense en remplagant X par ’'adhérence X’ de U (cf. plus haut),
et U, par U] = U, N X'. Supposons enfin que U soit vide et choisissons r, 1 < r < n,
tel que V= ni_ U, # ¢ mais V NU,,; = ¢ - c’est évidlemment possible puisque
U, # ¢. Nous pouvons maintenant remplacer X par I'adhérence X’ de Vet les U par les
U, N Vnon-vides. Comme alors U, N Vest vide, on obtient le résultat par 'hypothese
de récurrence.

8. Réductions définitives

LEMME 8.1. Pour prouver I'un des énoncés 5.1 (i) (ii) (iii), il suffit de le faire lorsque ’on
suppose f projectif et S noethérien.

Supposons d’abord 5.1 démontré pour f projectif, montrons comment on en conclut
le méme énoncé pour tout f. Utilisant 6.1, on est réduit au cas de 5.5, avec S stricte-
ment local. Appliquons maintenant 6.10 en faisant Y = X,. Etant donné (¢, X’) comme
énoncé dans 6.10, nous appliquons le lemme de Chow 7.1 pour trouver un S-morphisme
p: X — X', avec X projectif sur S, tel que p(X) contienne un ouvert non vide de X’
(condition 1°) de 6.10). Comme p est projectif, par hypothese les homomorphismes de
changement de base pour (p, h) sont des isomorphismes (condition 2°) de 6.10). Enfin,
comme X est projectif sur .S, par hypothése le morphisme d’inclusion ¥ = X, - X

induit un isomorphisme pour les groupes de cohomologie H'(X, F) —» H'(X O,Z* (F)),
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(condition 3°) de 6.10). Donc les conditions de 6.10 sont bien satisfaites, d’ou la conclu-
sion.

Montrons maintenant que pour vérifier I'un des trois énoncés 5.1 pour toute situa-
tion (f, F, g), avec f projectif, on peut supposer de plus que S est noethérien. Pour ceci,
on note qu’on peut supposer grace a 6.1 que S est strictement local et que S’ — S est
I'inclusion du point fermé, et on est ramené a vérifier I'énoncé 5.5 avec § strictement
local. De plus, comme X se plonge dans le schéma projectif-type P’, on peut (grace a la
compatibilité 4.4 (ii)) remplacer X par P’g, F par son image dans P, ce qui nous ramene
au cas ou X = P’. Notons que A est limite inductive filtrante de sous-anneaux locaux
henséliens noethériens A; tels que I'homomorphisme d’inclusion A; — A soit local :
prendre les hensélisés stricts des sous-Z-algeébres de type fini de A en les idéaux pre-
miers induits par 'idéal maximal de A. Sous ces conditions, le corps résiduel k de A est
également la limite inductive des corps k des A; (EGAIV 5.13.1). Soient S = Spec(4;),
X; = Pgi, et supposons donné un systeme inductif (F;) de faisceaux d’ensembles (re-
sp. ...) sur les X; comme dans VII 5.7, et soit F le faisceau qu’il définit sur X. Soit F},
(resp. F,) le faisceau induit par F; sur la fibre X;, du point fermé s; de S; (resp. sur la
fibre X, du point fermé s de S). Alors on a un diagramme commutatif

) |

lim H" (X0, Fig) — H"(X,, Fp),

1

dont les deux fleches horizontales sont des isomorphismes, en vertu de VII 5.7. Par suite,
pour prouver que la deuxieme fleche verticale est un isomorphe, il suffit de le prou-
ver pour la premiere, donc il suffit de prouver que les homomorphismes H"(X;, F;) —
H"(X,,, F;,) sont des isomorphismes. D’autre part, tout faisceau d’ensembles (resp. ...)
Fsur X estisomorphe a la limite d’'un systéme inductif comme ci-dessus, en prenant par
exemple F; = u;«(F), u; : X — X, étant le morphisme canonique, en vertu de (5.2) et

(IX 1.6 (iii)). Cela achéve la démonstration de 8.1.
COROLLAIRE 8.2. Le théoréme 5.1 (i) est vrai.
En effet, il suffit de conjuguer 8.1, le critére 6.5 (i) b”), et 5.8.

LEMME 8.3. Pour prouver I'un des énoncés 5.1 (i) (ii) (iii), il suffit de le faire lorsqu’on
suppose f projectif de dimension relative < 1, et S noethérien.

En effet, nous savons déja par 8.1 qu’on peut se borner au cas f projectif, .S noethé-
rien, et un argument déja signalé nous permet de supposer de plus qu'ona X = P’. Nous
procédons alors par récurrence sur r, en notant que le théoréme est vrai par hypothése
pour r = 1. On peut donc supposer r > 2, et le théoréeme démontré pour Pfg_l - S
(toute base S). Considérons Z = Pg_z comme plongé dans X = P’ de la facon ha-
bituelle, et soit p : X — X obtenu en faisant éclater Z dans X. Un calcul immédiat
(cf. EGA V) montre que I'on a un morphisme naturel p; : X - X; = PIS, qui fait de X
un X -schéma localement isomorphe a Py, I (C’est le fibré projectif sur X, associé a un
faisceau localement libre de rang r convenable sur X ;). D’autre part, les fibres de p sont
de dimension < 1, ainsi que celles de f; : X; — X. Nous pouvons donc appliquer I'hy-
pothése, et 'hypothése de récurrence, aux trois morphismes p, p;, f| dans le diagramme



8. REDUCTIONS DEFINITIVES 77

XyXYXI
N7

Comme p est surjectif, le lemme 6.8 nous rameéne a prouver 5.1 pour le composé f =
fp = f1p;- Or nous pouvons déja appliquer 5.1 aux deux morphismes f; et p;. Compte
tenu de 6.11, on en conclut que 5.1 est vrai également pour leur composé f|p;. Cela
acheve la démonstration de 8.3.

commutatif

LEMME 8.4. Pour démontrer 5.1 (ii), il suffit de démontrer le « théoréme de spécialisation
pour le groupe fondamental » 5.9 bis bis, dans le cas ot f est projectif de dimension relative
< 1, et ou S est strictement local noethérien.

Cela résulte en effet aussitot de 8.3, 6.1 et 6.5 (ii) (critére b)).
On démontrera directement le théoréme de spécialisation, dans le cas 8.4, dans I'ex-
posé suivant (XIII 2).

LEMME 8.5. Pour démontrer 5.1 (iii), il suffit de démontrer 5.1 (ii) et, de plus, la propo-
sition suivante (qui sera démontrée dans U'exposé suivant (XIII 3) ou (EGA IV 21.9.12)) :

PROPOSITION 8.6. Soit S hensélien et noethérien, f : X — .S projectif de dimension
relative < 1, et X, la fibre fermée de X/S. Pour tout schéma Z, soit Pic Z = H'(Z, (G,)7)
le groupe de Picard de Z. Le morphisme de restriction

Pic X — Pic X,
est surjectif.

Démonstration de 8.5. D’apres 6.5 (iii) et 8.2, il suffit de démontrer que
@?: HY(X,Z/IVZ) — HYX,,Z/IVZ)

est surjectif pour tout g > 1, et tout nombre premier 1. Or on connait la surjectivité si
q = 1, d’apres 5.1 (ii). De plus, puisque X, est un schéma projectif de dimension < 1 sur
un corps k séparablement clos, on a

HYX,,ZIt"Z) =0

sig > 2 dans le cas ¢ # car.k (X 4.3), et si ¢ > 1 dans le cas ¢ = car.k (X 5.2). La
surjectivité est donc triviale pour ces valeurs de g!

Il reste a traiter le cas g = 2 et £ # car .k. Notons n = £¥. Comme le faisceau des ra-
cines n-iemes de I'unité (p,,) ¢ est localement isomorphe a (Z/n) g, et que S est strictement
local, il existe un isomorphisme (non canonique) (p,,) g =~ (Z/nZ) g d’ou (p,,) x =~ (Z/nZ)y.

Par théorie de Kummer IX 3.2 appliquée a X et X,, on a un morphisme de suites
exactes

Pic X — H?*(X, ,)— H*(X,G,)

€ ¢2

Pic X, — H*(X,, ,) — H*(X,,G,).
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Or H%*(X,,G,,) = 0 d’aprés IX 4.6. Donc la surjectivité de e implique celle de @2, d’ot1 le
lemme.
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EXPOSE XIII

Théoréme de changement de base pour un morphisme propre :
fin de la démonstration

M. Artin

1. Le cas projectif et plat
Rappelons I’énoncé de XII 5.9. bis dans le cas envisagé ici :

PROPOSITION 1.1. Soit S le spectre d’'un anneau hensélien noethérien, et f : X — S
un morphisme projectif et plat. Soit X, la fibre fermée de X/S. Le foncteur de restriction

Et(X) — Et(X,)
est une équivalence de catégories.

Comme nous I’avons déja remarqué, il résulte de XII 6.5 (i) que la fleche est pleine-
ment fidéle. Il reste a démontrer que chaque revétement étale Y, de X, est induit par un
revétement étale Y de X.

LEMME 1.2. Soit S localement noethérien, f : X — .S projectif et plat, et Y C X
un sous-schéma. Le sous-foncteur € = HX/S Y/X : (Sch)/S(Ens) du foncteur final « qui

exprime la condition Y = X », i.e. tel que pour S’ — S, on ait

G(S/)={¢ Sl: Y #X'
{p} si Y =X’

(ou l'on désigne par un prime ’effet du changement de base S’ — S) est représentable par
un sous-préschéma Z de S. Si Y est ouvert (resp. fermé), il en est de méme de Z.

Démonstration. Soit Y fermé dans 'ouvert U de X, et soit C le fermé complémentaire
de U. Puisque F est propre, 'image de C dans .S est un fermé D, et il est évident que
la condition U = X est représentée par I'ouvert S — D de .S. On peut donc supposer
quon a déja U = X, i.e. que Y est un sous-schéma fermé. Considérons le morphisme

surjectif Oy 5 Oy de O y-modules; dire que ¥ = X revient au méme que de dire qu’il

existe un morphisme Oy i Oy tel que le composé fa soit 'identité, c’est-a-dire, qu’il
existe une section de Hom(Oy, O y) qui reléve la section identique de Hom(O y, O ). Or
il résulte de EGAIII 7.7.8 que le foncteur qui a .S’/S associe ’ensemble des sections de
Hom(Oy, Oy) (resp. Hom(O y, U y)) est représenté par un fibré vectoriel V; (resp. V5)
sur S. Soient ¢ : V; — V, le morphisme u — ua induit par Oy — Oy, ets : S = V,
la section correspondant a I'identité Oy — Ox. L'image inverse de la section s par @
s’identifie a un sous-schéma fermé Z de .S, et il est clair que Z représente le foncteur e,
d’ou le lemme.

LEMME 1.3. Soient S un schéma localement noethérien, f : X — S un morphisme
projectif et plat, et E un faisceau localement libre sur X. Soit

QE : (Sch)/S — (Ens)
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le foncteur qui a S'/S associe 'ensemble QE(S") des faisceaux quotients A’ de E' =
E Q¢ Og munis d’une structure d’Algébre étale sur Oy. Ce foncteur est représentable
par un schéma localement de type fini sur S.

Démonstration. Le foncteur Quot(E), Quot(E)(S’) = ensemble des quotients de E’ plat
au-dessus de S’, est représentable par un schéma localement de type fini (TDTE 1V,
exp. 221), disons par Z/S. Soit M, le quotient «universel » de E @y, U, au-dessus
de X ,. Le sous-foncteur de Quot(E) des quotients que sont plats au-dessus de X' est
représenté par un ouvert U de Z. En effet, soit M’ un quotient de E’, donné par un
S-morphisme S’ — Z.Puisque M’ est plat au-dessus de .S’, dire qu’il est plat au-dessus
de X' revient au méme que de dire que pour chaque point s’ € S’, le module M, est
plat au-dessus de la fibre X, (EGA1V 5.9), ce qui équivaut a (M,), plat au-dessus de la
fibre Z, au point z image de s’. Or 'ensemble U des z € Z tels que (M,,), soit plat sur
Z,,ie. que M, soit plat sur Z en les points de Z, est ouvert dans Z en vertu de EGA IV
11.1.5, d’ou ’assertion.

Il suffit maintenant de représenter le foncteur relatif QE/U[ f]. On est donc réduit
au lemme suivant, en remplacant .S par U et X par X X4 U :

LEMME 1.4. Soient S un schéma localement noethérien, f : X — S un morphisme
projectif et plat, et M un faisceau localement libre sur Oy. Le foncteur Alget : (Sch)/S —
(Ens), qui a S'/S associe I’ensemble Alget(S’) des structures d’algébre sur M' étales au-
dessus de O y/, est représentable par un schéma de type fini sur S.

Démonstration. Nous dirons, pour abréger, « représentable » en sous-entendant « par un
schéma relatif de type fini ». Les fibrés vectoriels rencontrés seront tous définis par des
faisceaux cohérents, donc seront de type fini. Une loi de composition bilinéaire dans M’
est donnée par une section du faisceau localement libre Hom (M’ @ M’, M"). Puisque
Hom (M’ @ M', M) est S-plat, il résulte de EGA III 7.7.6 que le foncteur «loi de com-
position bilinéaire » est représentée par un fibré vectoriel Z sur S. Il faut vérifier que
les conditions supplémentaires sur la loi d’étre associative, commutative, et d’avoir une
section unité, sont représentées par un sous-schéma de Z, et on peut (en considérant le
foncteur relatif) remplacer S par Z, donc peut supposer qu’on a une loi de composition
donnée sur M, et montrer qu’on peut représenter le sous-foncteur de S exprimant les
conditions précédentes par un sous-schéma de S.

Or pour I’associativité, la condition est que deux sections de Hom (M @ M @ M, M)
deviennent égales par changement de base S’ — .S. Soit Y le produit fibré de ces sec-
tions au-dessus du fibré vectoriel correspondant 8 Hom (M X M @ M, M). Le schéma
Y s’identifie a un sous-schéma fermé de X, et I’associativité apres S’ — S est expri-
mé par la condition Y’ = X'. Elle définit donc un sous-foncteur de S représentable
par un sous-schéma fermé de S d’aprés 1.2. Pour la commutativité la condition est que
deux sections de Hom (M @ M, M) deviennent égales, ce qui définit encore un sous-
foncteur de S représentable par un sous-schéma fermé d’aprés 1.2. Supposons enfin, ce
qui est maintenant loisible, que la loi est déja associative et commutative, et examinons
la condition pour qu’il existe une section unité, qui sera alors unique. Le foncteur qui
en S’/S a comme valeur I’ensemble des sections de M’ est représentable par un fibré
vectoriel, d’apres EGAIII 7.7.6, et tout revient a représenter le sous-foncteur de ce der-
nier correspondant aux sections unités (compte tenu de 'unicité qu'on vient de rappeler).
Relativisant comme d’habitude, on peut supposer qu’une section € de M est déja don-
née, et montrer que le sous-foncteur de .S exprimant qu’elle devient une section unité est
représentable. Or, la condition que € soit une unité est que le composé des morphismes
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évidents M' - M’ @ M’ — M’ soit I'identité, c’est-a-dire que deux sections détermi-
nées de Hom (M, M) deviennent égales. On conclut encore grace a 1.2.

Supposons enfin qu'une structure d’algébre commutative unitaire soit donnée sur
le module localement libre M. La condition d’étre étale est ouverte dans X (SGA 14.5),
donc représentable sur S par un sous-schéma (ouvert). Ceci achéve la démonstration de
1.4, donc de 1.3.

1.5. Soit maintenant Z/S l'objet qui représente le foncteur envisagé dans 1.3, et
examinons la condition sur Z d’étre lisse sur .S en un point z. En traduisant SGA 1 III
3.1 en termes du foncteur QF, on trouve la condition suivante :

Soient B un anneau artinien local, M = rB, J un idéal de B tel que JM =0, S’ =
Spec B, S” = Spec B/J et S’ — .S un morphisme. On utilise des notations évidentes
pour les effets des changements de bases S’ — Set S” — S.

(%) Pour chaque quotient A” de E” muni d’une structure d’algébre étale sur O yr,
correspondant a un S-morphisme S” — Z d’image z, il existe un quotient A’
de E’, muni d’une structure d’algébre étale sur Oy, qui 'induise.
Or puisque X’ et X” ont méme espace sous-jacent, une algébre A’ qui induit A”
est déja déterminée a isomorphisme unique prés (SGA I 8.3). On peut donc exprimer la 137
condition () ainsi :

(#3x) Soit A’ une algébre étale sur Oy, et A” I'algébre induite de A" sur X”. Chaque
homomorphisme surjectif

(p//

EII — AII

correspondant a un morphisme S” — Z d’image z, se reléve en un homomor-
phisme (nécessairement surjectif en vertu du lemme de Nakayama)

(P,

E — A'.
De la suite exacte
0—J—B— B/J—0

on déduit une suite exacte de faisceaux sur X’ :
0— J®Hom(E',A') — Hom(E’',A') — Hom(E",A”) — 0.

L’obstruction au relévement de ¢” se trouve dans H! (X', J @ Hom(E’, A")). Soit .S, =
Spec B/M . Puisque JM =0,0na

J®Hom(E',A")~J @ Hom(E,, A,),
et il est clair que
H'(X',J ® Hom(E,, A,)) = J ® H'(X,,Hom(E,, A,)).

Tenant compte du fait que la cohomologie commute a '’extension des corps de base, on
trouve le

COROLLAIRE 1.6. Soient Z/S le schéma qui représente le foncteurde 1.3, X , = X Xg Z,
et A, I’Algebre étale quotient (« générale ») de E ,. Alors Z/S est lisse en tout point z, tel
que

H'(X,,Hom(E,, A,)) =0,

ou lindice zéro désigne la restriction a la fibre X, de X ,/Z au point z,. 138
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Nous pouvons maintenant achever la démonstration de théoreme 1.1 : avec les no-
tations du théoréme, soit Y,/ X, un revétement étale, donné par un faisceau d’Algebres
A,, étale sur Oy . Pour n assez grand, A,(n) est engendré par ses sections (EGA III 2.2.1).
On a donc une surjection

Oy — A(n) —0,
d’ol une surjection
Of (-n)=E, — A, — 0.
Choisissons n assez grand pour qu’on ait aussi
+) H'(X,,Hom(E,, A,)) = 0,
ce qui est possible en vertu de (EGAIII 2.2.1), puisque
Hom(Eo7 Ao) = [HOITI(ONE, Ao)](n) = [Ao(n)]N'

Posons E = OY(—n), et soit Z/S le schéma qui représente le foncteur envisagé dans 1.3.
Le quotient A, de E, correspond a un point z, € Z de la fibre fermée de Z/S, rationnel
sur k(s), et d’aprés 1.5 et (4+), Z/S est lisse au point z,. Or puisque S est le spectre
d’un anneau hensélien et Z/S passant par z, : c’est par exemple immédiat a partir de la
définition originale (SGA II 1.1) de la lissité. Il s’ensuit que A, est induit par une Algebre
A étale sur X (quotient de E), ce qui achéve la démonstration de 1.1.

2. Le cas de dimension relative < 1

L’assertion est la suivante :

ProPOSITION 2.1. Avec les notations de XII 5.9 bis, le foncteur Et(X) — Et(X,) est
une équivalence de catégories si .S est noethérien strictement local, et f est projectif et
de dimension < 1.

D’apres XII 8.5, cela achévera la démonstration de XII 5.1 (ii), qui généralise a la fois
1.1et2.1.

LEMME 2.2. Soit S le spectre d’'un anneau local noethérien A, et soit X/S projectif, de
dimension relative < n. Il existe un S-schéma projectif et plat Z/S de dimension relative
< n et une immersion fermée X < Z au-dessus de S.

Démonstration. Soit X — Pg un plongement projectif au-dessus de S, et soit J C
Alx,, ..., xy] 'idéal homogene qui définit X. Soient k = A/rA, S, = Speck, X, =
X ®g k. Alors X, est défini par I'idéal homogene J, = Im(J — k[X,, ..., X y]). Comme
dim X, < n, il est bien connu qu’il existe des éléments f7, ..., fy_, de J, qui définissent
un sous-schéma Z, de PkN de dimension n. Soient f; (0 < i < N — n) des éléments de
J qui relevent les f7, et soit Z le sous-schéma de Pg défini par fi,..., f,. En vertu de
EGA1V 11.3, Z est plat au-dessus de S, d’autre part en vertu de EGA IV 13.1.5 il est de
dimension relative dim Z, = n. Cela achéve de prouver 2.2.

Démonstration de 2.1. Soit X/S projectif de dimension relative < 1, avec .S noethérien
strictement local. Nous pouvons supposer X (donc X,) connexe. Soit X — Z une im-
mersion fermée au-dessus de S avec Z projectif, plat et de dimension < 1, cf. 2.2. Soit s,
le point fermé de S. On a un diagramme correspondant de schémas

Et(Z) Et(X)

Et(Z,) < Et(X,).
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On veut démontrer que b est une équivalence. D’apres XII 5.8, b est pleinement fidéle, et
il reste a démontrer qu’il est essentiellement surjectif. Or il est essentiellement surjectif
d’apres 1.1, et il suffit donc de démontrer que c est essentiellement surjectif. On est ainsi
réduit (laissant tomber le ,) a la proposition suivante :

PROPOSITION 2.3. Soient k un corps séparablement clos, Z un k-schéma, localement
de type fini et de dimension < 1, et X < Z un sous-schéma fermé connexe. Alors tout
revétement étale de X est induit par un revétement étale de Z.

Démonstration. On peut supposer Z et X de dimension 1, le cas ou X est de dimension
nulle étant triviale grace a 'hypothése faite sur k. Alors Z = X U Y, ou Y est le sous-
schéma fermé adhérence de Z — X. Soit V' = X N Y le schéma intersection, qui est un
schéma discret i.e. localement artinien. Le morphisme X L1 Y — Z est fini et surjectif,
donc un morphisme de descente strict pour la catégorie des revétements étales (SGA IX
4.7). On a évidemment

() XUY)x, XUY)=XxUuyuvoOuv® wo=y),

ou pr; envoie V'® dans le composant X de X L1 Yet V) dans le composant Ypour j # i.

Soit X'/X un revétement étale de degré n, et soit Y”/Y un revétement de degré n (par
exemple le revétement trivial de degré n), de sorte que X’ LI Y” est un revétement de
X Y de degré n. Il suffit de trouver des données de descente pour ce revétement et pour
le morphisme X 1Y — Z. En regardant (x), on voit qu'une donnée de descente pour ce
morphisme équivaut simplement a un isomorphisme

X'xx V=V SV'=Y"xyV.

Puisque k est séparablement clos, il en est de méme de k(z;), et par suite chaque revéte-
ment étale de V est complétement décomposé, d’ou V'’ ~ V", ce qui donne le résultat.

REMARQUE 2.4. On peut éviter le recours au délicat résultat de SGA IX et a la théorie
de la descente, par un argument direct, montrant que la catégorie des revétements étales
de Z est équivalente a la catégorie des triples (X', Y’, 0), ou X'(Y') est un revétement
étale de X(Y) et 6 un V-isomorphisme X' Xy V' ~ Y’ Xy V. Ce résultat, valable pour
tout schéma Z réunion de deux sous-schémas fermés X, Y, s’établit directement a ’aide
du résultat analogue pour la détermination des Modules quasi-cohérents sur X (lorsque
X=VE,Y=V(K),JnK=0).

3. Un résultat auxiliaire sur le groupe de Picard **)

PROPOSITION 3.1. Soient X un schéma noethérien, X, un sous-schéma fermé de X tel
que a) dim X, < 1, et b) pour toute partie fermée connexe non-vide Y de X, Y, =Y N X,
est connexe non-vide.

(i) Soit Z, la réunion des {x} N X, pour x € Ass Oy tel que {x} N X, soit réduit a un
point. Alors pour tout diviseur de Cartier D, sur X, tel que supp (D, ne rencontre
pas Z,, il existe un diviseur de Cartier D sur X, induisant D, (et si D, > 0, on peut
prendre D > 0).

(ii) Supposons qu’il existe un ouvert affine U, de X, contenant I’ensemble fini Ass Oy U
Z, (condition automatiquement satisfaite X est noethérien et si X, admet un fais-
ceau inversible ample). Alors ’homomorphisme Pic(X) — Pic(X,) est surjectif.

3. Figure aussi dans EGA IV 21.9.11, 21.9.12 sous une forme légérement plus générale ; notamment
il suffit dans 3.2 que f soit séparé au lieu de propre.
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Démonstration.

(i) Comme dim X, < 1, on voit tout de suite que tout diviseur de Cartier D, sur X,
a un support discret, donc est la différence de deux diviseurs de Cartier positifs,
de supports contenus dans celui de D,. Cela nous raméne dans (i) au cas ou D,
est positif, donc ou pour tout x € Supp D,, D, est défini en x par un élément
non diviseur de zéro f, € rad (O ,x). Alors f est induit par une section g,
de Oy sur un voisinage ouvert U, de x. Je dis qu’en prenant U, assez petit, g,
est non diviseur de zéro dans (9Ux, ie.,V(g,)NAss OUX = ¢. En effet, il résulte
de a) et b) que pour tout x € X, et en particulier pour z € AssOy, z N X, est
un fermé connexe de X, donc est, soit réduit a un seul point fermé, soit a une
réunion connexe de composantes irréductibles de dimension 1 sur X,. Comme
x & Z, il s’ensuit que dans le premier cas on a x & z. Mais pour s € AssOy
du deuxiéme type, on ne peut pas avoir x € z et z € V(g,), puisqu’alors g,
donc f, s’annulerait sur une des composantes irréductibles de z N supp X,, qui
est aussi une composante irréductible de X, ce qui est incompatible avec le fait
que f, est non diviseur de zéro dans Oy ,. Donc quitte a restreindre U, on
peut supposer que V' (g, ) N Ass OUX = ¢, ie. g, est non diviseur de zéro. Soit Y,
I’adhérence de V' (g, ) dans X, alors Y, N X, NnU, C V(g,) N X, admet x comme
point isolé, donc il en est de méme de Y, N X,, donc par la condition b) de la
proposition, Y, admet une composante connexe Y telle que Y/ N X, = {x}. De
plus,onaY) c U,,carT, =Y, - Y/ NU, estunfermé de X telque T, N X, = ¢,
donc T, = ¢ en vertu de la condition b). Nous prenons maintenant le diviseur
de Cartier D/ sur X qui induit Y, sur U,, et induit zéro sur X — Y/, et poserons
D = X d/, qui est un diviseur de Cartier positif sur X, induisant évidemment
D, sur X,.

(ii) La conclusion résulte de (i) et du fait que tout module inversible L, sur X, est
isomorphe au module défini par un diviseur de Cartier D, dont le support ne
rencontre pas Z,. Ce dernier fait signifie en effet que pour L, admet une section
définie sur un ouvert V, contenant Ass Oy U Z,, cette section ne s’annulant en
aucun point de ce dernier ensemble. Or il suffit de prouver cela en remplacgant
X, par Pouvert affine U,, et dans ce cas cela est bien connu et provient du fait
qu’un module inversible sur un schéma semi-local est isomorphe au faisceau
structural. Enfin, on sait bien que si X, admet un faisceau ample, alors toute
partie finie de X, est contenue dans un ouvert affine. Cela prouve (ii).

On a le corollaire suivant, qui généralise XII 8.6 et qui achéve la démonstration de
XII 5.1 (iii) :

COROLLAIRE 3.2. Soit S le spectre d’'un anneau hensélien noethérien, et f : X — S un
morphisme propre et de dimension relative < 1. Alors pour tout sous-schéma fermé X de
X ayant méme espace sous-jacent que la fibre fermée X, de X /S, application canonique
Pic(X) — Pic(X,) est surjective.

En effet, on applique le proposition a (X, X/), en notant que la condition a) est satis-
faite par hypotheése, et b) en vertu de XII 5.7. Il reste a vérifier ’hypothése faite dans ii)
d’existence d’'un U,, ce qui résulte du fait que X est nécessairement projectif (comme
toute courbe propre sur un corps).

REMARQUE. Le lecteur qui ne voudra pas admettre ou reconstituer le fait que les
courbes propres sur un corps sont projectives, se bornera a utiliser le corollaire en sup-
posant déja que f est projectif, ce qui suffit pour 'application que nous avions en vue ici.
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Signalons d’autre part que, admettant la projectivité des courbes algébriques propres sur
un corps, on conclut que sous les conditions de 3.2 X est nécessairement projectif sur .S,
comme on voit en choisissant un &, € Pic (X,) ample et le relevant en un ¢ € Pic(X), et
appliquant EGAIIT 4.7.1.
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EXPOSE XIV

Théoréme de finitude pour un morphisme propre ; dimension
cohomologique des schémas algébriques affines

M. Artin

Cet exposé contient deux théorémes importants qui se démontrent en utilisant le
théoreme de changement de base pour un morphisme propre.

1. Théoréme de finitude pour un morphisme propre

THEOREME 1.1. Soit f : X — S un morphisme propre et de présentation finie. Soit A
un anneau noethérien a gauche qui est une Z/n-algébre pour n € N convenable. Soit F un
faisceau d’ensembles (resp. de groupes, resp. de A-modules) constructible sur X. Alors le
faisceau f, F (resp. R' f, F, resp. R1f, F pour chaque q > 0) est également constructible.

En particulier, on a :

COROLLAIRE 1.2. Soit X un schéma propre sur le spectre d’un corps séparablement clos
k, et soit F un faisceau abélien de torsion constructible sur X. Alors les groupes H4(X, F)
sont finis pour chaque q > 0.

REMARQUE 1.3. Le théoréme est faux pour les faisceaux abéliens sil’on omet la condi-
tion que f soit propre, comme on voit en prenant I = Z/p, p = cark, X = E,lc I'espace
affine, et fI'inclusion de X dans P}, ou le morphisme structural X — Spec k. Cependant,
on conjecture” qu’il est vrai si F est premier aux caractéristiques résiduelles de S et .S est
« excellent » EGA IV 7.8. On peut le démontrer, lorsqu’on dispose du théoréme de réso-
lution des singularités (par exemple en caractéristique nulle) pour un schéma excellent
S d’égales caractéristiques (XIX 5.1).

Démonstration de 1.1. L’assertion est locale sur .S et on peut donc prendre S affine. Alors
S est limite des spectres d’anneaux de type fini sur Z, et les données du théoréme sont
telles qu’on peut les obtenir, par changement de base S — S, d'un morphisme propre
fo @ Xo — Sy avec S, de type fini sur Z et un faisceau constructible F, sur X,
cf. EGAIV 8etIX 2.7.4. Or, puisque 'image inverse d'un faisceau constructible est encore
constructible (IX 2.4 (iii)), on est ramené, en appliquant XII 5.1 au morphisme de chan-
gement de base ) < S, a démontrer la constructibilité de f , F (resp. de R f . F),
d’ou le

4.N.D.E. : Ofer Gabber a présenté la généralisation suivante de ?? lors des conférences en I’honneur
de Luc Illusie et de Pierre Deligne en 2005. Soit f : X — Y un morphisme de type fini de schémas
noethériens quasi-excellents (EGA IV 7.8), et soit F un faisceau constructible de Z/n-modules sur X, avec
n inversible sur Y. Alors, les faisceaux R’ f, F sur Y, sont constructibles et nuls sauf pour un nombre fini
de i. Il y a des assertions analogues pour faisceaux constructibles d’ensembles resp. de groupes d’ordre
inversible sur Y.
Avant le résultat de Gabber, le théoreme ?? était connu dans le cas suivant. Soit .S un schéma régulier de

dimension < 1 et soit f : X — Y un morphisme de S-schémas de type fini et F un faisceau de A-modules
a gauche sur Xy,. Alors, les faisceaux R’ f, F sont constructibles (SGA 4 1/2 Finitude 1.1).
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LEMME 1.4. Il suffit de vérifier 1.1 avec S de type fini sur Spec Z.

LEMME 1.5. L’assertion ensembliste de 1.1 est vraie, c’est-a-dire f, F est un faisceau
constructible d’ensembles si F [’est.

Démonstration. On peut supposer .S noethérien (1.4). Soit F — G = Hi 7; (C;) une
injection avec z; : X; — X fini et C; constant et constructible sur X; (IX 2.14). On a
f+F C f,G etpar suite (IX 2.9 (ii)) il suffit de traiter le cas F = G.Or f,.G = H,-(f”i)*Gi:
et un produit fini de faisceaux constructibles sur .S est constructible (IX 2.6 (ibis)). En rem-
placant X par X;, on est ramené au cas ou F' = Dy est un faisceau constant construc-
tible, a valeur D. Or en vertu de XII 5.1 (i), la fibre f,(F)s est isomorphe a DO ou

147 C(s) = my(X5), donc elle est finie. D’apres IX 2.13 (iii) il suffit de démontrer que la fonc-
tion « nombre d’éléments de la fibre de f, F'» est constructible sur S. Or cette fonction
est card(D), oui C est la fonction « nombre de composantes connexes dans la fibre géo-
métrique », et C est constructible (EGA IV 9.7.9), d’ou le résultat.

LEMME 1.6. Soit S un schéma noethérien, f : X — S propre, F un faisceau de groupes
(resp. de A-modules) constructible sur X, q un entier égal a 0 ou 1 (resp. un entier > 0).
Soient S; (1 <i < n) des sous-schémas de S tels que S = U, S; et soient F;, f; : X; = S,
les «restrictions » des données aux S;. Alors si pour tout i, R1f; . F; est constructible, il en
est de méme de R1fF.

Démonstration. La restriction de R?f, Fa S; est isomorphe a R?f; , F; d’apres XII 5.1, et
le lemme suit de IX 2.8.
On procede maintenant par des raisonnements analogues a ceux de XII 8 :

LEMME 1.7. Soient S noethérien,

X

>

un diagramme commutatif de morphismes propres, et j : U — X un ouvert tel que l'ouvert
U = U Xy X s’envoie isomorphiquement sur U. Soit Y = X — U le schéma fermé réduit et
soient fo Y — Seti : Y — X les morphismes canoniques. Supposons le théoréme 1.1
vrai® pour f, f, et . Alors il est également vrai pour f.

148 Démonstration. Traitons d’abord le cas d’un faisceau de A-modules Fsur X. On a la suite
exacte
0— jijj*F — F — i, i"F — 0,
et compte tenu de la suite exacte de cohomologie correspondante pour les R?f,, et de IX
2.6, on voit qu’il suffit de vérifier la constructibilité des R? f, pour les membres extrémes
(notons que i,i* F est constructible d’apres IX 2.4 (iii) et IX 2.14 (i), donc j,j* F est aussi
(IX 2.6). Puisque i est une immersion fermée,

(Rf )i, (" F) = (R f )" F),

(VIII 5.6), d’ou la constructibilité dans ce cas d’apres I'’hypothése sur f,. De plus, dési-
gnant par j : U — X le morphisme d’inclusion et F = z*F, on a

.. = =¥ 5
() JWF == jjF

5.N.D.E. : L’hypothése sur Rz, ne figure que pour ¢ = 0 dans la démonstration. Dans ce cas, on
sait déja la constructibilité par (1.5).
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comme on vérifie en définissant d’abord une fleche —, et prouvant qu’elle est inversible
fibre par fibre en utilisant XII 5.1. En chaque point géométrique y de Y, la restriction de
j!j*Fé la fibre X5 de X sur X est nulle, et par suite XII 5.1 la fibre de (R?z,) (]J*f) en
y est nulle pour chaque g > 0. Puisque d’autre part z induit un isomorphisme au-dessus
de X —Y,ona (Rir,) (j,j*f) = 0si ¢ > 0. De la suite spectrale de Leray

E} = (R”f*)(Rqﬂ*)(J,J F)= R"f, (J.J P
et () on déduit des isomorphismes

(RTf)G,J'F) =~ (RIf,)(\j*F

pour ¢ > 0. Puisque j,j F est constructible (méme raisonnement que pour J1J*F) le
membre de gauche 'est aussi, d’ot la constructibilité de (R £, )(j j*F)etdoncde RIf,F.

Supposons maintenant que F soit un faisceau de groupes constructible sur X. Rem—
pla(;ons 7 : X > Xparzli : (XUY) — X. Il suffit ainsi de démontrer que si
7 : X — X est surjectif etsi1.1 est vrai pour z et pour £, il lest également pour f. Soit
d’abord Fun faisceau de groupes constructible sur X. Alors r, F est constructible sur X
(1.5) et on a une injection (R' f,)7,F < (R' f f*)F. Le membre de droite est constructible
par hypothése, et par suite le membre de gauche l'est aussi (IX 2.9 (ii)). Or, puisque 7
est surjectif, on a une injection F — n,7*F = G. Le faisceau F = 7*F est construc-
tible, donc G et R! f.G sont aussi constructibles, comme on a vu ci-dessus. On est ainsi
ramené au lemme suivant :

u
LEMME 1.8. Soient S noethérien, f : X — S un morphisme propre, et F > G une
injection de faisceaux de groupes constructibles sur X. Si R' f,G est constructible, R' f, F
Pest aussi.

Démonstration. Soit C = G/F qui est un faisceau constructible d’espaces homogenes sous
G (appliquer IX 2.6). Considérons la suite exacte

1
(+) fCS R FLSRYG

Pour démontrer que R! f, F est constructible, il suffit par récurrence noethérienne et
1.6 de démontrer que si S # @, il existe un ouvert non-vide de S sur lequel R! f,(F)
soit constructible. On peut donc supposer R! f, G localement constant, donc puisque la
constructibilité est une notion locale pour la topologie étale, on peut supposer que S
est irréductible et R! f, G est constant (et constructible), a valeur E = {e,, ...,e,}. Soit
D; (i = 1,...,n) le sous-faisceau de le*Fimage inverse de la section e; par ul. On
a, puisque dans un topos « les sommes sont universelles », R' f, F = 11, D;, et il suffit
donc de démontrer que chaque D; est constructible sur un S’ convenable étale sur .S et
non-vide.

Rappelons que R!f, F est le faisceau associé au préfaisceau KR! F, ou R F(S") =
H'(X x¢ ', F). Par suite on peut supposer (en remplagant .S par un .S’ non-vide étale
sur S) que D; est le faisceau «vide » (donc constructible), ou qu’il existe un élément
a € H! (X, F) qui induit une section @ de D,. Dans ce dernier cas, soit

o
f*Ca = le*Fa N le*Ga
la suite exacte déduite de (*) « en tordant a I'aide de a ». On a
R f F*~R'f F , R'f.G*~R'f.G

et la section de R! f, F* correspondant 4 @ est la section unité. Donc le sous-faisceau D¢
de R! f, F* correspondant & D, est 'image inverse de la section unité de R! £,G%, i.e.,
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Df est I'image de f,G“ par 6. Puisque f,G est constructible (1.5) il en est de méme de
D¢, donc de D; (appliquer IX 2.6), d’ou le lemme.

LEMME 1.9. Soit S noethérien et

X - X
! f
A)
151 un diagramme commutatif de morphismes propres. Si le théoréme 1.1 est vrai pour f et x,

il Uest également pour f.

Démonstration. Dans le cas d’un faisceau F de A-modules constructible, on utilise la suite
spectrale de Leray

E}? = (R f,)(R'z,)F = (R"f)F.

Par hypothése, on trouve que E5? est constructible pour chaque p, g, et par suite 'abou-
tissement Iest aussi, comme il résulte alors de IX 2.6.
Soit F un faisceau de groupes constructible. On la suite exacte (XII 3.2)

(%) 0— (R'f)n,F— (R'"f )F— f.(R'z,)F,

ou les membres extrémes sont constructibles d’aprés I’hypothése et 1.5. On procéde
comme dans la démonstration de 1.8 : Il suffit par récurrence noethérienne et 1.6 de
supposer S # @, et de démontrer la constructibilité sur un ouvert non-vide convenable.
On peut donc supposer f,(R!z,)Flocalement constant, et (par localisation étale) méme
constant et constructible (IX 2.4 (i)) a valeur E = {ey,...,e,}. Soit D; le sous-faisceau
de (le*)F image inverse de e;, de sorte que (le*) F = Hi D,. 11 suffit de démontrer
que chacun des faisceaux D; induit un faisceau constructible sur un S’/S étale connexe
et non-vide convenable. Si D; n’est pas le « faisceau vide », on se raméne au cas ou il
existe un élément & € H'! (X, F) qui induit une section @ de D;. Soit

0— (R'f)7,F' — (R'F)F — f,(R'z)F

la suite exacte déduite de () en tordant F a I’aide de a. La section de (R17*) F* corres-

pondant a @ est la section unité, et par suite le sous-faisceau D de (R17* VF* correspon-
152 dant a D, est 'image inverse de la section unité de f,(R!z,) F,dou DY ~ (le*)mja,
qui est bien un faisceau constructible, C.Q.FD.

LEMME 1.10. Il suffit de vérifier 1.1 dans le cas ot S est de type fini sur SpecZ, et f est
projectif et de dimension relative < 1.

Démonstration. Supposons d’abord que f soit projectif et procédons par récurrence sur
la dimension relative de f, qu’on peut supposer finie, quitte a remplacer .S par un ouvert
affine. Si f est de dimension relative < n, avec n > 2, on peut trouver, localement sur .S,
un morphisme fini 7 : X — P%, et on se rameéne par 1.9 et IX 2.14 (i) au cas ou f est le
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morphisme structural de P’. Considérons le diagramme commutatif de morphismes
X
/ \
- 1
Py Y Py
\ /
S

déja envisagé dans la démonstration de XII 8.3, ou X est déduit de P’ en faisant éclater
le sous-schéma fermé Y ~ P"S_z. La dimension relative de best < 1, cellede aest < n—1,
et par suite le théoréme est vrai pour a et b par I’hypothése de récurrence, donc pour f
par (1.9). De plus, la dimension de 7 est < 1, celle de f;, : Y — Sest < n— 1. Il résulte
donc de 1.7 que 1.1 est vrai pour f, donc pour tout morphisme projectif. Soit maintenant
S propre arbitraire, et procédons par récurrence noethérienne sur X : on peut supposer
le théoréme vrai pour chaque sous-schéma fermé distinct de X et que X # @. Soit

X d X

S

un diagramme du type donné par le lemme de Chow XII 7.1. En appliquant 1.7 a ce
diagramme, on déduit 1.1 pour f, d’ou le lemme.

1.11. Nous pouvons maintenant achever la démonstration de 1.1. Si F est un fais-
ceau de groupes constructibles, on peut trouver une injection F & G = Hi ;. C; avec
7; fini et C; constant et constructible (IX 2.14), et il résulte de 1.8 qu'on peut supposer
F constant. De méme, si F est un faisceau de A-modules constructible, on peut, en ap-
pliquant IX 2.14, trouver une résolution F - G', G = {0 — G -Gl -G . },
de F, telle que chaque GV soit de la forme G¥ = Hi 7; .C;, et on se réduit par la suite
spectrale de la résolution G,

E}" = HP((R1f,)G") = (R"f,)F,

au cas ou F est constant et constructible, a valeur M.
Rappelons que A est une Z/n-algebre. Soit £ un nombre premier qui divise n. On a la
suite exacte
00— /M — M — M/IM — 0,

et il suffit encore de prouver 1.1 pour /M et M/{ M.

On se réduit alors, par une récurrence facile, au cas A est une Z/¢-algebre, { € P, et
ou M est un A-module de type fini. Alors M est un espace vectoriel sur Z//, et par suite
le morphisme canonique

HYY,Z/0) @z, M — HYY,M)

est bijectif, quel que soit Y quasi-compact et quasi-séparé (en effet, c’est trivial si M est
de rang fini, et les deux membres commutent aux limites inductives (VI 5.1 et VII 3.3)),
donc

[R1f.(ZI0)] @70 M = RIf,(M).
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Il suffit donc évidemment de démontrer que RYf,(Z/{) est constructible en tant que
Z/(-Module, c’est-a-dire, on est réduit au cas A = Z/{, ce que nous supposons désor-
mais.

Notons que le cas ou F est de dimension relative
arbitraire résulte maintenant de VIII 5.6 et de 1.5.

Procédons par récurrence noethérienne sur S. D’apres 1.6, on peut supposer S # @,
et se permettre de remplacer .S par un ouvert non-vide quelconque. De plus, on peut sup-
poser Sintégre, de point générique s. La fibre X ; est un schéma algébrique de dimension
< 1, et par suite il existe une extension radicielle K’ de k(s) = K, telle que le normalisé
Yde (X, ®k K'),.4 soit lisse au-dessus de Spec K’ °. En remplacant .S par un ouvert
non-vide, on peut supposer qu’il existe un morphisme fini radiciel surjectif S’ — S tel
que S| soit K-isomorphe a Spec K’, et un morphisme fini surjectif, un morphisme lisse

< 0 (i.e. ou f est fini) et F est

et projectif X — S’ et un .S’-morphisme fini surjectif 7 : X — X' = X Xg S’ qui
induise Y —» X, @k K’ sur les fibres en le point générique s de .S (EGAIV 9.6.1). Or,
d’apres VIII 1.1, il est inoffensif de faire une extension radicielle. On peut donc remplacer
S par S’ et X par X', c’est-a-dire, on peut supposer que f s’insére dans un diagramme

X - X
/ !
A) )
155  ou 7 est surjectif et fini, et f est lisse. De plus, d’aprés la construction, on peut supposer

qu’il existe un sous-schéma fermé Y de X tel que la fibre générique de Y soit finie, et
tel que 7 induise un isomorphisme au-dessus de X — Y. En remplacant encore .S par un
ouvert non-vide, on se ramene au cas ou de plus f; : Y — S est un morphisme fini.

Comme F est constant, z* F est également constant, et F — 7z, 7*F est injectif
parce que 7 est surjectif. Si F est un faisceau de groupes, il suffit de démontrer que
(R! f )z ¥ F) ~ (R17*)(7[*F) est constructible (1.8). Si Fest un faisceau de Z//-modules,
on a une suite exacte

00— F — gaF — C—0,

ou C est concentré sur Y, parce que x induit un isomorphisme au-dessus de X — Y. Il
s’ensuit que RYf,C = R f ,C est constructible (nul si g > 0), et ainsi il suffit encore de
démontrer que (RIf,) (n,n*F) = (R‘17*) (z* F) est constructible. En remplagant f par
f et Fpar 7*F, on est réduit au cas F constant et constructible et f est lisse.

Traitons le cas d’un faisceau de groupes constant, F = Gy. Toutes les fibres de
(R'f,) Gy sont finies ; en effet, en appliquant XII 5.2 (ii) on est réduit, pour le prouver,
au cas ou S est le spectre d’un corps séparablement clos et ou X est lisse et de dimension
< 1 au-dessus de S. Le résultat est connu dans ce cas (SGA 1 X 2.6). Il suffit donc de
démontrer que les morphismes de spécialisation sont injectifs (IX 2.13 (ii)). Pour cela,
on est réduit au cas .S strictement local, et par le théoréme de changement de base XII
5.1 (ii) on peut méme remplacer S par le spectre d’'un anneau de valuation discréte et

156  strictement local. De plus, on peut supposer X connexe. Puisque H'!(X, G) classifie les
revétements principaux galoisiens de X de groupe G, il suffit de vérifier que si X' — X
est un revétement étale connexe alors le fibre géométrique est également connexe. Cela
résulte facilement du fait que f est lisse et propre, a fibres géométriques connexes.

5.Cf. EGA1V 17.15.14.
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Traitons maintenant le cas F = (Z/{) . Pour les valeurs 0 et 1 de g le résultat est déja
connu ((1.5) et ci-dessus). D’apres XII 5.3 bis, il reste seulement le cas g = 2, et de plus, si
S est de caractéristique ¢, on a R f,(Z/¢) = 0. En remplacant .S par un ouvert non-vide
convenable, on est donc réduit au cas ou ¢ est inversible sur S. Alors, d’apres XII 5.2
(iii) et X 5.2, la fibre de R?f,(Z/() en un point géométrique 5 au-dessus de s € S est
isomorphe a (Z/0)¢®), ou1 ¢(s) est le nombre des composantes irréductibles de dimension
1 de la fibre géométrique X5. Or c est une fonction constructible sur S (EGAIV 9.7.9),
d’ou le résultat (IX 2.13 (iii)).

REMARQUE 1.11. La démonstration de 1.1 se simplifie beaucoup en utilisant le forma-
lisme de la cohomologie a supports propres, qui sera développé dans ?? comme consé-
quence directe du théoréme de changement de base pour un morphisme propre XII 5.1.
D’autre part, I'énoncé 1.1 se généralise au cas ou on se donne sur S un faisceau quel-
conque d’anneaux de torsion &/, et qu’on prend sur X un complexe K" de f*(</)-Modules
satisfaisant une condition de « constructibilité » qui, dans le cas particulier 1.1, s’expri-
merait simplement en disant que des faisceaux de cohomologie /(K ") de K sont des
A-modules constructibles, nuls pour i assez grand.

2. Une variante de la dimension
2.1. Soit X un schéma. On va noter
(2.1.1) d(x) = dim {x}
pour x € X, ou {x} est 'adhérence de {x}. Si F est un faisceau abélien sur X, on pose
(2.1.2) d(F)=sup{d(x) | x€ X et F;#0]}.
On aura besoin d’une notion rectifiée dans le cas local :

DEFINITION 2.2. Soient Y le spectre d’un anneau local noethérien universellement ca-
ténaire (EGA IV 5.6.2) et f © X — Y un morphisme de type fini. Soit x € X et y = f(x).
On pose

8(x) = dim {y} + deg.tr. k(x)/k(y).
Si F est un faisceau abélien sur X, on pose
6(F)=sup{o(x) | x e X et F;#0}.
PROPOSITION 2.3. (i) Soiti : X" — X uneimmersionetx’ € X'. Alorsé(i(x")) =

o(x").
(ii) Soit X la fibre fermée de X/Y. On a

5 = {d(x) si(x]N X, # @

dx)+1 si{x}nXy=a;
(iii) 6(x) = d(x) si f est propre.

Démonstration. L’assertion (i) est triviale a partir de la définition. Puisque {x} N X n’est
pas vide dans le cas f propre, (iii) est conséquence de (ii). Pour (ii), nous pouvons rem-

placer X par {x} et Ypar {y} (avec la structure induite réduite), ce qui est permis d’aprés
(i). Soient x" € X' et y’ = f(x'). On a la formule (EGA IV 5.6.1.1)

dim Oy ,» = dim Oy ; + deg.tr. k(x)/k(y) — deg.tr. k(x")/k(y").
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Supposons que X, # @. Alors il est clair que sup {dim Oy ,,} = dim X est obtenu
X/
en prenant pour x’ un point fermé de X, d’ou

dim X = dim Oy ,» = dimY + deg.tr. k(x)/k(y) = 6(x).

Si Xy = @, le supremum est évidemment obtenu en prenant pour x’ un point fermé
dans sa fibre f~1(y"), tel que dim {y’} = 1. Il existe de tels points, parce que les y’ € Y
avec dim {y'} = 1 forment un ensemble trés dense (EGA IV 10.1.3, 10.3.1, 10.4.1, 10.5.9).
On a donc :

dim X = dim Oy ,/ = dim @Y’yz + deg.tr. k(x)/k(y)
=dimY — 1 + deg.tr. k(x)/k(y) = 6(x) — 1,
d’ou le résultat.

PROPOSITION 2.4. Soit f : X — Y un morphisme de schémas de type fini sur le spectre
d’un corps k. Soit x € X, y = f(x), et y, une spécialisation de y. Soient f' : X' — Y’
le localisé strict de f en un point géométrique y, au-dessus de y,, et x' € X' un point
au-dessus de x. Alors on a

6(x") = d(x) — d(yp).
159 Démonstration. On a
d(x) = d(y) + deg.tr. k(x)/k(y)
6(x")=d(y') + deg.tr. k(x")/k(y),
ouy = f’(x'). De plus
deg.tr. k(x)/k(y) = deg.tr. k(x")/k(y"),

parce que les extensions k(x')/k(x) et k(y")/k(y) sont algébriques. Il reste donc a démon-
trer que

d(y") = d(y) — d(y).
On peut supposer y maximal dans Y, donc y’ maximal dans Y’, et alors
d(y') = dim OY,%
=dim0Oy,, (EGAIV 6.13)
=dim, Y —d(y)) (EGAIV5.23.1)
= d(y) = d(yo)

d’ou le résultat.

3. Dimension cohomologique des schémas algébriques affines

THEOREME 3.1 (D). ¢ Soit f : X — Y un morphisme affine de schémas de type fini sur
un corps k. Soit F un faisceau de torsion sur X tel qued(F) < d (cf. 2.1). Alorsd(RIf,F) <
d—q.

En particulier, prenant ¥ = Spec(k) :

160 COROLLAIRE 3.2. Soit X un schéma affine de type fini sur un corps k séparablement

6. N.D.E. : Le théoreme ?? est aujourd’hui connu sous le nom de théoréme de Lefschetz affine.
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clos. Alors’
cd X <dim X.

COROLLAIRE 3.3. Soit X C P,ZCV un schéma projectif de dimension n sur un corps sépara-
blement clos k, et soitY = H N X une « section hyperplane » de X. Alors pour tout faisceau
de torsion F sur X, ’homomorphisme canonique

Hg(X,F) — HIY(X, F)
est bijectif pour ¢ > n+ 1, et surjectif pourq = n+ 1.

Le corollaire est trivial a partir de 3.2 et de la suite exacte pour un sous-ensemble
fermé (V 6.5.4), compte tenu que X —Y = U est affine de dimension < n. Remarquons que
3.3 est une généralisation d’un des théorémes de Lefschetz sur les sections hyperplanes :
en effet, si X est lisse sur k et Fest localement constant et premier a la caractéristique, on
peut calculer la cohomologie H{(X, F) explicitement en utilisant le théoréme de pureté
cohomologique relatif (XVI 3) et la suite spectrale (V 6.4.3), et on trouve que

Hg(X, Z/n) ~ HI7(Y, ,u;l) pour tout g;

I’homomorphisme HI2 (Y, ,u;l) — HY9(X,Z/n) déduit de 3.3 n’étant autre que I’ « ho-
momorphisme de Gysin », qui sera étudié ultérieurement ’.
Le théoréme 3.1 (d) équivaut® au suivant :

COROLLAIRE 3.4 (D). Soit Y’ un schéma strictement local qui est un localisé strict d’un
schéma algébrique sur un corps. Soit f' : X' — Y' un morphisme affine de type fini, et
F' un faisceau de torsion sur X' tel que 6(F") < d (cf. (2.2)). Alors HY(X', F") = 0 pour
qg>d.

En effet, supposons que 3.4 (d) soit vrai. Soit f : X — Y un morphisme affine de
schémas algébriques sur k et soit F un faisceau de torsion sur X tel que d(F) < d. Soit
y un point de Yet £ un point géométrique au-dessus de y. Pour démontrer 3.1 (d), il faut
démontrer que la fibre (R f, F)s est nulle si d(y) > d — g.

Soit f’ : X' — Y’ le localisé strict de f au point &, c’est-a-dire, soit Y’ le localisé
strict de Yen £ et soit X' = X Xy Y.

Soif F' le faisceau induit de F'sur X, de sorte que (R7f, F): = HI(X', F') (VI 5.2).
On a d’apres (2.4)

S(F') <d(F)—d(y) <d—d(y),
et en appliquant 3.4 (d), on trouve HY(X', F') =0siq > d — d(y), d’ou le résultat.

Inversement, supposons que 3.1 (d) soit vrai, et soient F’, f’ : X' — Y’ comme dans
I’énoncé de 3.4 (d). Puisque la cohomologie commute aux limites inductives (VII 3.3) et
F’ est limite inductive de ses sous-faisceaux constructibles (IX 2.9), on peut supposer F’
constructible. Or Y est localisé strict d’un schéma algébrique Y en un point géométrique
¢ au-dessus d’un point fermé y, (X 3.3). Ecrivons Y/ = hm  ou (Y,) est un systeme

projectif filtrant de schémas affines étales sur Y (VIII 4. 5) D apres IX 2.7.4, F' est induit

7.N.D.E. : Considérons I’assertion analogue en géométrie analytique complexe : Soit X une variété
affine sur C et soit F un faisceau constructible sur X. Alors, on a H™(X®", F) = 0 pour tout m > dim X,
ou X" est I'espace analytique associée a X. Bien que cette assertion découle de 3.2 par le théoréme de
comparaison XVI4.1, on a aussi deux preuves entiérement de nature analytique données par Pierre Deligne
et Héléne Esnault, voir Esnault, H., Variation on Artin’s vanishing theorem, Advances in Math. 198 (2005),
435-438.

7. Cf. SGA 2 XIV pour une étude systématique des théorémes du type de Lefschetz.

8.N.D.E. : Plus précisément, I’argument du texte donne le résultat suivant. L’assertion 3.4 (d’) pour
d’ < d implique 3.1 (d), et I'assertion 3.1 (d) implique 3.4 (d). Cela suffit pour conclure ci-apreés.

161
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d’un faisceau de torsion constructible F, sur X, = X Xy Y, pour « suffisamment grand,
162 et on voit immédiatement, utilisant 2.4 et EGA IV 9.5.5, qu’on peut de plus supposer que
d(F,) = 6(F") < d. En remplacant Y par Y,, on est réduit au cas ou F’ est induit par un
faisceau F sur X, avec d(F) < d.On a alors R1f,F = 0si g > d, d’apreés 3.1 (d), donc
en particulier
(R1f F)e=HYX',F')=0 si q>d,
d’ou 3.4 (d).

Comme cas particulier de 3.4 (d), on a

COROLLAIRE 3.5. Soit Y' un schéma strictement local de dimension < d, localisé strict
d’un schéma algébrique sur un corps k. Soit U C Y' un ouvert affine. AlorscdU < d.

REMARQUE 3.6. Il semble trés plausible’ que 3.4, donc 3.5, reste valable pour tout sché-
ma local noethérien Y’ (pas nécessairement un localisé strict d’un schéma algébrique),
du moins si Y’ est excellent (EGA IV 7.8). C’est ce qui sera prouvé dans (XIX 6) lorsqu’on
suppose de plus Y de caractéristique nulle.

4. Démonstration du théoréme 3.1

La démonstration se fait par récurrence sur d.
LEMME 4.1. 3.1 (0) et 3.1 (1) sont vrais.

Démonstration. Triviale pour d = 0, auquel cas supp F est fini sur k, et on applique (VIII
5.5). Soient F, f : X — Y comme dans I’énoncé de 3.1 et supposons que d(F) < 1. En
remplacant F par un sous-faisceau constructible (IX 2.9 et VII 3.3), on se réduit au cas
163  ou Fest constructible. Alors le support de F est contenu dans un sous-schéma fermé de
X de dimension < 1 (IX 2.3), et on peut remplacer X par ce sous-schéma, c’est-a-dire,
on peut supposer quon a dim X < 1. D’apres IX 5.7, la dimension cohomologique d'un
schéma algébrique affine de dimension 1 sur un corps séparablement clos est < 1. 1l
suffit d’ailleurs de traiter le cas ou k est séparablement clos : en effet, soit f:X->Y
le morphisme déduit de f par le changement de base Speck — Speck (k la cléture
séparable de k). Pour un point géométrique £ de Y, le localisé strict f' : X' — Y’ de
f en & s’identifie 4 un localisé strict de £, donc la fibre (RYf, F )¢ & une fibre de Rq7*F.
Puisque f est affine, on trouve donc que RYf, F = 0si g > 1. De plus, il est évident que
d(f,F) < 1. Pour le cas ¢ = 1, notons que ’'hypothése que X soit de dimension < 1
implique qu’il existe une partie fermée finie Z de Y telle que f soit fini au-dessus de
Y — Z. Tl en résulte que R! f, Fest nul dans Y — Z (VI 5.6), d’ou d(R' £, F) < 1, ce qui
acheve la démonstration du lemme.
Soit d > 2 et supposons maintenant que 3.1 (d’) (ou, ce qui revient au méme, 3.4 (d’))
est vrai pour d’ < d.

LEMME 4.2. Pour démontrer 3.4 (d) dans tous les cas, il suffit de traiter le cas ot X' =
E;, est Uespace affine dimension 1 surY’, et ou f est le morphisme structural.

Démonstration. Evidemment, on peut supposer X' = E?, pour n convenable, parce qu’on
peut plonger X’ dans un E)]Y ,.Supposons N > 1 etle résultat connu pour tout Y’ et pour
164 E}, avec r < N. Soit F' un faisceau de torsion sur Ey, ,avec d(F') < d. Considérons le

9. N.D.E. : Ofer Gabber a réussit a démontrer I’analogue suivant de ??: Soit f : X — Y un
morphisme affine de type fini avec Y quasi-excellent (EGAIV 7.8) possédant une fonction de dimen-
sion dy. Soit 6y la fonction de dimension rectifiée associée sur X. Pour n inversible sur Y et tout fais-
ceau F de Z/n sur X on a 6(RIf,F) < 64x(F) — q pour tout ¢ > 0. Ici, on définit comme ci-dessus
6(G) =sup{é(x) | x € X et Gy # 0} pour un faisceau G.
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diagramme

f/ h/
Y/
g’ et h’ les projections canoniques, de sorte que Ey, est isomorphe a 'espace affine de

dimension 1 au-dessus de E)]y,‘l. Puisque évidemment chaque anneau localisé strict de

E{,V,_l est aussi le localisé strict d’'un schéma algébrique, on peut appliquer I’hypothese
de récurrence aux fibres de Rig, F’, et on trouve que

(%) 6(Rig,F') <d —q.
De plus, 3.4 (d’) est vrai pour h’, d’ < d, par 'hypothése de récurrence sur N.

Considérons la suite spectrale de Leray

E}Y = HP(EY!, RIg\(F") = H"(E},, F").

Ona EY? = 0sip > d — g, comme on trouve en appliquant () et 3.4 (d’) au morphisme
h'.1l s’ensuit que 'aboutissement est nul si n > d, d’ou le lemme.
Considérons I’énoncé supplémentaire suivant, qui est un cas spécial de 3.5 :

ENoNcE 4.3 (D). Soit X' strictement local de dimension < d, localisé strict d’un schéma
algébrique sur un corps. Soit f € I' (X',0x/) et soit U C X' PouvertU = X' — V(f).
AlorscdU < d.

LEMME 4.4. 4.3 (d) implique 3.4 (d).

Démonstration. Considérons le diagramme

El, : P!

f! g’
Y/
ou Y’ est comme dans I’énoncé de 3.4 et ou P%,, est I’espace projectif, déduit de E! «en

ajoutant la section Y, a I'infini ». Soit F’ un faisceau de torsion sur E!' avec d(supp F’) <
d. On a la suite spectrale
HP(P!, R _F') => H"(E', F").

Or les RYi, F,pour g > 0, sont concentrés sur Y., qui est Y'-isomorphe a Y’. Puisque
Y’ est strictement local, il s’ensuit que H? (P!, R, F") =0sip, g > 0. De plus, d’apres
le théoréme de changement de base pour un morphisme propre (XII 5.1), la cohomologie
d’un faisceau de torsion sur P! peut-étre calculée sur la fibre fermée, qui est un schéma de
dimension cohomologique < 2 (X 4.3). Ona donc H? (P',i,F') = 0,si p > 2. Comme on
veut démontrer H*(E', F') =0 pour n > d, et comme d > 2, on est réduit a démontrer
que H(P!, R%i_F") = 0 pour g > d. Ce groupe, isomorphe aussi a H(Y/, R%i(F")),
est en vertu de (VIII 4.6) isomorphe a la fibre de R%i F’ au point Q, Q étant le point a
I'infini de P! dans la fibre fermée.

Il suffit (VII 3.3 et IX 2.9) de traiter le cas ou F’ est constructible. Alors, puisque
8(supp F’) < d, il existe un sous-schéma fermé X' de P! avec dim X’ < d, tel que
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X' contienne le support de F’. Soit X' le localisé de X’ au point géométrique Q, soit
66 U=X-X Xp1 Yg,, et soit Fle faisceau induit par F’ sur U par le morphisme U — P
Alors la fibre de R F au point Q n’est autre que H 9(U, F) (VII 5.2), et on applique
4.3 (d) au schéma strictement local X’ et a l'ouvert U.
Le lemme ci-dessous, joint a 4.4, achévera la démonstration.

LEMME 4.5. 3.4 (d’) pourd’ < d implique 4.3 (d’) pourd’ < d.

Démonstration. Supposons 3.4 (d’) pour d’ < d. Par récurrence, nous pouvons supposer
que 4.3 (d’) est vrai pour d’ < d. Soient les données X', f, U comme dans I’énoncé
4.3 (d). Alors X est localisé strict d’'un schéma algébrique X, sur un corps k en un point
géométrique fermé. On peut prendre X, affine et de dimension < d, quitte a le remplacer
par un voisinage de x,. Alors X est limite projective de schémas affines et étales X; au-
dessus de X (VIII 4.5).

Soit F un faisceau de torsion sur U. Il faut démontrer que HY(U,F) = 0 si g >
d, et il suffit encore de traiter le cas ou F est constructible. Alors les données f, F, U
proviennent de données analogues sur I'un des X; (IX 2.7.4). On aura un faisceau F; sur
U, = X; — V(f;) qui «induit » Fsur U. Puisque U = l(iLnUl-, ona (VII 5.8)

q = 1i q . i
HY(U, F) = lim HY(U,, F,).

II suffit donc de démontrer le fait suivant : Quel que soit i, il existe un diagramme com-
mutatif
U Ull

Ui
167  ouU — U, estlafleche donnée, tel que cd(U") < d. En effet, cela impliquera que chaque
élément de HY(U;,, F,), pour g > d, a une image nulle dans HY(U, F).

Supposons i = 0, et considérons le morphisme g : X, — E} = Y, donnéepar f, € I’
(X0, Ox,). Soit Y" le localisé strict de E} en un point géométrique au-dessus de l'origine,
donc Y” est le spectre d’un anneau de valuation discrete, et soit X” = X Xy Y.

Le morphisme X — X, se factorise par X" puisque X est strictement local. De
plus, ouvert U” = X" Xy Uy n’est autre que la fibre générique de X"/Y". C’est donc
un schéma algébrique affine au-dessus du point générique de Y, et on a évidemment
dimU” <d - 1.

Vérifions que cd U” < d (ce qui achévera la démonstration). Soit K le corps résiduel
de Y” au point générique. C’est un corps de dimension cohomologique 1, c’est-a-dire,
on a cd(G) = 1, G le groupe de Galois de la cloture séparable K de K (X 2.2). Soit
U =U" Xspec k (Spec K).OnacdU" <d-1 par hypothese de récurrence sur d (c’est
3.2 pour un schéma de dimension < d). Le fait que cdU"” < d suit alors de la suite
spectrale de Hochschild-Serre (VIII 8.4)

HYG,HYU", F)) = H"(U, F),

d’ou le lemme 4.5.



EXPOSE XV

Morphismes acycliques

M. Artin

Introduction

Soit g : X — Y un morphisme de schémas. Dans le premier numéro, nous étudions
des conditions pour que g soit acyclique, c’est-a-dire, tel que pour tout faisceau de torsion
Fsur Yon ait HY(Y, F) ~ H9(X, g*F), et que cela reste vrai si 'on remplace Y par un
Y’ étale sur Y. Une condition naturelle nécessaire d’acyclicité est que les fibres géomé-
triques soient acycliques, c’est-a-dire, aient une cohomologie triviale pour des faisceaux
de torsion constants. On verra que cette condition, jointe a une condition locale, appelée
acyclicité locale de f (1.11), implique que f est acyclique.

Le théoréme fondamental est qu'un morphisme lisse est localement acyclique pour
les faisceaux de torsion premiers aux caractéristiques résiduelles 2.1, ce qui impliquera
le théoreme de changement de base par un morphisme lisse XVI 1.1, qui sera développé,
avec ses premieres conséquences, dans ’exposé suivant.

Le présent exposé est indépendant des exposés XI a XIV, et notamment du « théo-
réeme de changement de base pour un morphisme propre ». Ce dernier interviendra a
nouveau de facon essentielle, mais en conjonction avec le théoréme fondamental du
présent exposé, a partir de 'exposé suivant.

1. Généralités sur les morphismes globalement et localement acycliques

PROPOSITION 1.1. Soit g : X — Y un morphisme de schémas. Les assertions (i) a (iii)
suivantes sont équivalentes :

(i) Pour chaqueY' — Y étale (qu’on peut prendre affine au-dessus d’un ouvert affine
de Y) et chaque faisceau d’ensembles F sur Y', le morphisme canonique F —
g.g' " F est injectif (resp. bijectif).

(ii) Pour chaqueY' — Y étale (qu’on peut prendre affine au-dessus d’un ouvert affine

deY) et chaque faisceau d’ensembles F surY', le morphisme canonique HO(Y', F) —

HO(X',g'* F) est injectif (resp. bijectif).

(iii) Pour chaque Y' — Y localement quasi-fini et chaque faisceau d’ensembles F
sur Y', le morphisme canonique HOY',F) > HY%X',g'*F) est injectif (re-
sp. bijectif).

(ii bis) (Si f est quasi-compact et quasi-séparé.) Comme (ii), mais en prenant F faisceau
constant de la forme Iy, ot I est un ensemble donné au préalable, avec card I > 2.

Démonstration. L’équivalence de (i) et (ii) est immédiate a partir des définitions, et (iii) =
(ii) = (ii bis) sont triviales. On a (ii bis) = (ii), car on peut supposer Y affine, donc X et Y
quasi-compacts et quasi-séparés, et on peut alors appliquer XII 6.5 (i). Pour 'implication
(i) = (iii), notons d’abord le lemme suivant :

LEMME 1.2. Soit f : Y’ — Y un morphisme localement quasi-fini. Alors f est « fini

103

168

169

170



171

172

104 XV. MORPHISMES ACYCLIQUES

localement sur Y' pour la topologie étale », c’est-a-dire, on a des diagrammes commutatifs

() b; f

ot les a;, c; sont étales, les b; sont finis, et les a; forment un recouvrement de Y °.

En effet, soit ' un pointde Y’ et y = f(»’). Il suffit de trouver un diagramme () tel
que ' soit dans I'image de Y;'. Soit ¥ le spectre de I'anneau hensélisé de Oy, VIII 4.1 et
Z le localisé (ordinaire) de Y’ = Y’ Xy Y en I'unique point au-dessus de y’ et du point
fermé y de Y. D’apres VIII 4.1 (ii), Z — Yest fini, et Z est un ouvert induit de Y. Puisque
Y est limite de préschémas Y; étales au-dessus de Y, on voit immédiatement EGAIV 9
que pour Y; convenable il existe un ouvert Z; de Y’ Xy Y}, tel que Z = Z; Xy, Y, et dans
(%) il suffira de prendre Y; = Z,, C.QFD.

Supposons maintenant que (i) de 1.1 soit vrai. Il est évident que I’assertion (iii) de
1.1 équivaut a I’assertion déduite de (i) en remplagant le morphisme Y’ — Y étale par
un morphisme localement quasi-fini. Sous cette forme, I’assertion (pour Y, Y’ donnés)
est locale sur Y et Y’ pour la topologie étale, et on est donc réduit par le lemme au
cas d’'un morphisme f : Y’ — Y fini. Soit f’ : X' — X le morphisme déduit de
f par le changement de base g. Alors le morphisme de changement de base g* f, F —
f’*g’*Fest bijectif VIII 5.6 D’aprés (i), on a f,.(F) — g.g* f* F). Par suite le morphisme

!

HO(Y',F) S HO®Y',glg'*F) de (iii) est le composé H'(Y',F) = HO(Y, f,F) =
HY,g.8" f,F)= H'(X,g*f.F) ~ HO(X,f’*g’*F) = H%(X',g'* F). Puisque ¢’ est
injectif (resp. bijectif) il en est de méme de €. Cela achéve la démonstration de 1.1.

DEFINITION 1.3. On appelle morphisme (—1)-acyclique (resp. 0-acyclique) un mor-
phisme g : X — Y ayant une des propriétés équivalentes (i) a (iii) (resp. (i) a (iii) respées)
de 1.1. Le morphisme est dit universellement (—1)-acyclique (resp. 0-acyclique) si pour
chaque morphisme de changement de base Y' — Y, le morphisme g’ = g Xy Y' : X Xy
Y' = Y’ est (—=1)-acyclique (resp. 0-acyclique). Enfin, un schéma X est dit (—1)-acyclique
(resp. 0-acyclique) s’il est non-vide (resp. connexe et non vide).

COROLLAIRE 1.4. Soit g : X — Y un morphisme 0-acyclique. Alors pour chaqueY' —
Y localement quasi-fini et chaque faisceau en groupes F surY', le morphisme canonique

H'(Y',F) — H'(X',g""F)
est injectif.
Cela résulte aussitot de XII 6.5 (i).

COROLLAIRE 1.5. Soit g : X — Y un morphisme. Si g est surjectif (i.e. ses fibres sont
non vides, i.e. ses fibres sont (—1)-acycliques) alors g est (—1)-acyclique. Le réciproque est
vraie si g est quasi-compact et quasi-séparé.

La premiére assertion est évidente sur la forme 1.1 (ii) par considération des fibres
des faisceaux envisagés. La deuxieme résulte de la définition sous la forme 1.1 (iii) et du
sorite de passage a la limite VII 5, compte tenu que pour tout y € Y, y = Spec k(y) est

9. Cf. EGAIV 18.12.1.
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limite projective de schémas affines localement quasi-finis sur Y, savoir les voisinages
affines de y dans {y} (muni de la structure réduite induite). - Notons que 1.5 implique
que lorsque g est quasi-compact et quasi-séparé, alors g (—1)-acyclique implique déja g
universellement (—1)-acyclique.

PROPOSITION 1.6. Soient g : X — Y un morphisme de schémas, L C P un ensemble de
nombres premiers, et n € N un entier naturel (resp. n = 1). Les assertions (i) a (iii) (resp. les
assertions (i) a (iii) respées) suivantes sont équivalentes. Si de plus g est quasi-compact et
quasi-séparé, alors (i) a (iii) (resp. (i) a (iii) respées) sont aussi équivalentes a (iv) (resp. (iv)
respée).

(i) Pour chaqueY' — Y étale et chaque faisceau abélien de L-torsion (resp. de ind-L-
groupes) IX 1.5 FsurY', ona

F> g g'"F,
(ng'*)g’*F =0 si 1<g<n (resp.si g=1).

(ii) PourchaqueY' — Y étale et chaque faisceau abélien de L-torsion (resp. de ind-L-groupes)3

F surY', le morphisme canonique
HYY',F)— HYX',g'"F)

est bijectif si q¢ < n et injectif siq = n+ 1 (resp. est bijectif siqg < 1).
(iii) Pour chaqueY' — Y localement quasi-fini et chaque faisceau abélien de L-torsion
(resp. de ind-L-groupes) F surY', le morphisme
Hq(Y/’ F) — Hq(X/ag,*F)

est bijectif si g < n et injectif siq = n+ 1 (resp. est bijectif siqg < 1).
(iv) Le morphisme g est surjectif, et pour chaqueY' — Y localement quasi-fini, chaque
v > 0, et chaque ¢ € L, le morphisme canonique

HIYY',ZItY) — HIYX',ZII)

est surjectif pour 0 < g < n (resp. pour chaque Y' — Y localement quasi-fini et
chaque L-groupe fini ordinaire G, le morphisme canonique

H(Y' G — H(X',G)
est surjectif pouri =0,1).

Démonstration de 1.6. Les implications (ii) < (iii) = (iv) sont triviales. Or (R%g’ )g’ *F
est le faisceau associé au préfaisceau RY(Y") = HY(X",g"*F) (Y" — Y’ étale). Si (ii)
est vrai,ona HI(Y", F) AN HY(X",g""F), donc le faisceau associé est nul, i.e. (i) =
(i). L’implication (i) = (ii) résulte de 1.1 (i) (qui correspond au cas n = 0) joint a la suite
spectrale de Leray

HP(Y',(Rig' )g'"F) = HP"(X',g'"F)
dans le cas abélien, et a la suite exacte
0— H'(Y',g' g"F)— H'(X',g""F) — H(Y',(R'g’ )g'"F).

dans le cas des faisceaux de groupes.

(i) = (iii) : Puisque (i) et (ii) sont équivalentes, il est clair que (iii) équivaut a ’énoncé
qui est déduit de (i) en remplagant le mot « étale » par les mots « localement quasi-fini ».
Sous cette forme c’est, pour Y, Y’ donnés, une assertion locale sur Y’ et sur Y pour la
topologie étale, et on est donc réduit par 1.2 au cas ou f : Y’ — Y est un morphisme
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fini. Soit f' : X' — X le morphisme . On a d’aprés VIII 5.5 (resp. VIII 5.8) (appliqué
trois fois)

f+(Rig' )g'"F ~ RU(fg"),g'"F ~ RUgf"),g'"F ~(Rig,) [ & F ~ (Rig,)g*(f,F)

et ce dernier est nul si (i) est vrai pour les valeurs de g envisagées, d’ou (i) = (iii).
Il reste a démontrer (iv) = (iii) ; or ceci résulte aussitot de XII 6.5.

DEFINITION 1.7. Soient n € N et L C P. Un morphisme g : X — Y qui satis-
fait a une des conditions équivalentes (i) a (iii) (resp. (i) a (iii) respées) de 1.6 est appelé
morphisme n-acyclique (resp. morphisme 1-asphérique) pour L. On dit que g est acy-
clique pour L s’il est n-acyclique pour L pour chaque n. On dit que g est universellement
n-acyclique (resp. universellement 1-asphérique) pour L, si pour chaque Y’ — Y le mor-
phisme g’ = gXyY' estn-acyclique (resp. 1-asphérique) pour L. Enfin, un préschéma X est
dit n-acyclique (resp. 1-asphérique) pour L, s’il est 0-acyclique 1.3 et si pour chaque ¢ € L
et chaque 1 < g <nona HYX,Z/l) =0 (resp. et pour chaque L-groupe fini ordinaire G,
ona H'(X,G) =0).

REMARQUES 1.8. a) Si g est quasi-compact et quasi-séparé, il suffit, pour que g
soit universellement n-acyclique, que g’ soit n-acyclique chaque foisque Y’ — Y
est localement de présentation finie. Nous n’avons pas besoin de ce fait et en
laissons la démonstration, qui est un exercice de passage a la limite, au lecteur.

b) Nous ignorons si un morphisme n-acyclique pour L est déja universellement
n-acyclique pour L. La méme question se pose pour les variantes locales plus

bas 1.11.
c) Lorsque n = 0, on retrouve la notion de 1.3. Bien entendu, on aurait pu rédiger
1.6. et 1.7. de fagon a inclure le cas n = —1. La proposition qui suit est également

valable dans ce cas.

PropoOsSITION 1.9. (i) Soient X i Y i Z des morphismes de schémas, L C P,
et n € N. Supposons que g soit 0-acyclique (resp. 1-asphérique pour L, resp. n-
acyclique pour L). Soit f = hg. Alors pour tout faisceau d’ensembles (resp. de ind
L-groupes, resp. abélien de L-torsion) F sur Z, on a un isomorphisme f, f*F —
h, h* F (resp. des isomorphismes (RP f,) f*F 5 (RPh,)h*Fsip < 1, resp. sip <
n). En particulier, h est 0-acyclique (resp. 1-asphérique pour L, resp. n-acyclique
pour L) si et seulement si f est.

(ii) Soit {g, : X, — Y,} un systéme projectif de morphismes de schémas tels que
les morphismes X, — Xp et Y, — Yy soient affines et que les g, soient quasi-
compacts et quasi-séparés. Soit g : X — Y la limite projective des g VII 5.1. Alors
si tous les g, sont 0-acycliques (resp. 1-asphériques pour L, resp. n-acycliques pour
L), il en est de méme de g.

Démonstration. Pour (i), on a d’abord
h.h*F = h,(g.g")h"F = [, [*F.
La deuxiéme assertion de (i) est conséquence immédiate de la suite spectrale de Leray
(RPh,)(RIg,)f*F = (RFFIf)f*F.

Enfin I'assertion non-abélienne résulte de la suite exacte XII 3.2. L’assertion (ii) résulte
facilement de la théorie de passage a la limite VI 5 et V1.

COROLLAIRE 1.9.1. Soit g : X — Y un morphisme quasi-compact et quasi-séparé, et
n € N,L C P. Si g est n-acyclique pour L (resp. 1-asphérique pour L), alors pour tout point
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géométrique’y de Y, algébrique sur un point y de Y, la fibre géométrique X; est n-acyclique
pour L (resp. 1-asphérique pour L).

En effet, y est limite projective de schémas affines Y; qui sont localement quasi-finis
sur Y, et comme les X; = X Xy Y; — Y, sont n-acycliques pour L (resp. ...), il en est de
méme de X3 — y en vertu de 1.9 (ii), d’ou la conclusion annoncée.

PROPOSITION 1.10. Soient g : X — Y un morphisme de schémas, L C P, etn € N.
Alors les conditions (i) a (iv) ci-dessous sont équivalentes.
(i) Soity un point géométrique de Y et X un point géométrique de X au-dessus de
y. Soient f, Y les localisés stricts de X, Y aux points X, y, et soit § : X > Yle
morphisme induit par g. Alors g est 0-acyclique (resp. 1-asphérique pourL, resp. n-
acyclique pour L).
(ii) Pour chaque diagramme a carrés cartésiens

X ‘] X/ ‘] X”
(*) g g/ g//
i !/ i, n
Y Y Y
aveci étale eti’ étale de présentation finie, et chaque faisceau d’ensembles (resp. de 178

ind-L-groupes, resp. abélien de L-torsion) F sur Y", le morphisme de changement
de base XII 4.1, XI1 4.2

g'liL,F —j' g""F
est bijectif (resp. les morphismes
g "(RU)F — (R1j{)g""F

sont bijectifs pour g = 0, 1, resp. sont bijectifs pour 0 < q < n et injectifs pour
g=n+1)

(iii) Méme énoncé que (ii), sauf que le morphisme i’ est supposé seulement quasi-fini et
quasi-séparé.

(iv) Méme énoncé que (ii), mais en supposant i seulement localement quasi-fini, et en
revanche i’ une immersion ouverte quasi-compacte.

Démonstration. L’implication (iii) = (ii) est triviale. Vérifions que (i) = (iii). Il suffit de
regarder le morphisme de (iii) fibre par fibre. Soient y un point géométrique de Y’ et X
un point géométrique de X' au-dessus de y. Soit

YI ! Y//

le diagramme cartésien déduit de (x), ou X' , Y’ sont les localisés stricts des X', Y’ aux
points X, yetou ¥” =Y” Xy, Y', X” = X” Xy X'.On a VIII 5.2 et VIII 5.3 179

HYY",F) ~ (RI' ,F); =~ (g'*(RIi})F)x,
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ot F est I'image inverse de F sur Y’ et
HX",g"*F) = (R%j))g"* F)y.
Puisque i’ est quasi-fini, on peut appliquer 1.1 (iii) (resp. 1.5 (iii)) au morphisme
H(Y',F) — HYX'.§"*F)
pour les valeurs de g envisagées, d’ou (i) = (iii).

(ii) = (i). Supposons (ii) vrai et vérifions le critére 1.6 (ii) d’acyclicité pour un mor-
phisme § : X — Y. Soit Y’ — Y étale, avec Y’ affine, et soit F un faisceau d’ensembles
(resp. abélien de L-torsion, resp. de ind-L-groupes) sur Y. On doit démontrer que

H(Y',F) = HY(X',§'*F),
ou g : X' — ¥’ estle morphisme déduit de g par changement de base. Or écrivons
Y = limY, ou les Y, sont étales et affines au-dessus de Y (supposant Y affine, ce qui
(_ ~ ~
est loisible). On peut « descendre » le morphisme étale Y’ — Y a un des Y,, disons en
Y! - Yy, etonaY’' =limY’ =YXy Y/.Or chaque faisceau Fsur Y’ est limite inductive
0 0 — a YO 0
des faisceaux f” fo Foou fy Y] — Y/ est le morphisme canonique. D’aprés IX 1.2
et IX 1.6 les faisceaux f,, F sont des faisceaux d’ensembles (resp. abéliens de L-torsion,

resp. de ind-L-groupes). Compte tenu de VII 3.3, on voit donc qu’il suffit de traiter le cas
ou Fse descend a un des Y/, disons a un F sur ¥;. En appliquant (ii) au diagramme

it ,
X X X
g 20 g}
i ,
Y Y, Yy,

on déduit que go*(qué*)Fo 5 (qué*)gé*FO pour les valeurs de ¢ applicables. Or les
points géométriques ¥, X se relevent canoniquement en des points géométriques de Y,
X (nous les notons par les mémes symboles), et on a VIII 5.2 et VIII 5.3

HIY', F) = (R} ) Fo)y = (89" (R%i) ) Fo)s
et N _
HY(X',§""F) = (R%y,)8y" Fo)x

pour les valeurs de g envisagées, d’ou le résultat.

Reste a montrer que les conditions (i) a (iii) sont équivalentes a (iv). Or, utilisant
la forme (i), on voit que ces conditions sont stables par extension de la base Y’ — Y
localement quasi-finie, d’ou résulte aussitot, sous la forme (ii), qu’elles impliquent (iv).
D’autre part, (iv) implique (iii), car pour vérifier (iii) on voit tout de suite, utilisant par
exemple la suite spectrale de Leray, ou le résultat de descente XII 6.8, que l'on peut
supposer Y’ et Y” affines. Mais alors par le « Main Theorem » EGAIV 8.12.8 Y” — Y’

/ -/
) 1 2 . . . . .
se factorise en Y” — Y/ — Y’, avec i| une immersion ouverte, et i, un morphisme
fini. Utilisant VIII 5.5, VIII 5.8 pour i3, on est réduit a vérifier (ii) pour i{, qui releve de
(iv). Ceci acheve la démonstration de 1.10.

DEFINITION 1.11. Un morphisme g : X — Y de préschémas qui satisfait a une des
conditions équivalentes (i) a (iv) de 1.10 est appelé morphisme localement 0-acyclique
(resp. localement 1-asphérique pour L, resp. localement n-acyclique pour L). On définit
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d’une maniére évidente (comparer 1.7) les notions de morphisme localement acyclique, et
de morphisme universellement localement 0-acyclique (resp. ...) pour L.

On peut naturellement varier les énoncés (i) a (iii) de 1.10. Ainsi, dans (iii) et (iv) on
peut se borner a un faisceau F constant et de la forme G, G un ensemble fini (resp. un
L-groupe fini, resp. G de la forme Z/¢"Z, avec ¢ € L, v € N); cela résulte facilement de
VIII 5.2, VIII 5.3 et de XII 6.5. Signalons également la variante suivante :

CoOROLLAIRE 1.12. Supposons g : X — Y localement de type fini. Pour vérifier la
0-acyclicité (resp. ...) locale, il suffit de vérifier 1.10 (i) dans le cas ou le point géométrique
X est fermé dans la fibre géométrique X.

En effet, dans la démonstration de (i) = (iii) de 1.10, on a vérifié (iii) fibre par fibre,
et il suffisait de le faire pour les fibres aux points géométriques X qui sont fermés dans
leur fibre géométrique, puisque g est localement de type fini VIII 3.13 b).

ProrosITION 1.13. (i) Soient X Sy A Z des morphismes de schémas, L C
P, et n € N, et supposons que g soit surjective, et localement 0-acyclique (re-
sp. localement 1-asphérique pour L, resp. localement n-acyclique pour L). Alors h
est localement 0-acyclique (resp. ...) si et seulement si f = hg lest.

(ii) Soit {g, : X, = Y, } un systéme projectif de morphismes de préschémas tels que
les morphismes X, — X, et Y, — Y soient affines. Soit g la limite projective des
{g,} VII 5.1. Alors si tous les g, sont localement O-acycliques (resp. ...), il en est de
méme de g.

C’est un sorite analogue a 1.9.

REMARQUES 1.14. Pour simplifier sa tache, le rédacteur a omis dans 1.10 a 1.13 de
traiter également la cas de n = —1, et il laisse au lecteur le soin de se convaincre
que les énoncés, définitions et démonstrations s’appliquent essentiellement sans chan-
gement a ce cas. Ainsi, avec les notations de 1.10, la condition (i) s’énonce en disant
que les morphismes induits locaux X — Y sont (—1)-acycliques i.e. 1.5 surjectifs, et
les conditions (ii) a (iv) s’énoncent en disant que le morphisme de changement de base
g (i (F)) - j’*(g”*(F)) est un monomorphisme. Sous ces conditions, on dira donc
que g est localement (—1)-acyclique. Cette condition est donc stable par extension lo-
calement quasi-finie de la base. Comme exemple, signalons qu'un morphisme plat est
localement (—1)-acyclique, car pour un tel morphisme la condition de surjectivité pour
les X — Yest une conséquence bien connue de la platitude de ces morphismes. D’autre
part, signalons aussi que lorsque f est localement de présentation finie, alors f est loca-
lement (—1)-acyclique si et seulement si il est universellement ouvert, du moins lorsque Y
est localement noethérien : cela résulte en effet aisément de EGA IV 14.4.9, 1.10.3. Pour
un tel morphisme, la (—1)-acyclicité locale implique par suite la (—1)-acyclicité locale
universelle. (Il est d’ailleurs trés probable ° que dans ces derniers énoncés, I’hypothése
localement noethérienne sur Y soit inutile : c’est en tous cas ainsi si ’ensemble des com-
posantes irréductibles de Y est localement fini EGA IV 14.4.10.)

THEOREME 1.15. Soient g : X — Y un morphisme quasi-compact et quasi-sépare,
L C P un ensemble de nombres premiers, n un entier naturel (resp. n = 1). On suppose
que g est (n — 1)-acyclique pour L et localement (n — 1)-acyclique pour L 1.3, 1.7, 1.11,
1.14. Soit F un faisceau sur Y, que pour n > 1 on suppose muni d’une structure de faisceau
abélien de L-torsion (resp. d’une structure de faisceau en groupes), et soit & un élément de

9. Cela a été effectivement vérifié par M. Raynaud. Cf. réédition de EGA IV 14!
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H"(X, g"(F)). Pour que & provienne d’un élément de H" (Y, F) (qui est alors uniquement
déterminé, grace a I’hypothése de (n — 1)-acyclicité sur g), il faut et il suffit que pour tout
point géométriquey de, algébrique surun pointy de Y, l'image & de & dans H" (X5, F| X5)
soit dans I'image de H"(y, F) (ce qui, pour n > 1, signifie quon a&; = 0).

Notons tout de suite qu'on conclut de 1.15 que, sous les conditions préliminaires
envisagées pour g, g est n-acyclique pour L (resp. 1-asphérique pour L) si et seulement
si pour tout y comme dessus, X5 est n-acyclique pour L (resp. est 1-asphérique pour L) :
le «si» résulte en effet directement de 1.15 et des définitions, le « seulement si» étant
de toutes fagons immédiat par 1.9.1. Ceci dit, une récurrence immédiate sur » fournit le

COROLLAIRE 1.16. Soit g un morphismes quasi-compact et quasi-séparé qui est locale-
ment (n — 1)-acyclique pour L, oti n est un entier naturel donné (resp. ou n = 1). Alors
g est n-acyclique pour L (resp. est 1-asphérique pour L) si et seulement si pour tout point
géométrique y de Y, algébrique sur un point y de Y, la fibre X5 est n-acyclique pour L
(resp. 1-asphérique pour L).

COROLLAIRE 1.17. Soient g : X — Y un morphisme de préschémas, L C P un en-
semble de nombres premiers, n un entier naturel (resp. n = 1). Pour que g soit localement
n-acyclique pour L (resp. localement 1-asphérique pour L) il faut et il suffit que pour tout
point géométrique x de X, si § : X > Yestle morphisme des localisés stricts de X et Y
(en X et le point géométrique correspondanty de Y) induit par g, chaque fibre géométrique
X5 de g, relativement a un point géométrique z de Y algébrique sur un point z de Y, soit
n-acyclique pour L (resp. 1-asphérique pour L).

La nécessité résulte en effet du critére 1.10. (i) et de 1.9.1., pour la suffisance on pro-
cede par récurrence sur n, ce qui nous permet, lorsque n > 1, de supposer que g est déja
localement (n — 1)-acyclique pour L. Il en est alors de méme des morphismes g, et 1.16
implique alors que g est n-acyclique (resp. 1-asphérique pour L), ce qui en vertu du cri-
tere 1.10 (i) implique que g est localement n-acyclique (resp. localement 1-asphérique)
pour L.

COROLLAIRE 1.18. Avec les notations de 1.17, si g est localement de type fini, alors dans
le critére énoncé, on peut se borner a prendre des points géométriques X dont la localité x
est fermée dans sa fibre.

Cela résulte en effet de la démonstration donnée et de 1.12.
Démonstration de 1.15 °. Montrons d’abord qu’on peut supposer Y strictement local. Dans
le cas abélien, n > 1, la suite spectrale de Leray pour g et g*(F), jointea R'g, (g*(F)) = 0
pour 0 <i <n—1,et F5 g g*(F), exprimant I'hypothése de (n — 1)-acyclicité de g,
implique qu’on a une suite exacte canonique

0 — H"(Y,F) — H"(X,g"(F)) — H°(Y, R"g,(g"(F)),

qui montre qu’il suffit de prouver que I'image de £ dans le troisiéme terme est nul. Ceci
se vérifie fibre par fibre, et compte tenu de VIII 5.2 on est ramené au cas ou Y est stricte-
ment local. Le cas n = 0, F étant un faisceau d’ensembles, se traite de la méme maniére,
car ’hypothese sur g implique que F — g,g*(F) est injectif, et ¢ s’identifie a une sec-
tion du deuxieme faisceau, dont il s’agit de montrer qu’elle provient d’une section du
premier : cela se vérifie encore fibre par fibre, et on applique VIII 5.3. Le méme argument

9. Le lecteur qui ne s’intéresserait qu’au cas noethérien est invité a se reporter a 1.18.
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essentiellement est valable dans le cas non commutatif, avec n = 1, en utilisant la suite
exacte XII 3.2

H\(Y,F)— HY(X,g*(F)) — H°(Y,R'g.(g*(F)),

et utilisant VIII 5.3.

Nous supposons donc Y strictement local, donc X quasi-compact et quasi-séparé. Le
morphisme g : X — Y satisfait aux conditions de XII 6.10, ce qui nous rameéne au cas
ou pour toute partie fermée Y| de Y distincte de Y, la restriction de § a X| = X Xy Y]
est dans 'image de H"(Y;, F|Y;) » H"(X,g"(F)|X,), et a vérifier dans ce cas qu'on
peut trouver un morphisme fini f : Y’ — Y, dont 'image dans Y contient un ouvert
non vide de Y, et tel que 'image inverse &’ de & sur X' = X Xy Y’ soit contenue dans
I'image de H"(Y', F') — H"(X',g'*(F")). On notera en effet que, compte tenu de VIII
5.5, VIII 5.8, la condition 2°) de loc. cit. est automatiquement satisfaite pour ce morphisme
f:Y >Y.

Pour trouver un tel f, nous pouvons supposer Y réduit, et nous considérons un point
maximal y de Y. Soit y le point géométrique correspondant a une cléture séparable de
k(y), de sorte que y est limite projective filtrante d’ouverts U; de schémas finis inteégres
Y; sur Y, dont chacun est tel que son image dans Y contient un voisinage de y. Utilisant
I’hypothése sur &, on voit qu’il existe un indice i tel que I'image inverse de & sur X Xy U,
est nulle si n > 1, resp. est dans 'image de HO(Ui, FU,-) sin=0.

Nous prendrons Y’ égal a Y;, et notons qu’on peut supposer U’ = U, égal a I'image
inverse d’un voisinage ouvert affine U de y dans Y, de sorte qu’on voit que 'image inverse
de Esur X Xy Z' (ou Z' = Y' — U’ est 'image inverse de Z = X — U dans Y') est
dans I'image de H"(Z', F /). Quitte a remplacer Y par Y, nous voyons donc que nous
sommes réduits au cas suivant : il existe un ouvert affine U de Y, de complémentaire
Z, tel que les restrictions de £ a Xy et a X , appartiennent respectivement a I'image de
H"(U, Fy) etal'imagede H"(Z, F,);deplus,sin > 1, on peut supposer ces restrictions
nulles.

Lorsque n > 1, nous allons montrer que sous ces conditions, on a ¢ = 0. Pour simpli-
fier les notations, nous écrirons Y’ au lieu de X, et nous désignons par U’, Z' les images
inverses de U, Z dans Y', par F' I'image inverse g*(F). Notonsi : U - Y,j : Z - Y,
i’ :U =Y, j' : Z' - Y’ les inclusions,

U’ oy x VA
88U 8 8z
U ! Y / Z.

et considérons la suite exacte de faisceaux
O_)FIIJ/Y/ _)F/_)Fé,Y’ _>0.

Comme I'image de £ dans H"(Y”, Fé, )= H"(Z', Fé,) est nulle, & provient d'un élé-
ment de H" (Y, Fllf’ yr)-etla restriction de ce dernier sur U’ est égale a celle de &, donc
est nulle. Comme Fi’],,Y, est isomorphe a I'image inverse de Fy y, nous sommes ainsi
ramenés au cas d’'un faisceau de la forme Fy; y, donc nous pouvons supposer F, = 0
(ce qui tient compte de I'hypotheése £|Z’ = 0). Notons que si F — G est un mono-
morphisme de faisceaux abéliens de L-torsion (resp. de faisceaux en groupes), il suffit
de prouver que I'image n de & dans H"(Y',G") est dans I'image de H"(Y,G) i.e. est
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nulle XII 6.6. Cela nous permet de remplacer F par i, (Fy), compte tenu que I’hypothése
F, = 0 implique que 'homomorphisme canonique F' — i (Fy;) est injectif. Or comme
g est localement (n — 1)-acyclique pour L, et a fortiori 0-acyclique pour L (car n > 1),
il s’ensuit que I'image inverse de i, (Fy;) sur Y’ s’identifie a i},(F,,), de sorte qu’on est
ramené a montrer que I'image n de & dans H"(Y", i,(F[;,)) est nulle. Or la restriction de
na U’ est nulle, et il suffit donc de vérifier que '’homomorphisme
() H"(Y',i,(F;,)) — H"(U', F;,)
est un monomorphisme. Dans le cas abélien, on utilise la suite spectrale de Leray pour
i’ et F('], :

EDY = HP(Y', RY(F},) = H*(U', F},),
et les relations
(3%) EY?"=0pour0<p<n-1 , g<n-1.

Pour vérifier ces dernieres, on note que ’hypothése de (n — 1)-acyclicité locale de g pour
L implique que I'on a des isomorphismes

RIi,(F[;)) =~ g*(RYi,(Fy)) pour g < n — 1,
et compte tenu du fait que g est (n—1)-acyclique pour L, donc que H?(Y, G) — H?(Y',G")

pour p < n — 1 et tout faisceau abélien de L-torsion G sur Y, on trouve () puisque
H?(Y,G) =0 pour p > 0, et on trouve de méme

(k) Eg’q ~ HO(Y, RYi (Fy)) pour g <n-—1.

La suite spectrale de Leray considérée donne alors naissance a une suite exacte, qui forme
la deuxieéme ligne du diagramme commutatif suivant :

HO(Y, R i (Fy) —— H"(Y,i, (Fy) =0
; |
HOY', RVl (F) ) — H"(Y', il (F;)) —= H"(U’, I},

ou la premiere fleche verticale est bijective en vertu de (#x*3x). On lit sur le diagramme
que () est injectif, ce qui acheve la démonstration dans ce cas. Dans le cas non abélien,
n =1, on utilise le méme diagramme avecn =1 :

HO(Y,i (F)) HY\(Y,i (F;) =0

] |

HOY',il(F/,)) — H'(Y',i,(F},,))) — H'(U', F},)),

XII 3.2, oula premiere fleche verticale est encore bijective grace aI’hypothése de O-acyclicité
locale et globale faite sur g, et on conclut encore I'injectivité de (x) dans ce cas.

Traitons enfin le cas n = 0. Remarquons que la donnée d’une section & de F' revient,
en vertu de , a la donnée d’une section &, de Fy), et d’'une section &,/ de F,,
telles que I'image de £,/ par 'homomorphisme naturel

Fy — j 7 @(F))
soit la section du deuxiéme membre induite par &;,. Par hypothese, il existe des sec-
tions 1, et ny de F, et Fy; respectivement, qui induisent £,/ et &/. Tout revient a

voir qu’elles satisfont a la condition de compatibilité analogue, exprimant que ce sont
les restrictions d’'une méme section n de F. Il faut vérifier I’égalité de deux sections
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de j*(i.(Fy)), et pour ceci, comme Z' — Z est surjectif (g étant surjectif puisque
(—1)-acyclique par hypothése), il suffit de vérifier que les deux sections correspondantes
de g, *(j* (i ,(Fy)) = j' " (g*(i,(Fy)) sont égales. Or le faisceau envisagé, grace a ’homo-
morphisme de changement de base

() g (i,(Fy) — ii(gy™ (Fy)) = iL(F{;),

s’envoie dans j' *(i;(Fl’],)), et ce dernier homomorphisme est injectif, car il en est ainsi
de (x) grace a ’hypothése que g est localement (—1)-acyclique. Il suffit donc de vérifier
que les deux sections de j' *(i;(Fl’], ), images des deux sections précédentes, sont égales.

Or on constate aussitét que ces sections ne sont autres que celles déja envisagées plus
haut, qui sont égales par hypothése. Cela achéve la démonstration.

REMARQUE 1.18. On peut donner un raffinement de 1.15, qui fournit une démonstration
nettement plus simple de 1.15 lorsque Y est supposé localement noethérien. Pour ceci, en
plus des hypothéses préliminaires sur g, F, supposons qu’il existe un nombre fini de points
géométriques f; 1y, — Y de Y tels que le morphisme

F— H [is(f*(F))

soit injectif (hypothése automatiquement vérifiée si Y est noethérien et si F est constructible
IX 2.14). Je dis que sous ces conditions, le critére 1.15 est valable en se bornant aux seuls
points géoméiriques y.. En effet, en vertu de XII 6.6 on peut supposer que F est lui-méme
de la forme f.(M5), ou M est un ensemble resp. un groupe resp. un groupe abélien de
L-torsion, et f : ¥y — Y un point géométrique. Soit ' : X' = X5 — X le morphisme
canonique. Supposant, pour fixer les idées, n > 1, ’hypothése locale faite sur g implique
qu'on a
g (My) = fI(My)) , Rfl(My)=0 pour 1<i<n-—1,
la deuxiéme relation provenant du fait que la premier membre est isomorphe a
g*(R’f*(My)), qui est nul puisque manifestement R f.(M5) = 0 pouri > 1. De ces
relations, on conclut que
H"(X,g"(F)) = H"(X, f{(Mx:)) — H"(X', My)

est injectif, en utilisant la suite spectrale de Leray pour ', ce qui prouve bien qu’un élément
& de H"(X, F) induisant un élément nul de H" (X5, F) est nul. Pour déduire de ceci une
démonstration simplifiée de 1.15 dans le cas ot Y est localement noethérien, on note qu’on
peut se borner au cas Y noethérien, et un passage a la limite facile, utilisant IX 2.7.2 et VII

5, permet de se ramener au cas ou F est de plus constructible, justiciable de I’énoncé qu’on
vient de prouver.

2. Acyclicité locale d’'un morphisme lisse
Le théoréme est le suivant :

THEOREME 2.1. Soient g : X — Y un morphisme lisse et soit L. C P I’ensemble complé-
mentaire de [’ensemble des caractéristiques résiduelles de X. Alors g est localement acyclique
et localement 1-asphérique pour L.

Notons d’abord le corollaire :

COROLLAIRE 2.2. Soit g . Ey — Y le morphisme structural de 'espace affine. Alors g
est acyclique et 1-asphérique pour I'ensemble L complémentaire de I’ensemble des caracté-
ristiques résiduelles de Y.
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En effet, par récurrence sur m et 1.9 (i) on se ramene au cas m = 1. D’aprés 2.1 on sait
que g est localement n-acyclique et localement 1-asphérique pour L, donc que la condi-
tion locale de 1.16 est satisfaite. Il suffit donc de démontrer que les fibres géométriques
de E; sont acycliques et 1-asphériques pour L, c’est-a-dire que Spec k[#] est acyclique et
1-asphérique pour L si k est un corps séparablement clos de caractéristique p & L, ce
qui résulte de IX 4.6 pour I'assertion d’acyclicité, et pour la 1-asphéricité est bien connu.
Plus généralement, soit X’ un revétement normal irréductible galoisien de X = P}, qui
soit non ramifié en dehors du point oo et dont la ramification en ce point soit modérée.
Prouvons que le degré n du revétement est égal a 1. Or on a la formule de Hurwitz :

2(g' —1)=2n(g —1)+degdy/x
ou g, g’ sontle genre de X, X', et 0y, y le diviseur différente. On a g = 0, et 'hypothese

de ramification modérée implique degdy//y < n—1,dou2(g’ — 1) < —(n+ 1) donc
n<2(l—-g')—1,etcomme g’ >0, onconclutn <1doncn=1, C.Q.FD.

Démonstration de 2.1. L’assertion est locale sur X et Y pour la topologie étale, et on peut
donc supposer SGA 1 1I 1.1 que g est le morphisme structural de ’espace affine EY, et
que Y est affine. En appliquant la transitivité de I’acyclicité locale 1.13. (i) et le fait que
EY = E’E”; ! on se réduit immédiatement au cas m = 1, c’est-a-dire, au cas X = Spec Oy[t].

Appliquons 1.18. On est ramené a démontrer que les fibres géométriques du mor-
phisme de schémas strictement locaux g : X — ¥, déduit d’'un couple de points géo-
métriques X, y, ou X est fermé dans la fibre X5, sont acycliques pour L et 1-asphériques
pour L. On peut évidemment supposer Y = Y. Soit Y’ — Y un morphisme fini, local, et
surjectif, de sorte que Y’ est strictement local, et soient ' le point de Y’ au-dessus de
¥, X' le point de X’ au-dessus de X et de 3. Puisque X’ — X est fini, le localisé strict
de X' au point X’ n’est autre que X’ = X Xy Y'. Par suite, toute fibre géométrique de
X'/Y' est déduite d’une fibre géométrique de X /Y par extension algébrique (nécessaire-
ment radicielle) du corps de base, de plus il y a au moins une fibre géométrique de X'y’
au-dessus de chaque fibre géométrique de X/Y. On peut donc VIII 1.1 remplacer Y par
Y', et par choix convenable de Y’, on se raméne ainsi au cas ou k(X) = k(3). Alors X est
un point rationnel de la fibre X5; = Spec k()[1], disons le point 7 = a°. En relevant a” en
une section a de Oy et en faisant la « translation » #; = f — a on est ramené au cas ou le
point X est le point {t = 0} de Spec k()[t]. Posons A = I'(Y, Oy), de sorte que A est un
anneau strictement local.

NotaTiON 2.3. Soit A un anneau hensélien local. On dénote par A{t} le hensélisé de
I’anneau A[t] en I'idéal premier engendré par rad A et 7.

COROLLAIRE 2.4. Soient A hensélien et A" une A-algébre finie. Alors
A {t} ~ A" @4 A{t}.

Cela résulte immédiatement de VIII 4.1. Notons que si A est strictement local, il en
est de méme de A{t}.
La démonstration du théoréme est ramenée au lemme suivant :

LEMME 2.5. Soit A un anneau hensélien de caractéristique résiduelle p. Alors chaque
fibre géométrique de Spec A{t} surSpec A est acyclique et 1-asphérique pour L = P —{p}.

Notons que puisque A{7} est le hensélisé de A[?], une fibre Spec A{t} ® 4, K, K un
corps résiduel de A, est limite projective de schémas affines et de type fini X; sur la
« droite » Spec K[t], c’est-a-dire, limite de courbes algébriques affines. Donc chaque fibre
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géométrique de Spec A{f} est limite de courbes affines (X;)x au-dessus du corps sépa-
rablement clos K, et il s’ensuit de IX 5.7 et VII 5.7 que la dimension cohomologique des
fibres géométriques est < 1. Il suffit donc de vérifier que les fibres géométriques sont
1-asphériques pour L, c’est-a-dire, quune telle fibre géométrique Z est connexe, non
vide, et que H'(Z, G) = 0 pour chaque L-groupe fini G.

Ecrivons A = li_n)qBa ou les B, sont des anneaux de type fini sur Z. Le morphisme
B, — A se factorise par le hensélisé A, de B, en I'idéal premier induit par rad A, d’ou
A= li_r)nAa. On constate aisément qu’on a aussi A{t} = li_r)nAa{t}. De plus, soient y
un point géométrique de Spec A, X5; la fibre géométrique de S = Spec A{r} sur Spec A
en Y, y, le point de Spec A, induit par y, et X, v, la fibre géométrique de Spec A, {t}
sur SpecAeny .Ona X5 = l(ElX ay, On est donc réduit pour la démonstration de
2.5 par 1.7 (ii) (appliqué aux morphismes X, v, = y,) aucas A = A,, c’est-a-dire, ou
A est le hensélisé d’une algébre de type fini sur Z en un idéal premier donné. Nous le
supposons désormais. Rappelons qu'une telle algébre est un anneau excellent EGA IV
7.8.3 (iii), 7.8.6 (i), donc que A, est également excellent (comme on voit facilement sur la
définition, cf. EGA IV 18.7.6).

Vérifions la 0-acyclicité. (Pour un résultat plus général, cf. Appendice.) Puisque A{7}/A
admet la section «t = 0 », une fibre géométrique Z est non-vide. Pour voir qu’elle est
connexe, on est réduit, en remplacant A par un quotient 2.4, au cas ou A est integre, et
ol Z est la fibre géométrique au-dessus du point générique de Spec A. Il suffit de prou-
ver que pour toute extension finie séparable K’ de corps de fractions K de A, le schéma
Zyr (Z = Spec A{t} @ 4K) est connexe. Soient A’ la normalisée de A dans K’ (qui est
une A-algébre finie EGA IV 7.8.2) et Z' la fibre générique de Spec A’ {t} sur A’. D’apres
24,0ona A'{t} ~ A" @4 A{t}, dou Zg, ~ Z'. Remplagons A par A’. 1l suffit alors de
démontrer que Z est intégre, et il suffit de démontrer que A{7} est intéegre. Mais A étant
normal, A[t] 'est, donc A{t} 'est aussi SGA 119.5. (i), d’ou le résultat.

La démonstration de 2.5, et par suite de 2.1, est ainsi réduite au lemme suivant, qui
sera démontré dans le prochain numéro :

LEMME 2.6. Soit A un anneau hensélien et excellent, et soit Z une fibre géométrique

de Spec A{t}/Spec A. Alors chaque revétement principal galoisien Z' de Z, de groupe G
d’ordre premier a la caractéristique résiduelle p de A, est trivial.

3. Démonstration du lemme principal

En remplacant A par une algebre finie A’ (cf. 2.4), on réduit ’assertion 2.6 au cas ou
A est intégre et ou Z est la fibre géométrique générique de Spec A{z} sur Spec A. Soient
K le corps des fractions de A et Z = Spec A{t} ® 4 K. Si Z'/Z est un revétement prin-
cipal galoisien, on peut le descendre a un Zg, ot K’ est une extension finie séparable
convenable de K. En remplacant 2.4 A par son normalisé dans K’, qui est une A-algebre
finie EGA IV 7.8.3 (vi), on est ramené a démontrer le lemme sous la forme suivante :

LEMME 3.1. Avec les notations de 2.6, supposons A normal, et soit Z'/Z un revétement
étale principal galoisien, de groupe G d’ordre premier a la caractéristique résiduelle p de A.
Alors Z' est induit par une extension galoisienne K' de K, i.e. (SGA 11X 6.2) le revétement
Z' de Z déduit de Z' est trivial.

Démonstration. Soit B’ le normalisé de A{t} dans I’anneau des fonctions rationnelles de
Z', et considérons les idéaux premiers P de hauteur 1 de A{t} tels que I’algébre B’ sur
A{t} soit ramifiée en P. Puisque Z'/Z est étale, P n’est pas sur le point générique de
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Spec A,ie.p=PNA#0.Donc A{t}/pA{t} = (A/p){t} est intégre et de dimension au
plus égale a dim A. Puisque A{7} est excellent EGAIV 7.8.6 (i) et 18.7.6 donc caténaire,
on a dimSpec A{t}/P = (dmA + 1) — 1 =dim A > dim A{t}/pA{t}, dou P = pA{t}
puisque P D pA{t}.

Soient donc py, ..., p,, les idéaux premiers de hauteur 1 de A tels que B’/A{t} soit
ramifié en les idéaux p; A{t}, soit s le p.g.c.d. des ordres des groupes d’inertie SGA IV 2
G; C G pour B’ en les idéaux premiers au-dessus des p; A{t}, qui est un entier divisant
l'ordre de G, donc premier a p. Soit f € A une fonction qui s’annule avec ordre 1 en
chaque p; (un tel f existe, comme il résulte par exemple de Bourbaki, Alg. Comm., Chap.
IL, § 3, cor. a prop. 17). En remplacant 2.4 A par son normalisé A; dans I’extension finie
K| = K[x]/(x* — f) de K et B’ par le normalisé de A; ® 4 B’, on se réduit par le lemme
d’Abhyankar SGA 1X 3.6 au cas ou B’ n’est ramifiée en aucun idéal premier de hauteur 1
de A{t}.

Alors I'algebre B’/A{t} est aussi étale au-dessus de la fibre de Spec A{t} en tout
point de Spec A de codimension 1. En effet, soit p un idéal premier de hauteur 1 de
A. Puisque A est normal, Ap est un anneau de valuation discréte, donc régulier, donc
A{t} ® 4 A, est aussi régulier — en effet, c’est une limite de schémas étales au-dessus de
A, [t]. Par hypothese, I'algeébre B'/A{t} est étale en chaque point de codimension < 1 de
Spec A{1}® 4 A, donc elle est étale partout par le théoreme de pureté de Zariski-Nagata
SGA 1 X 3.1; pour une démonstration, voir p. ex. SGA 2, X 3.4).

En remplacant 2.4 A par une A-algebre finie convenable, on se raméne au cas ou de
plus Palgébre B'/tB" sur A{t}/tA{t} ~ A est complétement décomposée au-dessus du
point générique de Spec A. Donc il suffit de démontrer que sous ces conditions, I’algébre
B’ sur A{t} est «triviale », et puisque A{7} est hensélien, il suffit de démontrer que
B’ sur A{t} est étale; en effet, il résulte du fait que I’algebre B’/tB’ splitte au-dessus
du point générique de Spec A qu’elle splitte sur Spec(A) (SGA 11 10.1, donc que les
extensions résiduelles de B’ sur I'idéal maximal de A{7} sont triviales, et on applique
(EGA1V 18.5.14). On est donc ramené au lemme suivant :

LEMME 3.2. Soit B un anneau local excellent et normal, et soit 0 # t € rad B tel que
B/t B soit normal. Soit B' une B-algébre finie intégre normale, contenant B, telle que :

(i) L’algébre B'/tB’ sur B/tB est complétement décomposée en les points maximaux
de Spec(B/tB).
(ii) L’algébre B’ sur B est étale en les points de codimension 1 de Spec(B/tB).

Alors B’ est étale sur B.

Démonstration. En vertu de (ii), 'assertion est triviale pour dim B < 2, c’est-a-dire pour
dim B/tB < 1. Supposons que B’/B ne soit pas étale, soit x un point maximal de 'en-
semble des points de Spec B/t B au-dessus duquel B’/B n’est par étale, et soit C ’anneau
local de Spec B en x. Alors C est encore un anneau excellent et normal (EGA IV 7.8.2),
ona0 # t € radC, et (i) et (ii) sont vrais pour la C-algébre C' = C ® pB’. On peut
donc supposer B = C, c’est-a-dire, que B’ est étale sur B au-dessus de chaque point de
Spec B/t B, sauf peut-étre a l'origine. Puisque B/t B est normal (en fait unibranche suf-
firait), la condition (i) implique que I’algébre B'/tB’ est complétement décomposée en
dehors de 'origine. De plus, on peut supposer dim B > 3. On est donc ramené au lemme
suivant :

LEMME 3.3. Soit B un anneau local excellent et normal, 0 # t € rad B, dim B > 3. Soit
B’ une B-algébre finie normale intégre, contenant B, telle que ’algébre B'/t B’ de B/t B soit
complétement décomposée en dehors de l'origine. Alors B’ est étale sur B.
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Démonstration. Soient X = Spec B, X; = X — {x}, ou x( est le point fermé, et soit
i : U — X louvert des x € X en lesquels I’algébre B’/B est étale. Alors (X — U) N
V(t) = {x(} est de dimension 0. Puisque V() est défini par une équation, il s’ensuit que
dim(X —U) < 1 (EGA Opy 16.2.5), donc (X étant caténaire) x € X —U = dimOy , >
dimB—-12>2,ie. codim(X - U, X) > 2.

Soit X' = Spec(B’), U’ 'image inverse de U dans X', alors, X étant universellement
caténaire, la relation codim(X — U, X) > 2 implique la relation codim(X' - U’, X') > 2
(EGA1V 5.6.10), donc, X’ étant normal, on a

B =T(X',0x) = I[U',O0u).

Soit alors B’ = B’ le faisceau de O y-algébres qui définit X’ sur X, € sa restriction a U,
alors la formule précédente équivaut a la formule

B =i, (C),

et 3.3 se raméne par suite a I’énoncé suivant (ou il n’est plus question de B’) : Soient
B, t comme dans 3.3, X = Spec(B), Y = Spec(B/tB), U un voisinage ouvert de Y| =
Y — {xy} dans X; = X — {xg}, U’ un revétement étale de U dont la restriction a Y;
soit complétement décomposée, € le faisceau de Oy, -algebres définissant U’, alors (i :
U — X désignant 'immersion canonique) i, (C) est une Algébre cohérente étale sur X
(ou, ce qui revient au méme, grace a la relation prof Oy , > 2 pour x € X — U signalée
plus haut et a EGA IV 5.10.5, U’ se prolonge en un revétement étale X' de X).

Soit X = Spec B, ot Bestle complété de B. Alors B est normal (EGAIV 7.8.3 (v)) et

BIB est fidélement plat. Soit

0— - X
S f
U i

le diagramme cartésien déduit de X - X Puisque f est fidelement plat, le foncteur i,
commute au changement de base f EGAIV 2.3.1, et on est ramené EGA IV 17.7.1 a prou-
ver que I, (C) est une algebre étale sur X.On peut donc remplacer B par B, C’est-a-dire,
on peut supposer B complet. Dans ce cas, nous allons prouver que U’ est un revétement
complétement décomposé de U (ce qui impliquera évidemment qu’il se prolonge en un
revétement étale de X, et acheévera la démonstration). Or cette assertion est maintenant
conséquence immédiate de la « théorie de Lefschetz locale » SGA 2X 2.1 (i) et 2.5, comme
on constate immédiatement, compte tenu encore une fois de la relation prof Oy , > 2
pour dim{x} = 1.

REMARQUE 3.4. On peut prouver 3.2 et 3.3 sous des conditions plus générales, en
suivant essentiellement la méme démonstration : au lieu de supposer B excellent et nor-
mal, il suffit de supposer que le complété B est normal (condition qui est stable par
localisation, grace aux résultats de EGA IV 7), ou seulement que le complété de B pour
la topologie (7 B)-adique soit normal, et quotient d’'un anneau régulier.

4. Appendice : Un critere de 0-acyclicité locale
Les résultats du présent numéro ne seront plus utilisés dans la suite du séminaire.

THEOREME 4.1. Soit g : X — Y un morphisme de schémas. On suppose g plat et a
fibres séparables, et X et Y localement noethériens resp. g localement de présentation finie.
Alors g est universellement localement 0-acyclique.
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On peut évidemment supposer X et Y affines, ce qui permet, dans le cas respé, de
se ramener au cas ou Y donc X est noethérien, par la méthode standard de EGA IV 8§,
utilisant ici EGA IV 9.7.7. On peut donc se borner a prouver le premier énoncé. L’hypo-
these étant stable par changement de base de type fini, on est réduit, compte tenu du
passage a la limite 1.13 (ii), a prouver que g est localement 0-acyclique, et pour ceci on
est ramené par 1.17 a prouver que si on suppose de plus g strictement local, alors les
fibres géométriques de g sont connexes. Or c’est ce que dit EGAIV 18.9.8.

COROLLAIRE 4.2. Soitg : X — Y un morphisme de schémas, avecY discret. Alors g est
universellement localement 0-acyclique.

On peut supposer que Y est le spectre d’'un corps parfait k VIII 1.1. D’autre part, on
peut supposer X affine, donc limite projective de schémas affines de type fini sur k, et
compte tenu de 1.13 (ii) on est ramené au cas ou X est de type fini sur k. Enfin, on peut
évidemment supposer X réduit, donc séparable sur k puisque k est parfait. La conclusion
résulte alors de 4.1.

COROLLAIRE 4.3. Supposons que g soit surjectif, et satisfasse aux conditions de 4.1 ou
de 4.2; dans le cas non respé de 4.1 on suppose de plus que g est, soit quasi-compact et
quasi-séparé, soit universellement ouvert. Alors g est un morphisme de descente effective
universelle pour la catégorie fibrée des faisceaux étales sur des préschémas variables.

Dans les cas envisagés, g est universellement submersif et il résulte de VIII 9.1 que g
est un morphisme de descente universelle pour la catégorie fibrée envisagée. Cela nous
permet, pour la question d’effectivité, de nous borner au cas Y affine. On voit de plus,
dans chacun des cas envisagés, que X se recouvre par un nombre fini d’ouverts affines X;
dont les images recouvrent Y. Remplacant X par la somme disjointe des X;, on peut alors
supposer X affine, a fortiori quasi-compact et quasi-séparé sur Y. On conclut alors grace
au raisonnement de VIII 9.4.1, en utilisant le fait XVI 1.1 que pour un morphisme quasi-
compact et quasi-séparé g, la formation de g, (F) (F un faisceau étale sur X) commute a
tout changement de base Y’ — Y qui est localement 0-acyclique.

REMARQUES 4.4. a) On obtient ainsi la démonstration (qui avait été laissée en
suspens) de VIII 9.4 d), comme cas particulier de 4.3. Une démonstration diffé-
rente plus facile, n’utilisant pas le résultat assez délicat de EGAIV 18.9.8, s’ob-
tiendrait en notant que grace a VIII 9.1 on peut se borner au cas du morphisme
Spec(K) — Spec(k) induit par une extension de corps K/k, or Spec(K) est uni-
versellement localement 0-acyclique sur Spec(k), car il est méme universelle-
ment acyclique pour L = P — {p}, p = car k, comme on verra dans XVI 1.5.

b) On ignore si tout morphisme quasi-compact et quasi-séparé, surjectif et loca-
lement (—1)-acyclique (ou universellement localement (—1)-acyclique) est un
morphisme de descente effective pour la catégorie fibrée des faisceaux étales
sur des préschémas variables. Cet énoncé semble assez plausible, et améliore-
rait 4.3 et VII 9.4 ¢), d). On le rapprochera de I’énoncé d’effectivité dans MURRE,
Sém. Bourbaki n® 293, p. 17.

c) Il est plausible que sous les conditions de 4.2, g est méme localement acyclique
pour L etlocalement 1-asphérique pour L, ou L est’ensemble des nombres pre-
miers distincts des caractéristiques résiduelles de Y. On peut dans cette question
supposer évidemment Y spectre d'un corps algébriquement clos k, et on peut
montrer (SGA 1964/65) que la réponse est affirmative lorsqu’on dispose de la
résolution des singularités pour les schémas de type fini sur k. Donc la réponse
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est affirmative lorsque Y est de caractéristique nulle, comme on voit en utilisant
les résultats de HIRONAKA °

9. Cf. SGA 1 XIIL






EXPOSE XVI

Théoréme de changement de base par un morphisme lisse, et
applications

M. Artin

1. Le théoréme de changement de base par un morphisme lisse

THEOREME 1.1. SoientL C P, n €N, et

X X'
() lf lf’
y—=2 vy

un diagramme cartésien, avec f quasi-compact et quasi—séparélo, et g universellement loca-

lement 0-acyclique (resp. universellement localement 1-asphérique pourL, resp. universellement

localement n-acyclique pour L) (XV 1.11). Alors pour chaque faisceau F d’ensembles (re-
sp. de ind-L-groupes, resp. abélien de L-torsion) sur X, le morphisme de changement de
base (XII 4.1.2)
@7 1 g*(RIf)F — (R1f)g""F
est bijectif pour q = 0 (resp. ¢ < 1, resp. g < n).
En particulier, en appliquant XV 2.1, on trouve le

CoOROLLAIRE 1.2. (Théoréme de changement de base par un morphisme lisse). Supposons
que le morphisme g de (x) soit lisse, que f soit quasi-compact et quasi-séparé, et que L C P
soit 'ensemble complémentaire a I’ensemble des caractéristiques résiduelles de Y. Alors pour
chaque faisceau F d’ensembles (resp. de ind-L-groupes, resp. abélien de L-torsion) sur X, le
morphisme de changement de base @4 ci-dessus est bijectif pour g = 0 (resp. pourq =0, 1,
resp. pour chaque q).

Démonstration de 1.1. Traitons d’abord le cas ou f : X — Yest quasi-projectif : ce n’est
qu’une conjonction du théoréme de changement de base pour un morphisme propre XII
5.1 et de la définition XV 1.9. En effet, on a un diagramme commutatif

X d X

Y

ol f est projectif, donc propre, et o1 i est une immersion ouverte. Or on sait XII 5.1
que le théoréme de changement de base est vrai pour f quel que soit g : Y’ — Y.
Puisque g Xy Y : Y’ Xy Y — Y est encore universellement O-acyclique (resp. ...), on se
ramene immédiatement par (XII 4.4 (ii)) a démontrer le théoréme pour le morphisme i,

10. N.D.E. : =cohérent XXX
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c’est-a-dire, on est ramené au cas ou f est une immersion ouverte. Alors le théoréeme est
conséquence de la définition XV 1.10 (ii).

Traitons maintenant le cas général. L’assertion est locale sur Y, et on peut donc sup-
poser Y affine.

LEMME 1.3. On peut de plus supposer X affine.

Démonstration. Procédant comme dans XII 6.1, on est réduit, pour prouver 1.1 pour un f
donné, a le prouver dans la situation déduite de la situation donnée par des changements
debase Y — Y, Y’ — Y’ pour un morphisme local § : ¥’ — Y de localisés stricts de
Y’, Yinduit par g, et a prouver que les homomorphismes

() HY(X,F) — HYX',F') (ou F' =g'*(F))

sont bijectifs pour g < n, ou X = X %yY, X =Xx' Xy Y. Cela nous raméne donc au cas
ouY,Y’, g sont strictement locaux, et a prouver dans ce cas la bijectivité des applications
précédentes, admettant que 1.1 est prouvé pour f affine. Or soit (X;) un recouvrement
fini de X par des ouverts affines X;, et soit Z le schéma somme des X;, qui est donc af-
fine et muni d’'un morphisme surjectif 4 : Z — X, d’olt un morphisme A’ : Z' — X'.
Notons que A est séparé, et qu’il est affine lorsque f est séparé. Ceci dit, appliquant le
lemme de descente XII 6.8, on voit que pour prouver la bijectivité des applications (x)
pour ¢ < n et pour tout F, il suffit de prouver la bijectivité des applications corres-
pondantes HY(Z, h*(F)) — HY(Z',h’*(F")), a condition que les homomorphismes de
changement de base, pour Z — X et le changement de base X’ — X, soient des iso-
morphismes en dimension < n. Or si f est séparé, donc h est affine, il en est ainsi par
hypotheése, ce qui prouve 1.1 lorsque f est supposé séparé. Dans le cas général, on peut
alors appliquer le résultat précédent a & qui est toujours séparé, et on conclut encore que
1.1 est vrai pour f, ce qui prouve 1.3.

REMARQUE. On pourrait aussi invoquer la suite spectrale de Leray pour le recouvre-
ment ouvert (X;) de X, et ses variantes non commutatives, mais cette méthode, qui n’est
pas essentiellement différente du recours a XII 6.8, a le désavantage de nous obliger a
distinguer a nouveau les trois cas habituels, travail qui a déja été fait dans loc. cit.

Pour achever la démonstration du théoreme dans le cas général, il suffit de ramener
la démonstration au cas ou f : X — Yest affine et de type fini, donc quasi-projectif.
D’apres 1.3, on peut supposer X affine. Soit alors X = l(iLnXa, ou f, : X, = Ysont des
schémas affines et de type fini sur Y. On termine avec la technique de passage a la limite
habituelle (VII 5).

COMPLEMENTS 1.4. a) Nous laissons au lecteur le soin de constater que la méme
démonstration donne encore une conclusion lorsqu’on suppose que g est univer-
sellement localement (—1)-acyclique (XV 1.14) : dans ce cas, '’homomorphisme
de changement de base

@0 1 g (f(F) — fl(g""(F))

est injectif pour tout faisceau d’ensembles F sur X. D’autre part, supposons a
nouveau n > 0, on peut compléter 1.1 par I’énoncé d’injectivité suivant, conte-
nu également dans la démonstration qui précede : si g est universellement lo-
calement O-acyclique, alors pour tout faisceau en groupes F sur X, ’homomor-
phisme de changement de base ¢' de 1.1 est un monomorphisme ; si g est uni-
versellement localement n-acyclique pour L, alors I’homomorphisme ¢"*! de
1.1 est un monomorphisme pour tout faisceau abélien de L-torsion Fsur X.
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211 b) Il est sans doute possible de donner également une conclusion d’injectivité ana-
logue a partir de '’hypothése de 1-asphéricité locale pour L de g, en introdui-
sant les invariants de 2-cohomologie non commutative de la thése de GIrRAUD,
comparer XII 5.11 1°; la méme question se pose également pour (1.6) et (2.3)
ci-dessous.

COROLLAIRE 1.5. Soit K/k une extension de corps, et soitL = P—{p}, oup = car k. Alors
Spec(K) — Spec(k) est universellement localement acyclique pour L et universellement
localement 1-asphérique pour L; si k et K sont séparablement clos, alors le morphisme
précédent est également universellement acyclique pour L et universellement 1-asphérique
pour L.

Notons tout de suite la conséquence suivante de (1.5) :

COROLLAIRE 1.6. Soient K/k une extension de corps séparablement clos, X un schéma,
F un faisceau d’ensembles (resp. de ind-L-groupes, resp. de groupes abéliens de L-torsion)
sur X, ou L =P — {p}, p = car k. Alors 'application

HYX,F) — HY Xy, Fy)
est bijective pour g = 0 (resp. pour q < 1, resp. pour tout q).

Cela résulte en effet aussitot du fait que Spec(K) — Spec(k) est universellement acy-
clique pour L et universellement 1-asphérique pour L, et des définitions. Notons qu'on
peut interpréter aussi ’homomorphisme précédent sur les H? comme s’identifiant, par
VIII 2.4, a ’homomorphisme de changement de base

g (RIf(F)) — RIf' (g'"(F)),

ou f : X — Spec(k), f' : Xg — Spec(K), g : Spec(K) — Spec(k)etg’ : Xx — X 212
sont les morphismes évidents. Donc lorsque X est quasi-compact et quasi-séparé, la bi-
jectivité de ces homomorphismes peut aussi étre considérée, grace a 1.1, comme consé-
quence du fait que Spec(K) — Spec(k) est universellement localement acyclique pour

L et universellement localement 1-asphérique pour L. Ce dernier fait implique donc

déja 1.6 pour X quasi-compact et quasi-séparé, ce qui suffit manifestement a entrai-

ner que Spec(K) — Spec(k) est universellement acyclique pour L et universellement
1-asphérique pour L (XV 1.7, XV 1.6 (i)).

Ceci montre donc que pour prouver 1.5, il suffit de prouver la premiére assertion de
1.5. Quitte a passer a la cloture parfaite de k, ce qui est licite par VIII 1.1, on peut alors
supposer k parfait. Toute extension K de k est limite inductive de ses sous-algebres A
de type fini sur k, et k étant parfait, quitte a localiser un tel A, on peut le supposer
lisse, de sorte que K apparait comme limite inductive filtrante de sous-algebres lisses.
Ces derniéres étant universellement localement acycliques pour L et universellement
localement 1-asphériques pour L en vertu de XV 2.1, on conclut grace a XV 1.13 (ii),

C.QFD.

REMARQUE 1.7. On comparera le théoreme d’invariance 1.5 a XII 5.4, ou on n’a pas eu
a supposer le faisceau de torsion envisagé premier aux caractéristiques résiduelles, mais
ot1 en revanche on doit supposer X propre sur k. Déja dans le cas de H' (X, Z/pZ), ou X 213
est une courbe algébrique affine (par exemple la droite affine) sur un corps algébrique-
ment clos k de car. p > 0, 'analogue des énoncés précédents devient faux, a cause des
phénomenes de « ramification immodérée'! » a I'infini, impliquant que dans un tel cas

10. C’est ce qui est effectivement établi dans le livre de J. Giraud.
11. N.D.E. : =sauvage XXX
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la classification des revétements étales principaux de groupe Z/pZ est essentiellement
« continue ».

2. Théoréme de spécialisation des groupes de cohomologie

THEOREME 2.1. Soient L C P, n € N, et soit f : X — Y un morphisme de présen-
tation finie propre ' et localement 0-acyclique (resp. localement 1-asphérique pour L, re-
sp. localement n-acyclique pour L). Soit F un faisceau d’ensembles (resp. de ind-L-groupes,
resp. abélien de L-torsion) constructible et localement constant sur X. Alors les R4 f, F sont
constructibles et localement constants pour g = 0 (resp. pour g = 0, 1, resp. pour g < n)
et pour tout point géométriquey de Y, on a

(qu*F)y = Hq(Xy, Fy),
pour ces mémes valeurs de q.

REMARQUE. Notons que la derniére assertion n’est que le théoréme de changement
de base pour un morphisme propre XII 5.2.

Compte tenu de XV 2.1, on a immédiatement le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.2. (Théoréme de spécialisation pour les groupes de cohomologie). Soit
f X = Yun morphisme propre et lisse, et L. C P I’ensemble complémentaire a I’ensemble
des caractéristiques résiduelles de Y. Soit F un faisceau d’ensembles (resp. de ind-L-groupes,
resp. abélien de L-torsion) constructible sur X. Alors les R4 f,(F) sont constructibles et lo-
calement constants pour g = 0 (resp. pour q = 0, 1, resp. pour tout q), et pour tout point
géométriquey de Y, on a
qu*(F)y = Hq(Xy, Fy)

pour ces mémes valeurs de q.

REMARQUE. Prenant n = 1, et traduisant en termes de groupes fondamentaux, on
retrouve (SGA 1 X 3.8) comparant les groupes fondamentaux des fibres d’un morphisme
propre et lisse.

Démonstration de 2.1. Puisqu’on sait déja que les R?f, (F) sont constructibles XIV 1.1, il
suffit grace a IX 2.11 de prouver que pour tout morphisme de spécialisation y, — y, de
points géométriques de Y, le morphisme de spécialisation correspondant (VIII 7.7)

() RIf,(F), — Rif,(F);

est bijectif pour les valeurs de g envisagées. Or on a a ce sujet le résultat un peu plus
général suivant (ou il est inutile de supposer f de présentation finie et F constructible) :

CoROLLAIRE 2.3. SoientL C P,n € N, f : X — Y un morphisme propre et localement
0-acyclique (resp. localement 1-asphérique pour L, resp. localement 1-acyclique pour L), F
un faisceau d’ensembles (resp. de ind-L-groupes, resp. abélien de L-torsion) sur X, qui est
localement constant. Alors pour tout morphisme de spécialisation’y, — 7, de points géomé-
triques de Y, ’homomorphisme de spécialisation correspondant () ci-dessus est bijectif pour
q = 0 (resp. pour q = 0, 1, resp. pour q¢ < n). De plus, dans le cas n = 0 i.e. g localement
0-acyclique, pour tout faisceau de groupes localement constant F sur X, I’homomorphisme
le*(F)?o - le*(F)y] est injectif; si n est quelconque, pour tout faisceau abélien de
L-torsion F localement constant sur X, ’homomorphisme de spécialisation (x) est injectif
pourq=n+1.

11. Pour une hypothése moins restrictive que celle de propreté permettant d’obtenir les mémes
conclusions, cf. SGA 511 3 et SGA 1 XIIL
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Il existe un schéma strictement local intégre Y’, et un morphisme g : Y’ — Yappli-
quant le point fermé y; en y,, le point générique en y] : il suffit par exemple de prendre
d’abord le localisé strict de Y relativement a y, puis son sous-schéma fermé integre dé-
fini par un point au-dessus de y;. De plus, quitte a remplacer Y’ par son normalisé dans
une cloture algébrique de son corps des fonctions, on peut supposer Y normal et k(y])
algébriquement clos, de sorte que y, et ¥ sont des points géométriques de Y. Utilisant
le théoréme de changement de base (XII 5.1) pour (f, F, g), on est ramené, pour prouver
2.3, a le faire en remplagant Y, T/O, ?1 par Y’, y(’), yi, ce qui nous ramene a prouver 2.3
dans le cas ou Y est normal et strictement local, et ou ¥, et ¥, sont respectivement son
point fermé y,, et son point générique y;. D’ailleurs, utilisant XII 4, on voit que ’homo-
morphisme de spécialisation () s’identifie alors a ’homomorphisme

Hq(X’ F) — Hq(Xlugik(F))’
ou Xl = Xyl
assertion provient alors du lemme suivant (ou on ne suppose plus f propre) :

etoug : y; = Yetg; : X; = X sont les morphismes canoniques. Notre

LEMME 2.4. Avec les notations préliminaires de 2.3, abandonnons I’hypothése de pro-
preté sur f, supposons en revanche Y normal intégre, de point générique y, tel que k(y;)
soit séparablement clos, et soient X; = X, , g, © X; — X le morphisme canonique. Alors
I’homomorphisme

(k) HYX,F)— HIYX,,g](F))

est bijectif pour g = 0 (resp. bijectif pour g = 0, 1, resp. bijectif pour q = n, injectif pour
q = n+ 1). De plus, dans le casn = 0 i.e. g localement acyclique, pour tout faisceau en
groupes F sur X, ’homomorphisme (xx) est injectif pour g = 1.

Un argument immédiat (XV 1.6 (i) = (ii)) montre qu’il suffit de prouver la relation
F> gl*gl*(F),
et pour n > 1, les relations supplémentaires
Rig, g*(F)=0 pour 1<g<n.

Ces relations étant locales sur X pour la topologie étale, et F étant localement constant
pour la topologie étale, on peut supposer F constant, donc de la forme Gy, ou G est un
ensemble (resp. un ind-L-groupe, resp. un groupe abélien de L-torsion). Notons d’autre
part que 'hypothese que Y est normal implique g,(G,,) < Gy (IX 2.14.1), et I'hypo-
thése que k(y;) est séparablement clos implique que les R?g, (G, ) sont nuls pour g > 1.
D’autre part, I'hypothése que g est localement 0-acyclique (resp. ...) implique que la for-
mation des R7g,(G,) commute au changement de base f* : X — Y pour g < n, compte
tenu du fait que 'on peut supposer Y affine, et qu’alors y; apparait comme limite pro-
jective de ses voisinages ouverts affines, qui sont quasi-compacts dans Y, de sorte qu’on
peut appliquer la définition XV 1.11 et la théorie du passage a la limite VII 5. On en
conclut qu’on a bien

Gx — &.(Gx) . Rig (Gy)=0 pour 1<gq<n,
ce qui acheve la démonstration de 2.4 et par suite de 2.1.

REMARQUE. La démonstration qui précede, via 2.4, plus simple que notre démonstra-
tion initiale, est due a M. Lubkin.

COROLLAIRE 2.5. Sous les conditions de 2.1, supposons Y connexe, et soit ¢ < n. Alors
les H‘I(Xy, F), pour les points géométriques y de Y, sont tous isomorphes entre eux.
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3. Le théoreme de pureté cohomologique relatif

DEFINITION 3.1. Soit S un schéma. On appelle S-couple lisse (Y, X) une S-immersion
ferméei Y — X de S-préschémas lisses, c’est-a-dire, un diagramme commutatif de
préschémas

Y X

S

tel que f et h soient lisses et que i soit une immersion fermée. On notera U = X — Y,
Jj U — X Uimmersion ouverte, et g : U — S le morphisme structural. On appelle
codimension de (Y, X) en un point y € Y la codimension en y de la fibre Y, dans X, ou

s = h(y).

La codimension est donc une fonction localement constante sur Y. Nous indiquerons
par la phrase « (Y, X) est de codimension ¢ » que cette fonction est méme constante, de
valeur c.

Soient (Y, X) un S-couple lisse et y € Y. Rappelons (SGA II 4.10) qu’il existe des
entiers m et n, un voisinage X' de y dans X, et un morphisme étale

¢ . X' — E5 = SpecUglty, ..., 1,]

»tn
tels que Y’ =Y N X' soit 'image inverse du sous-schéma fermé E'§ défini par les équa-
tions
tppr = =1, = 0.
On peut exprimer ce résultat en disant que localement pour la topologie étale, chaque

S-couple lisse (Y, X) est isomorphe au couple standard (E'§, E'S) pour m et n convenables,
ou

's = Spec Oglty, ..., 1,].

Dans le présent numéro, on se propose de calculer les faisceaux de cohomologie
locale H’{,(X, F) = (RIHF (V 6 et VIII 6.6) pour un S-couple lisse (Y, X), a valeurs
dans un faisceau abélien de torsion localement constant F premier aux caractéristiques
résiduelles. Nous commencons par des considérations préliminaires :

U - X
S
un diagramme commutatif, ou f est lisse, et j est une immersion ouverte telle que la fibre

U, soit dense dans X pour chaque s € S. Soit F un faisceau d’ensembles sur S. Alors le
morphisme canonique

ProrosiTION 3.2. Soit

est bijectif.

Démonstration. On se réduit facilement au cas ou U est rétrocompact dans X. Soit 5 un
point géométrique de .S, X un point géométrique de X au-dessus de S, f : X — Sle
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morphlsme des localisés stricts de S, X en des points géométriques correspondants, et
U=Ux 0% U. On a, avec les notations évidentes,

(f*F)y = HYX, f*F) ~ H'(S, F).
Par suite il suffit de démontrer que g : U — Sest 0-acyclique, ce qui impliquera
(ug"F)s ~ H'(U,§*F) ~ H(S, F).
Puisque g est limite de morphismes lisses, il est localement 0- acyclique (XV2.1,XV1.11),
et par XV 1.12 il suffit de démontrer que les fibres géométriques de U/S sont 0- acychques
c’est-a-dire connexes et non-vides. Soit 5’ un point géométrique de S. Alors la fibre X,

est réguliere, connexe et non vide, et il résulte de ’hypothése que U§/ est un ouvert dense
de X/, donc connexe et non-vide, d’otu le résultat.

CoOROLLAIRE 3.2.1. Sous les conditions de 3.2, le foncteur X' — X'|U de la catégorie
des revétements étales de X dans la catégorie des revétements étales de U est pleinement
fidéle. En particulier, pour tout groupe fini G, I’application de restriction

H'(X,G)— H'(U,G)
est injective.

Cela résulte de 3.2, via un argument standard que nous allons, pour la commodité
des références, expliciter en un

LEMME 3.2.2. Soit f : X — Y un morphisme de schémas, et soit f* : Et(Y) — Et(X)
le foncteur image inverse Y' — Y' Xy X de la catégorie Et(Y) des revétements étales de Y
dans Et(X). Conditions équivalentes :

(i) f* est fideéle (resp. pleinement fidéle).

(ii) Pour tout revétement étale Y' de Y, désignant par f' : X' — Y' le morphisme
déduit de f par changement de baseY' — Y, Uapplication U — 7N de len-
semble des parties a la fois ouvertes et fermées des Y' dans I'ensemble des parties
a la fois ouvertes et fermées de X' est injective (resp. bijective).

(ii bis) Avec les notations de (ii), pour tout faisceau d’ensembles constant C surY', 'ap-
plication canonique

HOY',C) — HY(X', f*C)

est injective (resp. bijective).
(iii) Avec les notations de (ii), I’application canonique

ry'l’y) — rx’'/x
est injective (resp. bijective).
La démonstration est laissée au lecteur (cf. SGA 2, IX 3.1 et 3.2).

REMARQUES 3.2.3. On peut considérablement généraliser 3.2, tant en termes de fais-
ceaux d’ensembles, en affaiblissant les hypothéses sur f, qu’en termes de faisceaux de
groupes avec des conclusions sur les Rig, (f*F) (cf. SGA 2 XIV 1 et SGA 1 XIII). Re-
marque analogue pour 3.4 a 3.6.

« Rappelons » aussi le théoréme de pureté de Zariski-Nagata sous sa forme relative :
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THEOREME 3.3. (Théoréme de pureté relatif). Soit

U J

S

un diagramme commutatif ou f est lisse, et ot j est une immersion ouverte telle que pour
tout s € S, X, —U, soit partout de codimension > 2 dans X . Alors le foncteur X' — X'|U
de la catégorie des revétements étales de X dans la catégorie des revétements étales de U est
une équivalence de catégories.

Démonstration. Que le foncteur soit pleinement fidéle a été vu (3.2.1). Le fait qu’il soit
essentiellement surjectif va se déduire du théoréme classique. On se donne un revéte-
ment étale U’ de U, il faut montrer qu’il se prolonge en un revétement étale X' de X.
Réduction immédiate facile au cas ou U est rétrocompact dans X, puis au cas ou .S est
affine et de type fini sur SpecZ, X un schéma connexe, et f de type fini.

On proceéde par récurrence sur n = dim S, 'assertion étant conséquence du théoreme
classique (SGA 2 X 3.4) dans le cas n = 0. Ayant 'unicité, on peut appliquer la technique
de descente de SGA 1 IX 4.7 au normalisé .S < .S pour se réduire au cas .S (et donc X)
normal (S — S étant fini (EGA IV 7.8.3 (iii) (vi)). De plus, quitte a agrandir U, on peut
supposer U maximal parmi les ouverts au-dessus desquels U’ peut se prolonger, et il
faut prouver alors U = X. Sinon, soient x un point maximal de X — U, et s = f(x).
Tout revient a prouver qu’on peut prolonger U’ au-dessus d’un voisinage de x. Nous
pouvons supposer que dimOg ; = n > 1 et que le théoréme est déja démontré pour la
dimension < n. Posons B = Uy , et soit B le normalisé de B dans ’'anneau des fonctions
rationnelles sur le revétement U’ de U ; donc B’ est une B-algébre finie (loc. cit.). Il suffit
évidemment de démontrer que B’ est une B-algébre étale.

Soient A = O, 0 # t € max A, Ay = A/tA, By = B/tB. Par hypothése de ré-
currence, la restriction du revétement a Uy = U ® 4 A, s’étend a un revétement étale
de Spec B, appelons-le Spec Bj. Quitte a remplacer X par un revétement étale conve-
nable d’un voisinage de x (ce qui est loisible) on peut supposer Spec B; complétement
décomposé sur Spec B,. On est ainsi ramené au cas ou la By-algebre B est complete-
ment décomposée en dehors du point fermé de Spec B,. Alors les hypothéses de XV 3.3
sont satisfaites, d’ou le résultat.

COROLLAIRE 3.4. Mémes hypothéses que dans 3.3. Alors on a (R'j,)g*F = 0 pour
chaque faisceau F de groupes ind-finis sur S.

Réduction comme d’habitude au cas .S noethérien, f de type fini, et F constructible.
Soit 0 - F — G une injection de faisceaux de groupes ind-finis sur S, et C = G/F.
Il résulte de 3.2 que le foncteur j, g* est exact, donc que j . g"G — j, g*C est surjectif,
donc (XII 3.1) que (R'j,)g*F — (R'j,)g*G est injectif. On peut donc remplacer F par
G, et on se rameéne ainsi par IX 2.14 et VIII 5.5 au cas ou F = G est constant, a valeur un
groupe fini ordinaire G. Soit X un point géométrique de X, X le localisé strict de X en
X, et U=X Xy U. Alors il résulte de 3.3 que 'on a

(R%j,g"F)g = HI(U,Gy) ~ HY(X,Gy),

et ce dernier est nul, d’ou le résultat.
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LEMME 3.5. (Lemme d’Abhyankar relatif). Soit (Y, X) un S-couple lisse de codimension
1, tel que Y soit défini par une équation t = 0 dans X. Soient U = X — Y et V/U un
revétement principal galoisien d’ordre n premier aux caractéristiques résiduelles de Y. Posons
X' =SpecOx[z]/(z" =), U =UxXx X", V' =V Xy X'. Alors le revétement V' s’étend
uniquement a un revétement étale de X'.

Démonstration. Réduction immeédiate au cas .S, X, Y affines et de type fini sur SpecZ.
L’unicité est un cas particulier de 3.2.1. Nous allons déduire 'existence de XV 1.12:
soient 5 un point geométrique de S et X un point géométrique de Y au-dessus de 5. Soient
f:X-> Sle morphisme des localisés stricts correspondants induit par f, U=Ux X X,
etc...Par descente, compte tenu de I'unicité, il suffit évidemment de démontrer que &
s’étend en un revétement étale de X', c’est-a-dire (puisque X' n’admet pas de revéte-
ment non-trivial) que V' est un revétement trivial de U’

Soit U = hm U = Spec O [t” "1, ol m parcourt 'ensemble des entiers m premiers

ala caractensthue résiduelle de X. Alors U/U est un « revétement galoisien infini » de
groupe abélien G = l(inm Z/mZ, et on voit immédiatement qu’il suffit de démontrer que
U est 1-asphérique pour 'ensemble L C P complémentaire 4 la caractéristique résiduelle
de X.

Considérons le morphisme f : U — S. 1l est limite de morphismes lisses, donc
localement 1-asphérique pour L (XV 2.1, XV 1.11 (ii)). D’aprés XV 1.12, il suffit de dé-
montrer que les fibres géométriques de U/S sont 1-asphérique pour L. Soit s un point
géométrique de S. La fibre géométrique Us est limite des fibres (ﬁm)f Par suite il suf-
fit de démontrer que chaque revétement principal galoisien d’un (l~f )5, d’ordre premier
aux caracterlst1ques résiduelles, induit un revétement trivial de Us. En remplacant X
par Xm = Spec (DX[II/'”] (qui est encore lisse au-dessus de S), on se réduit aucas m = 1,
c’est-a-dire, U, = U. Soit V un tel revétement de (75. Or )?5 = Z est un schéma stricte-
ment local régulier, et W = ﬁg est 'ouvert complémentaire a un sous-ensemble régulier
de codimension 1. On peut donc appliquer le lemme d’Abhyankar sous sa forme usuelle
(SGA 1 X 3.6) pour conclure que V induit un revétement V,, sur W,, qui s’étend en un
revétement étale de Z,,, pour m convenable. Mais Z donc Z,, étant strictement local, il
s’ensuit que ce revétement est trivial, donc V), est un revétement trivial de W,,, C.Q.F.D.

REMARQUE 3.5.1. Lorsqu’on ne suppose pas l'ordre n de G premier aux caractéris-
tiques résiduelles de X, on peut encore prouver ceci : soit m le plus grand entier pre-
mier aux caractéristiques résiduelles de Y qui divise 'ordre de G, et supposons que pour
chaque point s € S, le revétement V; de U, = X — Y, ait, en les points maximaux de
Y, des groupes d’inertie d’ordres premiers aux caractéristiques résiduelles de Y. Alors
la conclusion de 3.5 reste valable en prenant X’ = Spec O y[z]/(z™ — t). On peut aus-
si prendre pour m, plus généralement, un multiple commun quelconque des ordres des
groupes d’inertie qu’on vient d’envisager, supposés premiers aux caractéristiques rési-
duelles correspondantes.

COROLLAIRE 3.6. (Pureté cohomologique en dimension 1). Soit (Y, X') un S-couple lisse
de codimension 1, et soit F un faisceau de groupes constructible et localement constant sur
X, d’ordres premiers aux caractéristiques résiduelles de X. Alors avec les notations de 3.1,
(R'j,)j*F est localement isomorphe comme faisceau d’ensembles pointés a i, (Fy/ int(Fy)),
ou Fy = F|Y et ou Fylint(Fy) désigne le quotient de Fy par les opérations de Fy sur lui-
méme par automorphismes intérieurs.
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REMARQUE. L’isomorphisme du corollaire 3.6 n’est pas canonique.

Démonstration. On se raméne immédiatement au cas X noethérien et connexe. Puisque
l’assertion est locale sur X pour la topologie étale, nous pouvons supposer que F est
un faisceau constant, a valeur un groupe fini ordinaire G d’ordre m premier aux ca-
ractéristiques résiduelles de X, et de plus que p,,x =~ (Z/mZ)y. Soit U = X — Yet
U’ = SpecOy[t"™], qui est un revétement principal galoisien « essentiel » de U de
groupe Z/mZ puisque W,y =~ (Z/mZ)y. Les revétements principaux de groupe G de U
qui sont trivialisés sur U’ sont classifiés localement sur Y par H = Hom(Z/mZ, G) mod
int(G), qui est un ensemble pointé isomorphe a 'ensemble sous-jacent de G/ int(G). On
obtient ainsi un morphisme du faisceau constant Hy sur Y dans (R!j, )Gy, et il suffit de
démontrer qu’il est bijectif, ce qui résulte immédiatement de 3.5.

THEOREME 3.7. (Pureté cohomologique). Soit (Y, X) un S-couple lisse de codimension
¢ > 0. Soit F un faisceau abélien sur X localement isomorphe (pour la topologie étale) a un
faisceau de la forme f*(G), ou G est un faisceau de torsion sur S, premier aux caractéris-
tiques résiduelles (par exemple F un faisceau localement constant de groupes finis d’ordres
premiers aux caractéristiques résiduelles de X ). Alors, avec les notations de 3.1, on a

HY(X,F)=(R%)F =0 si q#2c,

ie.) F5 jj*F et
ie.
(R1j)j*F =0 si qg#0, 2c-—1,

et
H (X, F) = i*[(R*71j,)j* F]
est un faisceau localement isomorphe a i*(F).

Démonstration. L ’assertion est locale sur X pour la topologie étale ; on peut donc ! sup-
poser F constant, donc si on veut F =~ f*(Z/nZ)¢ pour le faisceau constant (Z/nZ)g sur
S.

Traitions d’abord le cas ¢ = 1. (L’assertion pour (R!},);* F, dans le cas Flocalement
constant tout au moins, résulterait immédiatement de 3.6, mais nous allons le déduire
de nouveau.) Rappelons que (Y, X) est localement isomorphe au couple (E"S_1 L E), et si
I’on remplace S par E’fg_l, on se rameéne au cas ou X = Eg = SpecUg[t] et ou Yest la
section # = 0 de X/S. La situation est localement isomorphe a I'inclusion de la section a
I'infini dans 'espace projectif Pg. On peut donc prendre X = PL, Yla section a I'infini,
etU=EL,=X-Y.

Examinons la suite spectrale de Leray

(R? f)(RYj,)(ZIn) => (RPTg,)(ZIn).

Or l'aboutissement est nul pour p + ¢ > 0, d’apres XV 2.2. De plus, les R?j, sont
concentrés sur Y si ¢ > 0, qui s’envoie isomorphiquement sur .S par f, et d’autre part
J.(F|U) &< Fen vertu de 3.2. 1l s’ensuit que (R?f,)(R%j,) = 0sipetqg > 0, et que
f.(RYj,) détermine le faisceau (R%j,) siqg > 0, enfin RPf,j, (F|U) = R’ f (F). La suite
spectrale se réduit donc a des isomorphismes

f. (R )FIU) S (RITVF)F) si g>0.

Mais (R9f,)(F) se calcule fibre par fibre (XII 5.2), donc est nul si g # 0, 2, et est un
faisceau localement isomorphe a G si ¢ = 2, comme il résulte aisément de XII 5.2 et IX

11. Du moins si F était supposé localement constant. Le lecteur se convaincra que la démonstration
qui suit s’applique aussi, essentiellement au cas général.
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4.7. Donc (R%j,)(F|U) = 0si g # 1, et est un faisceau localement isomorphe a i*(F) si
qg=1.

Le cas ¢ > 1 se traite maintenant facilement par récurrence : soit (Y, X) un S-couple
lisse de codimension ¢ > 1. Il est clair que, localement sur X, on peut trouver un sous-
schéma Z de X de codimension 1 qui contient Y et qui est lisse au-dessus de .S, de sorte
qu’on ait un diagramme commutatif

Y - z
N A
X ,
ou couple est un S-couple lisse (on devrait appeler (Y, Z, X) un S-triple lisse), ou la

codimension de (Z, X) est 1, et celle de (Y, Z) est ¢ — 1.
Or on a la suite spectrale de foncteurs composés

(RPu')(RIV)F => (RPF9iY)F.

Par hypothése de récurrence, (R70')F = 0siq # 2 et est localement isomorphe & v*(F) si
g = 2, d’ol1 encore par hypothése de récurrence, appliquée a (R90')F, que (RPu')(RI0v")F
estnulsi(p, q) # (2c —2,2) et est localement isomorphe a u™w*(F) si (p, q) = 2¢—2,2),
d’otl immédiatement le résultat pour (RPN F, C.Q.FD.

COROLLAIRE 3.8. Soient (Y, X) un S-couple lisse de codimension c, n un entier naturel
premier aux caractéristiques résiduelles de X, et posons

Ty,x = H¥(Z/InZ),

qui est un faisceau surY localement isomorphe (pour la topologie étale) au faisceau (Z/nZ)y
en vertu de (3.7). Soit F un faisceau abélien sur X, annulé par n, satisfaisant a la condition
énoncée dans 3.7. Alors on a (pour mémoire) HF) = 0 pour i # 2c, et de plus on a un
isomorphisme canonique :

HY(F) ~ i*(F) ® Ty/x-
Démonstration. On définit aisément un homomorphisme canonique
@ 1 i"(F)® Ty,x — H¥(F)
i.e. un homomorphisme
i*(F) — Hom(H34(Z/nZ), HE(F)),

en utilisant ’homomorphisme canonique F — Hom(Z/nZ, F). Il reste a prouver que ¢
est un isomorphisme, ce qu'on vérifie aisément en suivant la démonstration donnée de
3.7.

CoROLLAIRE 3.8.1. Sous les conditions de 3.8, la formation des H’}(F) commute d tout
changement de base S’ — S.

C’est clair.

CoOROLLAIRE 3.9. (Théoréeme de pureté cohomologique absolue). Soient X un schéma
régulier, Y un sous-préschéma fermé régulier de codimension c en chaque point. Supposons
de plus que X soit localement de type fini sur un corps parfait k. Alors, si n est premier aux
caractéristiques résiduelles de X, on a

H}(Z/nZ) =0sii# 2c,
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et HZ(ZInZ) est un faisceau sur Y localement isomorphe (pour la topologie étale) au fais-
ceau constant Z/nZ.).

C’est un cas particulier de 3.7, compte tenu que I’hypothése implique que X et Y sont
lisses sur k.

REMARQUES 3.10. a) On peut dans 3.8 expliciter la structure du faisceau Ty, y,

on trouve qu’il est canoniquement isomorphe au faisceau (p,, %—c, ou p, dé-
signe le faisceau des racines n.émes de I'unité (localement isomorphe au faisceau
constant Z/nZ). L’isomorphisme en question est étudié sous le nom de classe
fondamentale locale de Y dans X, dans la situation un peu plus générale des
intersections completes relatives, dans Exp. XVIII consacré a la dualité.

b) 1l est trés plausible que les conclusions de 3.9 et de 3.10 a) restent valables sans

postuler I'existence d’'un corps de base k, tout au moins lorsque X est un pré-
schéma « excellent »'2. C’est ce qui sera établi en tous cas dans Exp. XIX lorsque
X est de caractéristique nulle, en utilisant la résolution des singularités de Hi-
ronaka. Comme nous verrons dans SGA 5 on a besoin du « théoréme de pureté
absolu » (ainsi que de la résolution des singularités) notamment pour pouvoir
établir la « formule de dualité locale », (qui elle-méme est un des ingrédients
majeurs de la formule de LEFSCHETZ-VERDIER).

4. Théoréme de comparaison de la cohomologie pour les préschémas

algébriques sur C.

Soit X un schéma algébrique sur Spec C. Nous allons comparer les sites étale et clas-
sique sur X, et nous reprenons les notations de XI 4. Le théoréme de comparaison, qui
est la forme générale de XI 4.4, est le suivant :

THEOREME 4.1. Soit f : X — .S un morphisme de type fini de schémas localement de
type fini sur Spec C, de sorte qu’on a un diagramme commutatif de morphismes de sites

€

Xet Xcl
fet fCl
I3
Set Scl

Soit F un faisceau d’ensembles (resp. de groupes ind-finis, resp. abélien de torsion) et sup-
posons qu’on soit dans I'un des cas suivants :

(i) f propre,

(ii) F constructible.

Alors les morphismes de changement de base XII 4.2 '?
Q. 6*(quet>k)F - (qucl*)e*F

sont bijectifs pour q = 0 (resp. pour g = 0, 1, resp. pour q > 0).

12. N.D.E. : Travaux de Gabber XXX

12. En fait, nous utilisons ’homomorphisme de changement de base sous des conditions plus géné-
rales que celles envisagées dans Exp. XII, ot nous nous étions limités a un carré cartésien de morphismes de
préschémas. Le lecteur se convaincra aisément que la définition s’étend verbatim a un carré essentiellement

commutatif de morphismes de sites. Pour plus de développements a ce sujet, voir exposé suivant.
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Remarquons que la théoréeme de Grauert-Remmert (XI 4.3 (iii)) que nous avions uti-
lisé dans la démonstration de XI 4.4, est un cas particulier de 4.1.
Pour la démonstration, nous traitons d’abord le cas f propre. Dans ce cas, le résultat 234
sera conséquence de GAGA et du théoréme de changement de base pour un morphisme
propre, par un raisonnement élémentaire qui aurait pu figurer dans Exp. XIV. Pour traiter
le cas général, nous utiliserons de plus la résolution des singularités [1] et 3.7.
On peut évidemment supposer Y, donc aussi X, de type fini sur C.
Cas f propre. Nous rappelons les faits élémentaires suivants :

(a) L’espace topologique X, est localement compact.
(b) Si f : X — S estpropre, alors f; @ X4 — S est une application propre
d’espaces topologiques.

En effet, (a) est trivial puisque localement X est un fermé dans un C". Pour (b) on
se raméne par le lemme de Chow au cas ou f est projectif, ce cas étant trivial.

Soit F un faisceau d’ensembles (resp. ...) sur X,,. Pour les deux morphismes f,, et
S, la formation des R? commute a la formation des fibres (XII 5.2 et [2] 4.11.1). 11 suffit
donc de vérifier le théoréme fibre par fibre, en les points fermés de S.,.

Dans le lemme suivant, nous ne supposons pas que g soit propre :

LEMME 4.2. Soit 235

X X

S

un diagramme commutatif avec h propre, et soit U un ouvert de X tel que h induise un
isomorphisme de Uouvert U = U Xy X de X sur U. Soientj : U - Xetj: U — X
les inclusions, F un faisceau d’ensembles (resp. ...) sur U, et F le faisceau induit sur U. Si le
théoréme 4.1 est vrai pour (g, j, F) il Uest également pour (g, j, F).

Démonstration. Le théoréme est vrai pour (A, j, F) parce qu’on est ramené a le vérifier
fibre par fibre, et on a alors les deux cas suivants : ou bien la restriction du faisceau a
la fibre est nulle, ou bien le morphisme A est un isomorphisme. Dans ces deux cas, le
résultat est trivial. On trouve que

€*jiF = €*hy ,(j, F) = hy ., F)
et
(R%hey,)j\F = (R1fo.,)."(j,F) =0sig >0

pour les valeurs de g envisagées, donc que

(R7ge )i\ F = (RIg, )j, F
et

(Rigy. )i F =~ (R, )j,F,
d’ou 4.2. 236

LEMME 4.3. Pour vérifier 4.1 pour toutes les données (f, F) avec f propre, il suffit de la

faire dans le cas ou on suppose que de plus f est de dimension relative < 1 et S = Spec C
est un point.
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Démonstration. Récurrence sur la dimension relative. Supposons le résultat connu en
dimension relative < n, et que n > 1. Comme nous ’avons remarqué, nous pouvons faire
la vérification fibre par fibre, c’est-a-dire, nous pouvons supposer que .S = Spec C est un
point, et donc X de dimension < n. De plus, nous pouvons supposer X réduit. Soient ¢
une fonction rationnelle sur X qui n’est constante sur aucune composante irréductible
de X, U un ouvert dense de X sur lequel ¢ est défini, et X C X x P! ladhérence du
graphe du morphisme ¢ : U — E!. On a un diagramme commutatif

Y = SpecC

ou les dimensions relatives de a et b sont < n. Par ’hypotheése de récurrence, le théoréme
est vrai pour (a,.) et (b,.), d’ou on conclut qu’il 'est également pour (g, .). En effet, c’est
trivial pour ¢ = 0; si F est abélien de torsion sur X, cela résulte du morphisme de suites
spectrales de Leray

£ (Rp het* )(Rqaet* )F =" (R[H_qg

| |

(prcl*(Rqacl*))6*F= (Rp+q§cl*)E*F;

F

et

si enfin F est un faisceau de groupes ind-finis sur X, notons que puisque e*(nget ,) est
un foncteur effagable, il suffit de démontrer (compte tenu du résultat pour g = 0), que
(ngd*)e* est également effacable (cf. XII 8.2), ce qui résulte de la suite exacte

0 — (R'by,)a, e F — (R'gd*)e*F —s b, (R'a,,)e*F,

et du fait que (R, )e* et (R'a,,)e* sont effacables grace a ’hypothése de récurrence.
Soit maintenant F un faisceau d’ensembles sur X. Ona F < h, h,*F = G. Par la
suite exacte

(4.3.1) F > G=3GlU;G,

et x

on se ramene (pour ¢ = 0) a démontrer 4.1 pour G, donc pour un faisceau de la forme
het*F Mais pour un tel faisceau, le résultat sera conséquence du théoréeme pour (g, .) et
pour (h,.), et h est de dimension relative < n, comme on voit immédiatement.

Soit F un faisceau abélien de torsion sur X. On a la suite exacte

() 0— jj*F — F —i,Ji'F — 0.

Puisque U est dense dans X, on a dimY < n, donc 4.1 est vrai pour (g|Y,i*F), donc
pour (g, i,i* F). Il suffit donc, grace au lemme des cing, de vérifier 4.1 pour (f, j,j*F),
ce qui résulte du théoreme pour g (4.2).

Soit Fun faisceau de groupes ind-finis sur X. Il suffit de démontrer que le foncteur
(R'g,,)e* est effacable pour le faisceau F, ce qui résulte de (*) et de I'effagabilité pour
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J1j* Fetpour i, i*F, ie. du théoreme pour (g, j,j*F) (4.2) et pour (g, i,i* F) (hypothése
de récurrence), C.QFD.

LEMME 4.4. Pour démontrer (4.1) dans le cas ou f est propre, il suffit de démontrer ceci :
soit X une courbe compléte réguliére sur Spec C, et F un faisceau constant et constructible
d’ensembles (resp. ...) sur X. Alors les morphismes

HY(X.,F)— HYX,,F)
sont bijectifs pour les valeurs de q envisagées.

Démonstration. Puisqu’il suffit de vérifier le théoréme fibre par fibre, on est ramené par
4.3 au cas X propre et de dimension < 1. Le cas de dimension O est d’ailleurs trivial, et
il résulte de cela que le théoreme est vrai pour un morphisme fini. Puisque f est propre,
la cohomologie de X, et de X commute aux limites inductives (VII 3.3 et [2], 4.12.1) et
on est donc ramené au cas F constructible (IX 2.9 (iii)).

On applique IX 2.14. Pour un faisceau d’ensembles, la suite exacte (4.3.1) et IX 2.14
montrent qu’on peut prendre F = 7,C,oux : X' — X est fini, X' est normal, donc
régulier, et C est un faisceau constant sur X’. Pour un faisceau abélien de torsion, on
prend une résolution de F par des produits finis de faisceaux de la forme 7,C et on
applique la suite spectrale d’une résolution, et on se réduit encore au cas F = z,C. Pour
un faisceau de groupes ind-finis, on rappelle qu’il suffit de démontrer I'effacabilité de
(R'g.,)e* pour le faisceau F, donc pour un faisceau G dans lequel on peut plonger F,
donc on est encore réduit au cas F = 7,C. Or il est évident par (VIII 5.5 et VIII 5.8) qu’on
peut maintenant remplacer X par X', d’ou le lemme.

Pour traiter ce dernier cas, il suffit évidemment (tenant compte de la dimension coho-
mologique (IX 5.7) et [2] 4.14.1)) de démontrer que pour une courbe compléte et réguliére
ona

(¢ = 0): X connexe et non-vide & X connexe et non-vide.
(¢ = 1): Le morphisme de changement de base induit une équivalence de la catégorie des
revétements étales de X et de la catégorie des revétements étales analytiques
finis de X .
(¢ = 2): On a un isomorphisme € : H*(X,, 1, = H* (X, 1)
Or les deux premieres assertions résultent immédiatement de GAGA. Pour la der-
niére, notons qu'on a H2(X,;,G,,) = 0 (IX 4.5) et de méme, notant O* le faisceau des

fonctions holomorphes inversibles de X, H*(X, O*) = 0 (cela résulte de la suite exacte

exp
0—Z— 00— 09" —0

et du fait que H>(X,0) = H*(X,.,Ox) = 0 par GAGA). Par suite la suite exacte de
Kummer IX 3.2 (resp. la suite exacte sur X

0-p, > 050" -0)
donne
H'(X,,G,)/In = H* (X, n,)
(resp. H'(X 4, 0%)in = H*(X . 1,)).
D’aprés GAGA, le morphisme canonique
H'(X,,G,) = Pic X — Pic X, = H'(X4,0%)

est bijectif, d’ou le résultat, ce qui prouve 4.1 dans le cas ou f est propre.
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Cas F constructible. Le démonstration se fait par récurrence sur dim X. Supposons le
résultat connu si la dimension est < n, et prouvons-le quand la dimension de X est < n.

LEMME 4.5. On peut supposer f : X — S une immersion ouverte dense et F constant.

Démonstration. Comme dans la démonstration de 1.3, on peut en effet supposer X et .S
affines, donc f quasi-projectif. Alors on applique le raisonnement de 4.4 pour se ramener
aucas F = n,C, 7 : X' - X fini, et C constant, d’ou en remplagant X par X', au cas
F constant. On peut remplacer X par X,.4. Soit

X h X

S

un diagramme commutatif tel que X soit réduit, que f soit projectif, et que & soit une
immersion ouverte dense. Il suffit de vérifier le théoréme pour les deux morphismes A,
f (cf. dém. de 4.3), donc pour h puisque f est propre, donc pour une immersion ouverte
dense.

LEMME 4.6. On peut de plus supposer S régulier.

Démonstration. Soit S” — S une « résolution des singularités de .S », i.e. , un morphisme
surjectif, propre et birationnel, tel que S’ soit régulier, et soit

x I ¢
h' h
X ! S

le diagramme cartésien déduit de h.

Soit F un faisceau d’ensembles constant sur X. Ona F < G = h,h'*F et on en
déduit qu’il suffit (pour ¢ = 0) de vérifier 4.1 pour G (cf. (4.3.1)), c’est-a-dire, pour un
faisceau de la forme A’ F', ou F’ est constant sur X'. Or on a un diagramme commutatif
(ou on supprime le symbole « et »)

a

e f.(h.F")=¢e*h, flF' ho.€* f . F'
d b
faxe*(h,F") - fanho, & F' = hg, [y, F',

et a, ¢ sont bijectifs d’apres le résultat pour un morphisme propre. Pour démontrer que
d est bijectif, il suffit de démontrer que b l'est, donc que
e* f>|: F’ = c*F'

cl *

donc on est ramené au cas S = S’, donc S régulier.
(Remarque : nous avons utilisé sans le mentionner explicitement le théoréeme de finitude
pour un morphisme propre XIV 1.1).

Soit F un faisceau abélien constant de torsion sur X. Il suffit de traiter le cas F =
(Z/n)y. Or le morphisme A’ induit un isomorphisme au-dessus d’un ouvert dense j :
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U — X de X;soient j/ : U'" — X' l'ouvert h’_l(U) S UetY =X-U.Ona
dimY < n parce que U est dense, donc le théoréme est vrai pour (f, (Z/n)y). Par la suite
exacte

0 — ji(Z/n)y — (ZIn)y — (Z/n)y — 0
et le lemme des cing, on se raméne a démontrer le théoreme pour le faisceau j,(Z/n)y;
et le morphisme f, donc par 4.2 a démontrer le théoreme pour (hf’, j) (Z/n)y /). Or on a
une suite exacte

0 — j|(ZIn)yr — (ZIn)xr — (ZIn)yr — 0,

et le théoréme est vrai pour (hf', (Z/n)y) par 'hypothése de récurrence. 1l suffit donc 243
de démontrer le théoréme pour (hf’,(Z/n)y,). Mais par le cas propre, le théoréme est
vrai pour (A, .), et il s’ensuit, par la suite spectrale de Leray pour le couple de morphismes
h, ', qu’il suffit de la démontrer pour (f',Z/n), d’ou le lemme dans ce cas.

Supposons enfin que F soit un faisceau de groupes finis constant. Rappelons qu’il
suffit de démontrer que le foncteur (R f,;,)e*(+) est effacable pour F, donc pour un G
dans lequel on peut plonger F, donc pour G = h/,h'* F, c’est-a-dire pour un faisceau de
la forme Al F’ ou F’' est constant sur X'. On a

e*(h.F') S h!, (¢*F')

cls
et
0 — (R fa)hy " () — (R fahy )" () = (RUhaf) )" (),
donc il suffit de démontrer I'effacabilité de ce dernier foncteur pour un faisceau constant.
Mais on a la suite exacte
0 — (R'h ) [}, () — (R'hq i) () — ha (R £5,)€°C),

cl % clV el * cl *

et le premier membre est effacable, disons effacé par la résolution de Godement (XII 3.3),
parce que h est propre. Il suffit donc de démontrer que le membre de droite est effacé par
la résolution de Godement, donc que (R' )€ () Test, donc que le théoréme est vrai
pour (f’, F") ou F' est constant, d’ou le lemme.
Fin de la démonstration. Nous supposons maintenant que F est un faisceau constant et 244
que f : X — S est une immersion ouverte dense, avec .S régulier. Le cas ensembliste
résulte maintenant immédiatement de 3.2 et du lemme trivial analogue pour la topologie
classique. En effet, on en déduit que €* f, F et f.€*F sont constants de méme valeur,
donc isomorphes par @.

Pour g > 0, on va d’abord se réduire au cas ou de plus X = § — Y avec Y régulier,
i.e. au cas ou (Y, §) est un Spec C-couple lisse. En effet, écrivons X = .5 — Cy, ou C| est
muni de la structure induite réduite, et définissons récursivement

Y, =l'ouvert dense des points réguliers de C,,

C,,1 = C, —Y,, avec structure induite réduite.
OnadimC, ; < dimC, parce que Y, est dense dans C,, d’ou une suite

X=X1 CX2=S—C2CX3=S—C3C"CX,.=S,
ou les inclusions i, : X, = X . sont des immersions ouvertes et ou I'on a
X, =X, -Y,Y, fermé dans X, et régulier.

Or l'image directe i , F'd’un faisceau constant sur X est constante (3.2), etles R%i * Fsont
constructibles et concentrés sur les variétés de Y de dimension < n—1 (3.4, 3.6, 3.7) pour
les valeurs de g envisagées. Donc par I’hypothese de récurrence et la suite spectrale de
Leray (resp. la suite exacte XII 3.2), on se réduit au cas de i, d’ou la réduction annoncée. 245
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Mais pour un couple lisse (Y,.S) on a calculé explicitement la valeur des (R?f,)F
pour la topologie étale (3.4, 3.6, 3.7), et un calcul analogue et facile, que nous laissons
au lecteur, donne les résultats analogues pour la topologie classique. On en déduit le
théoréme pour f par une comparaison directe.

5. Le théoreme de finitude pour les préschémas algébriques en caractéristique
Zéro

THEOREME 5.1. Soient k un corps de caractéristique zéro, et f : X — S un morphisme
de type fini de schémas localement de type fini sur k. Soit F un faisceau constructible d’en-
sembles (resp. de groupes finis, resp. abélien de torsion) sur X. Alors les RIf, F sont égale-
ment constructibles pour g = 0 (resp. pour g = 0, 1, resp. pour tout q).

On met ’hypothése que k soit de caractéristique O parce qu’on va se servir du théo-
réme de résolution des singularités [1]. La démonstration vaut également pour la carac-
téristique p > O si 'on admet la résolution des singularités, pourvu que F soit d’ordres
premiers a p. On peut donc déduire un résultat en caractéristique # 0 pour dim X < 2,
en appliquant les résultats d’Abhyankar [3]. Un autre ingrédient de la démonstration,
en plus du sempiternel th. de changement de base pour un morphisme propre, est le
« théoréme de pureté cohomologique absolu » 3.9%,

Rappelons que le théoreme est déja démontré pour un morphisme propre et pour
S arbitraire (XIV 1.1). D’ailleurs on obtiendra dans Exposé XIX (encore en car. 0) le
théoréeme de finitude sous les hypothéses beaucoup plus faibles que .S soit un schéma
excellent et que f soit de type fini, en prouvant pour de tels schémas le théoréeme de
pureté absolu sous la forme signalée dans 3.10.

Dans le cas de caractéristique # 0 et d'un schéma de dimension > 3, on n’a pour
I'instant que la conséquence facile suivante de XI 3.3 :

THEOREME 5.2. Soit X un schéma algébrique lisse sur Spec k, k un corps séparablement
clos, et soit F un faisceau de groupes abéliens finis (resp. de groupes finis) qui est localement
constant, et d’ordres premiers a la caractéristique de k. Alors H1(X, F) est un groupe fini
(resp. un ensemble pointé fini) pour tout q (resp. pour q =0, 1).

Démonstration de 5.2. On peut supposer k algébriquement clos (VIII 1.1). Récurrence sur
n = dim X : D’aprés XI 3.3 et il existe un hyper-recouvrement de X par des ouverts
qui sont des «bons voisinages ». On se réduit immédiatement, par la suite spectrale
d’un hyper-recouvrement, au cas ou X est un bon voisinage, donc admet une fibration
élémentaire (XI 3.1)

X X

S

D’apres (3.2, 3.6, 3.7), le faisceau j, F est localement constant sur X, (le*)F est locale-
ment constant sur Y = X — X, et (R%j,)F = 0si g > 0. Par suite il résulte de 2.1 que
(RP7*)(R" J.)F est un faisceau localement constant sur S pour les valeurs de g envisa-
gées, et le résultat résulte de ’hypotheése de récurrence et de la suite spectrale de Leray
(resp. de la suite exacte XII 3.2).

13. N.D.E. : Travaux de Deligne et Gabber XXX
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La démonstration de 5.1 est tres voisine de celle de 4.1 pour le cas F constructible.
Nous nous bornerons a indiquer les grandes lignes : récurrence sur dim X = n. On se
réduit d’abord au cas X et .S affines, donc f quasi-projectif, en appliquant la méthode
de la démonstration de 1.3. Ensuite on applique IX 2.14 et (VIII 5.5 et VIII 5.8) pour se
ramener au cas F constant. On a un diagramme commutatif

b " X
S )
oll & est une immersion ouverte dense et ou f est propre, donc le théoréme est vrai pour
S (XIV 1.1). 1l suffit ainsi de démontrer le théoréme pour (A, F), c’est-a-dire pour une

immersion ouverte dense et un faisceau constant. Soit 4 : .S’ — .S une résolution des
singularités de .S et

X—" X
A
S5

le diagramme cartésien déduit de h. On se raméne a démontrer le théoréme pour f’,
donc au cas ou de plus S = S est régulier. Par la méthode de récurrence employée dans
la fin de la démonstration de 4.1, on se réduit au cas ou Y = .S — X est non-singulier,
i.e. ou (Y, .S) est un couple lisse, et on termine en appliquant (3.2, 3.4, 3.6, 3.7).

REMARQUE 5.3. La démonstration de 5.1 qu'on vient d’esquisser est également va-
lable lorsqu’on se donne un anneau noethérien A a gauche, annulé par un entier n > 0
(qu’il faut supposer premier a la caractéristique si celle-ci n’est pas supposée nulle,
cf. remarques suivant 5.1), et qu’on considére des faisceaux de A-modules a gauche
constructibles.
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EXPOSE XVII

Cohomologie a supports propres

P. Deligne

Introduction

Dans cet exposé est développé le formalisme de la cohomologie a support propre.
Les questions de variance ont été traitées avec assez de soin, alors qu’elles n’étaient que
rendues plausibles dans le séminaire oral. Ceci explique la longueur de I'exposé, dont
les paragraphes 1 a 4 sont consacrés aux catégories et a la topologie générale. Il est tres
vivement recommandé au lecteur de ne lire que les paragraphes 5 et 6, ou se trouve
concentrée la substance géométrique de 'exposé (§5 : construction et variance de la
cohomologie a support propre, théoremes de changement de base, de finitude, de tor-
dimension finie et de comparaison ; § 6 : théorie du morphisme trace pour un morphisme
quasi-fini et plat).

Dans les paragraphes 1 et 2, on « rappelle » quelques résultats sur les catégories déri-
vées. Le § 1 n° 1 est consacré au formalisme des signes. Dans le § 3, on traite du probléme
de recoller deux formalismes de variance. Dans le § 4, on introduit les résolutions plates
et on étudie les propriétés spéciales des résolutions flasques de GODEMENT.

Dans cet exposé, les foncteurs RYf, images directes supérieures a supports propres,
et le foncteur Rf, qui leur donne naissance, ne sont définis que pour f un morphisme
compactifiable (3.2.1). Dans I'appendice, rédigé par B. SAINT-DONAT, on montre com-
ment étendre la définition aux morphismes séparés de type fini de but quasi-compact
quasi-séparé.'*

Le §5 n° 5 (cohomologie d’un produit symétrique) ne servira plus dans ce séminaire.
Il sera utilisé dans SGA 5 pour raffiner le théoréme de rationalité des fonctions L."

Le § 6 n° 3 (théorie de la trace pour coefficients continus) ne sera utilisé dans 'exposé
XVIII que dans le cas relativement facile des groupes lisses ; le lecteur intéressé par le
théoreme de dualité de Poincaré (dualité globale), et prét a admettre un argument trans-
cendant, pourra méme se dispenser complétement de lire ce §6 n° 3, ainsi que la plus
grande partie du § 1 de XVIIIL.

0. Préliminaires terminologiques

0.1. Le signe = placé entre deux groupes de symboles désignant des objets d’une
catégorie signifiera parfois (par abus de notations) que ces objets sont canoniquement
isomorphes. La catégorie et I'isomorphisme canonique devront en principe avoir été

13. Le présent exposé et le suivant, rédigés en 1968 et 1969, reprennent et complétent les exposés
oraux de A. GROTHENDIECK (de printemps 1964). Le rédacteur, qui n’assistait pas au séminaire oral, s’est
partiellement inspiré des notes de A. GROTHENDIECK.

14. N.D.E. : le théoréme de compactification de Nagata assure que tout morphisme séparé de type
fini de but quasi-compact quasi-séparé est compactifiable. Voir B. Conrad, « Deligne’s notes on Nagata
compactifications », J. Ramanujan Math. Soc. 22 (2007), 205-257, cité [C] dans la suite, 4.1, ainsi que « Er-
ratum for “Deligne’s notes on Nagata compactifications” », J. Ramanujan Math. Soc. 24 (2009), 427-428.

15. N.D.E. : voir SGA 4%, Fonctions L modulo £" et modulo p.
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définis au préalable. Dans un diagramme, le signe = désignera alors 'isomorphisme lui-
méme.

0.2.0. Soit f : .S — S’ un morphisme de sites (IV 4.9.3). Si U et U’ sont des objets
de SetS’, un f-morphisme de U dans U’ sera par définition un morphisme de U dans
f*U’. Pour les sites étales de schémas, on retrouve la notion usuelle.

0.2.1. SiF et F' sont des faisceaux sur S et S’, un f-morphisme de F dans "’
sera indifféremment

(i) un morphisme de f*F' dans &
(ii) un morphisme de F' dans f,F
(iii) une fonction qui, a chaque f-morphisme ¢ d’un objet U de .S dans un objet U’
de S’ associe une fonction de F/(U’) dans F (U), et ce de fagon compatible
avec la composition de @ avec une fleche de S ou S’ *°.

On voit sur (i), (ii) et (iii) que les faisceaux d’ensemble forment une catégorie fibrée
et cofibrée sur la catégorie des sites.

Itou pour les faisceaux de modules a gauche sur des sites annelés. Itou pour les fais-
ceaux étales sur des schémas; ce n’est pas immédiatement un cas particulier de ce qui
précede, car les sites forment en fait une 2-catégorie et « site étale de X » n’est qu'un
pseudo-foncteur en X (VII 1.4).

La définition précédente fait des faisceaux d’ensembles (resp. ...) sur des sites va-
riables une catégorie fibrée sur celle des sites, ayant pour catégories fibres les catégories
opposées aux catégories usuelles de faisceaux d’ensembles (resp. ...).

0.3. Soient I un ensemble fini, € une fonction de I a valeurs dans {+1, -1}, (A;);cs
une famille de catégories additives graduées par des foncteurs de translation 7; ([11] I
1.1.0) et Fun multifoncteur multiadditif des catégories .A; dans une catégorie additive A
graduée par le foncteur de translation 7. On suppose F covariant (resp. contravariant)
en les i tels que ¢; = 1 (resp. ¢; = —1). Modifiant et complétant ([11] II 2.1.1), on dira
que F est un foncteur gradué si on s’est donné une famille (¢,);c; d’isomorphismes de
foncteurs entre To Fet FoT, ", telle que les diagrammes suivants soient anticommutatifs,
pour i # j dans I,

@ j*T,'Ei

Fo (T, T} ToFoT
(Pi*T;j - Txg;

. Tx@;
ToFoT} d ToToF.

On laisse au lecteur le soin de définir le composé de deux foncteurs gradués et de vérifier
que c’est encore un foncteur gradué.

0.4. Soient A une catégorie additive et I un ensemble fini. Pour i € I, on désigne
par 1, le i*™€ vecteur de base de Z!. Un complexe I'P'® (resp. un complexe I'P'® naif) de

A consiste en
(a) une famille (K¥), .1 d’objets de A ;

15. Ces terminologies ne sont pas compatibles a 'identification des objets de .S aux faisceaux asso-
ciés.
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(b) pour chaque i € I et chaque k € Z!, une fleche d¥ : K*¥ — K**+1i ces fleches

A k+1; A k+1;
vérifiant d,-kﬂ’dik = Oet, pouri # j d, " ’d;‘ + djl-{H’d,-k = 0 (resp. d, " ’dJ’.C =

di*lak).

0.5. On appellera pro-objet d'une catégorie € un foncteur de € dans (Ens) qui soit
limite inductive filtrante (selon une petite catégorie filtrante) de foncteurs représentables
(cf. I 8.10). Tout pro-objet est limite inductive selon un petit ensemble ordonné filtrant
de foncteurs représentables. Si X; est un systeme projectif d’objets de €, indexé par une
petite catégorie filtrante, on désigne par 1(21’ X; le pro-objet h_r)n h¥i.

0.6. Le lecteur dualisera 0.5 au cas des ind-objets (Cf. I 8.2).

0.7. Conformément a la nouvelle terminologie, on appelle schéma ce qui s’appelait
autrefois préschéma, et on appelle schéma séparé ce qui s’appelait autrefois schéma.

0.8. La catégorie des schémas annelés est la catégorie dont les objets sont les sché-
mas dont le site étale est muni d’un faisceau d’anneaux, une fleche de (S, A) dans (T', B)
étant un couple formé d’un morphisme de schémas f de S dans 7, et d'un homomor-
phisme @ de faisceaux d’anneaux de f*5 dans A. Le morphisme de schémas f est dit

induit par (f, ).

0.9. Si X est un schéma sur Y, on désigne par (X/Y)" le produit fibré n-uple de X
sur Y.

0.10. Soit S un schéma. On appellera grand site étale (resp. grand site fppf, re-
sp. grand site fpqc) de S le site Sch/S, muni de la topologie étale (resp. fppf, resp. fpqc)
(SGA 31V 6.3). On fera attention que ce n’est pas un U -site ({/ étant I'univers fixé, Sch /S
consistant en les schémas € /).

On appelle petit site fpqc (resp. petit site fppf) de S le site des schémas plats sur §
(resp. plats de présentation finie) muni de la topologie fpqc (resp. fppf). Lorsqu’il faudra
éviter une confusion, on appellera petit site étale de .S le site S, (VII 1.2).

0.11. Dans bien des cas, le rédacteur s’est permis de parler de diagrammes com-
mutatifs de morphismes de sites la ou il etit fallu parler de diagrammes essentiellement
commutatifs, i.e. commutatifs a isomorphisme pres (cf. IV 3.2.2). Le lecteur pourra véri-
fier que les arguments que nous donnons s’appliquent aussi a la situation générale.

0.12. Laterminologie « schéma cohérent » pour « schéma quasi-compact quasi-séparé »

a été subrepticement introduite par endroits par A. Grothendieck.

0.13. Un faisceau de torsion F sur un schéma .S sera dit premier aux caractéristiques
résiduelles de S s’il est limite inductive de ses sous-faisceaux annulés par des entiers n
inversibles sur S.

1. Les catégories dérivées

1.1. Foncteurs exacts (les régles de signe).

256
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1.1.1. Pour les théorémes fondamentaux relatifs aux catégories dérivées, je renvoie
a VERDIER [11] et [12]. Dans ce n°, une attention toute spéciale a été accordée aux pro-
blemes de signes.

Rappelons que si f : X — Y est un morphisme de complexes (dans une catégorie
additive, sous-entendue par la suite), son cone C(f) est défini par

(1.1.1.1) C(H'=X""'ey" d"=-di!+ ! +dr.

Lorsque X = 0 (resp. Y = 0), on a C(f) = Y (resp. C(f) = X[1]), de sorte que le
diagramme commutatif

0

X

xLyscopdxm

Dans la catégorie des complexes a homotopie pres, on appelle distingué un triangle
isomorphe a un triangle de ce type, et antidistingué un triangle qui devient distingué
quand on change le signe de ses fleches. On vérifie que le triangle défini par une suite
exacte de complexes scindée en chaque degré ([11] p. 10, cf. la démonstration de 1.1.5.4)
est antidistingué et que, a isomorphisme pres, tout triangle antidistingué est obtenu ainsi.

*1.1.2. Les calculs de signes s’effectuent le plus aisément a I’aide des «regles for-
melles » suivantes. On écrit un élément de C(f)" sous laforme 1@ x+y (x € X"t y e
Y"), 1 étant une « cellule » de dimension 1, et on pose d(1) ® x = f(x). On a donc

dl@x+y)=dl@x—-1Qdx+dy=-1Q@dx+ f(x)+dy.,

|-

définit un « triangle »

DEFINITION 1.1.3. (i) Un foncteur gradué (0.3) d’une catégorie triangulée A dans
une catégorie triangulée B est dit exact s’il transforme triangles distingués en tri-
angles distingués.

(ii) Un foncteur gradué contravariant d’une catégorie triangulée A dans une catégorie
triangulée B est dit exact si pour tout triangle distingué (X,Y, Z,u, v, w) de A le
triangle (F(Z), F(Y), F(X), F(v), F(u), T F(w)) est distingué (dans cette défini-
tion, on identifie FX a T FT X grace a la graduation de F).

(iii) Soient (A;);cy une famille finie de catégories triangulées, € une fonction de I dans
{+1,—1} et A une catégorie triangulée. Un foncteur gradué F du produit des A,
dans A, covariant en les i tels que €(i) = 1 et contravariant en les i tels que
e(i) = —1 est dit exact si quel que soit i € I, les foncteurs de A; dans A déduits
de F en fixant toutes les variables, sauf la i, sont des foncteurs exacts.

Un composé de foncteurs exacts est encore un foncteur exact.

1.1.4. Si(K"t"r,dy,...,d,) est un complexe multiple (0.4), le complexe simple as-

socié est défini par

(1.1.4.0) k"= [] k™ . d=)d.
Y nj=n
Quand, exceptionnellement, on le définira par une somme plutét que par un produit,
ce fait sera signalé explicitement.
Soit I un ensemble fini. On se propose, d’aprés CARTAN-EILENBERG et J.P. SERRE,

d’expliquer comment & tout complexe naif I"P' K est canoniquement associé un com-
plexe TPl (0.4).

258
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ple

Pour tout ordre total < sur /, soit K(<) le complexe ["P*¢ suivant :

K(<)k =Kk
(1.1.4.1) . Yk
d(<)y = (=1y< "d,.

Si < et <, sont deux ordres totaux sur I Iisomorphisme canonique t entre K(<,) et
K(<,) est par définition celui donné par

(1.1.4.2) b= (- o e(<.<p) = ) kik;.
<1
AL
1.1.4.2.1. On vérifie que ces isomorphismes canoniques établissent un systéme tran-
sitif d’isomorphismes entre les K(<) pour < ordre total sur I; ces K(<) forment donc
un complexe I"P!® unique 4 isomorphisme unique prés, qu'on désignera dans ce n° par
la notation K (%) et qu’on appelle le complexe I'P'® associé ou complexe naif I°P'¢ K. On
prendra garde que K ()X n’est pas canoniquement isomorphe @ KX : seul le choix d’un
ordre total sur I permet d’identifier ces deux objets.
Si K est un complexe naif I'P'¢, et si i € I, on désigne par K[1,] le complexe naif
suivant, de différentielles notées d 1]

K[1,]c = K&+l
(1.1.4.3) d[1,1E=d sii# )
di[li]& = —dikﬂi-

Si K est un complexe I'P!¢, on pose

k — gk+l
(1.1.4.4) {K[li] =K

d;[1,]% = —d,[1,]5h.

Si K est un complexe naif I"Ple ¢t < un ordre total sur 7, de sorte que K(x) est donné

par (1.1.4.1), on définit un isomorphisme o entre K[1,](x) et K(*)[1;] par la formule
k z ki |

(1.1.4.5) o% = (=1)i< "idgar1;

. On vérifie que cet isomorphisme ne dépend pas du choix de I'ordre total < ; il définit
donc un isomorphisme, dit canonique, entre K[1;](x) et K(*)[1;].

. Quels que soient i, j dans I, si K est un complexe ou un complexe naif I"Pl, on
identifie de fagon évidente K[1,][1,] et K[1,][1;].

Pour i # jdans I, le diagramme suivant d’isomorphismes canoniques du type 1.1.4.6
ou 1.1.4.7 est alors anticommutatif :

K[li][lj](*)
(1.1.4.7.1) ] I
K[1;]G)[1;] =— K(o)[1;][1;] == K()[1,][1;].

1.1.5. Soit F : A — B un foncteur contravariant additif de catégories additives.
On définit comme suit I’extension de F aux complexes : F : C(A) — C(B). Si K est un
complexe de A, on pose

K[lj][li](*) -~ K[lj](*)[li]

k —k
(1.1.5.1) {F(K) = F(K™)

df ) = D F@* .

261
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L’isomorphisme canonique o entre F(K)[1] et F(K[—1]) est défini par
(1.15.2) ok = (=D idp gkt -

SiF : A—- BetG : B — € sont deux foncteurs contravariants additifs, on définit
I'isomorphisme canonique p entre GoF(K) et G(F(K)) par

k k
LEMME 1.1.5.4. (i) Pour tout foncteur contravariant additif F : A — B, les for-
mules (1.1.5.1), (1.1.5.2) définissent un foncteur contravariant exact de K(A) dans
K(B).

(ii) Pour tout couple (G, F) de foncteurs contravariants additifs composables, la for-
mule (1.1.5.3) définit un isomorphisme de foncteurs gradués entre l’extension aux
complexes de G F et le composé des extensions aux complexes de G et F.

PREUVE. Un morphisme de degréi : f : K — L est au choix

(a) un morphisme de K dans L[i]

(b) un morphisme de K[—i] dans L

(c) une famille f" : K" — L™ qui commute ou anticommute aux différentielles
selon la parité de i.

Si f 1 K — L[i] est un morphisme de degré i, alors F(f) : F(L)[—i] - K est
encore un morphisme de degré i; pouri =1,0na

(1.1.5.5) F(f)" = (=) F(r1.

Si0 > K = L = M — 0 est une suite exacte de complexes scindée degré par degré,
le choix d’un scindage permet d’écrire le différentielle de L sous la forme

dp=dg+dy+/,
ou f est un morphisme de degré un de M dans K. De méme, la suite exacte duale
0— FIM) — F(L)— F(K)— 0

définit un morphisme de degré un f* de F(K) dans F(M).Ona f* = F(f).1l en résulte
que 'image par F d’un triangle (K, L, M, u, v, f) défini par une suite exacte courte de
complexes est encore un triangle du méme type et, d’apres 1.1.1, ceci prouve (i).

Sous les hypotheéses (ii), pour f de degré un, on a G(F(f))" = (=) (=1)™"G »
F(f)" = —G o F(f)"; en particulier, I'isomorphisme de graduation G(F(K[1])) =~
G(F(K))[1] est 'isomorphisme ayant pour composantes —1.

Le diagramme

G F(K)[1] 2% G(F(K))[1]

| I

G o F(K[1]) <2~ G(F(K[1]))

est donc commutatif, ce qui prouve (ii).

1.1.6. Soits = +,ou s = —; soient / un ensemble fini, ¢ : I — {+, —} une fonction,
(A})ier et A des catégories additives, et F un multifoncteur multiadditif des catégories
A; dans A, covariant en les arguments d’indice i tel que (i) = + et contravariant en les
autres. On se propose de définir 'extension K*(F) (ou simplement F) de Faux complexes
comme multifoncteur exact des catégories K60 (A ;) (se(i) = +,selonlaregle des signes)
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dans K*(A), !° présentant la méme variance que F. On expliquera ensuite en quel sens
cette construction est compatible a la composition des foncteurs. D’autres conventions
de degrés sont possibles, et seront utilisées ; ce point est indépendant des questions de
signe considérées ici.
. Si F est contravariant a une variable, on définit K*(F) par les formules (1.1.5).
.Si F est covariant, on définit le foncteur K°(F) par passage au quotient a partir
du composé du foncteur évident du produit des catégories C*(A;) dans la catégorie des
complexes I'Pls naifs, du foncteur (1.1.4) de la catégorie des complexes I"P'®S naifs dans
celle des complexes I'P!¢S (1.1.4.2.1), et du foncteur complexe simple associé (1.1.4.0) : 265

K*(F) = C*(F)(%)5.4-

Soient des complexes Kj € KS(AJ), eti € I; on pose Kj[li] = Kj pour j # i, et
K;[1;,] = K;[1]. On a alors des isomorphismes évidents :

C(F)(K;[1;]) = C*(F)(K)IL;],

et
C (F)Kp)E)[]5.q = COF)K))(%)5.4[1],
d’ou, via (1.1.4.5), un isomorphisme canonique o entre KS(F)(Kj[ll-]) et KS(F)(Kj)[l]. Il
résulte de 1.1.4.7 que ces isomorphismes définissent une graduation de K*(F).
. Dans le cas général, F est le produit de foncteur contravariants canoniques .A; —
Aj (pour e(i) = —) et d’un foncteur covariant F ; on définit le foncteur K*(F) par
composition a partir de 1.1.6.1 et 1.1.6.2.

ProPosSITION 1.1.7. Sous les hypothéses précédentes, le foncteur K*(F) est un foncteur
multiadditif exact.

Il suffit de vérifier 1.1.7 sous les hypotheéses de 1.1.6.1 (ou la proposition est 1.1.5.4
(i)) ou de 1.1.6.2. Pour vérifier que les foncteurs déduits de K*(F) en fixant toutes les
variables, sauf la i®™¢, sont exacts, on peut expliciter K°(F) en terme d’un ordre sur
I pour lequel i soit le plus petit élément; un triangle distingué type (1.1.1.1) est alors 266
transformé en triangle distingué type.

1.1.8. Soient I et J deux ensembles finis, ¥ : I — J une application surjective,
ef - I = {+,—}ete; 1 J = {+,—} des fonctions, et des multifoncteurs multiadditifs,
covariants en les arguments pour lesquels € = + et contravariant en les autres :

G: [[ 4—3 (el
Y(i)=j
F:[]3 —e¢
jes
Choisissons des ordres totaux sur I et J, de telle sorte que ¥ soit une application

croissante. On définit alors I’isomorphisme canonique p entre I’extension aux complexes
de F o (G)) et le composé des extensions aux complexes de F et des G; par la formule

(1.1.8.1) pk = (=1)A® : automorphisme de F o (Gj)(Kfief(i)ef(T(i)))_
avec
AR = Dkt Y Y Kk
er(=e;(¥(i))=— e;(j)=— T(a):féb):j
a

15. La construction fournit également une extension de F en un multifoncteur des catégories
Cs(A,) dans C5(A).
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Cette formule généralise (1.1.5.3), on vérifie que p ne dépend pas des ordres choisis
sur I et J, et est un isomorphisme de foncteurs gradués (cf. 1.1.5.4 (ii)).
Ces isomorphismes p vérifient la condition évidente de cocycle pour un composé

triple.

267 1.1.9. Soient I un ensemble fini, i et j deux éléments distincts de I, I’ = I\{i, j},
(A))er et A des catégories additives et F' @ (A;)ie; = A et G : (A;)ie;r — A des
multifoncteurs multiadditifs. On suppose que A; = A; et que F est contravariant en

la i®™¢ variable et covariant en la j™¢, Pour X, Y € Ob .4;, on désignera par F Xy le

multifoncteur des (A;),c;s dans A obtenu en fixant les ™ et jM¢ arguments :

Fyy(.)=F(..,X,...,Y,...).

On appelle morphisme de contraction ¢ : F — G la donnée pour tout X € A d'un
morphisme de foncteurs

Cx . FX,X i G,
tel que pour toute fleche f : X — Y de A,;, le diagramme

Fy x—=Fx x

L

FY,Y G

Cy

soit commutatif.
Les conventions 1.1.6 sont motivées par le

LEMME 1.1.9.1. Soient ¢ : F — G un morphisme de contraction et (K;),c; des com-
plexes dans les A, avec K; = K ;. Soit < un ordre total sur I pour lequel i soit le prédécesseur
de j. Soit, avec les notations de 1.1.6, pour k € Z,

ck T KS(F)(K K — K3(G)(K,)

. -k . .

268 le morphisme dont la restriction a F(... Kik’ K’ ...) vaut O si k; # kj, et vaut C ki Si
ki = k;. Alors, (c®) ez est un morphisme de complexes.

On laisse au lecteur le soin de vérifier ce lemme, et le fait que le morphisme de contrac-

tion (ck) ne dépend pas de 'ordre choisi sur I.
L’exemple standard de morphisme de contraction est celui de la loi de composition

Hom(Y, Z) ® Hom(X,Y) — Hom(X, Z).

ExEMPLES 1.1.10. (i) Sion applique les définitions de 1.1.6 au foncteur produit
tensoriel, on retrouve la notion usuelle de produit tensoriel de deux complexes,
la différentielle étant donnée par

dx®y)=dx® y+ (-1)¥e*x ® dy.

(ii) Si on applique les définitions de 1.1.6 au foncteur Hom(X, Y), en considérant
Y comme premiére variable et X comme seconde variable, convention qu’on sui-
vra toujours, cette convention permet d’identifier, pour deux complexes X, Y, le
k-iéme composant du complexe Hom(X, Y) définidans 1.1.6 a Hn Hom(X", Y"*5),

et on retrouve la différentielle habituelle : pour f € Hom(X", Y"+k) on a

df =deof—(=1)f-d.
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(iii) Les conventions précédentes ont pour vertu que les systémes de fleches suivante
269 sont des morphismes de complexes, sans qu'on doive les perturber par aucun
signe (1.1.9) :

Hom'(L,M) @ Hom'(K,L) — Hom (K, M) : f®gr fog
Hom (LLM)Q L — M . f Q x — f(x).

*1.1.10.1. La convention (1.1.4.5)—(1.1.6.2) se justifie comme suit, pour F = ® : un
élément de (K ® L)[1])" s’écrit sous la forme (*1.1.2) (en se rappelant que (K ® L)[1] =
C(K®L - 0)(1.1.1.1)) X 1 ® (x’ ® y7), un élément de (K[1] ® L)" sous la forme
(1 ® xP) ® y? et un élément de (K ® L[1])" sous la forme Y x? ® (1 ® y7); le signe
apparait quand on interchange x” et 1. Pour F = dual, la convention (1.1.5.2) se justifie
ainsi : un élément de K*[1] s’écrit 1 ® w; sa valeur sur un élément 1’ ® x de K[—1]
(1" cellule de dimension —1)est < 1 @ w, 1’ ® x >= (-Ddeg® < 11" >< w,x >=
(—l)deg“’ < w,x >; c’est la convention adoptée.,

REMARQUE 1.1.11. « Rappelons » qu'une catégorie sous-additive est une catégorie dont
les ensembles de fleches Hom(X, Y) sont munies de lois de groupes abéliens, la com-
position des morphismes étant biadditive. Un foncteur additif F entre catégories sous-
additives et un foncteur qui vérifie la formule

F(f+g=F()+F(g)

pour f, g € Hom(X,Y). Les foncteurs additifs d’une catégorie sous-additive A dans un
autre B forment une catégorie, notée Hom,44(A, B).

Soit (D) I'unique catégorie sous-additive, d’ensemble d’objets indexés par Z, (X"),,cz. 270
avec
Hom(X", X") = Z, engendré par I'identité
(1.1.11.1) Hom(X", X"*1) = Z, engendré par une fleche notée d,,
Hom(X*, X/)=0sij—i#0oul.
Soit D le complexe de (D) défini par D" = X" et d" = d".
Pour toute catégorie sous-additive .4, le foncteur G — G(D) de Hom,44((D), A)
dans C(A) est un isomorphisme.
La construction 1.1.6 s’étend au cas d’un foncteur multiadditif de catégories sous-
additives .4; dans une catégorie additive A.
Soit
F' = (Fn,dn)nez
un complexe de foncteurs multiadditifs de catégories additives .A; dans une catégorie

additive A. On peut considérer F* comme un foncteur de (D) dans une catégorie de
multifoncteurs, ou encore comme un foncteur multiadditif

F, : HA,-X(D) — A.
On définit I’extension de F" aux complexes par la formule
(1.1.11.2) F(K,...K,)) = F|(K; ...K,, D).
1.1.12. Soient A et B deux catégories additives et
F'=F"d"),ez

un complexe de foncteurs additifs de A dans B. Supposons que les foncteurs F; ad- 271

mettent des adjoints a droite F;; et 'd’ : F,_, — F; est le transposé de d’, soit F. le
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complexe de foncteurs additifs de B dans .4, de composantes les F;, et d’opérateur dif-
férentiel

d) =(=1)*g= =t F, — F, .
Soit’ le foncteur contravariant de (D) dans (D) donné par
‘X"=X"" d" = d="1,

Le diagramme suivant est commutatif a isomorphisme canonique prés

(1.1.12.1) L(Id,’,Id) H
Id,(F.)"(B Hom
Ax(Dyx B—LTOV gy g4 (ab),

Ceci exprime la formule d’adjonction
Hom(F"(A), B) «— Hom(A, F,(B)).

Les conventions générales 1.1.3 fournissent donc un isomorphisme
Hom'(F'(K), L) <— Hom'(K, F.(L)).

DEFINITION 1.1.13. Si K est un complexe d’une catégorie abélienne A, on appelle tron-
qué a droite (resp. a gauche) de K en dimension n, et on désigne par t,(K) (resp. 7 ,(K))
les complexes suivants

T (K) ... K™% — K" — Ker(d") — 0

To,(K) 1 0 — coker(d" ) — K" — K2

PROPOSITION 1.1.14. (i) H'(r,(K)) = 0 pouri > n et H'(z5,(K)) = 0 pour
i <n.

(ii) Le morphisme canonique t.,(K) — K (resp. K — 7-,K) induit des isomor-
phismes sur les H' pouri < n (resp. i > n).

Le foncteur 7, (resp. 7,) transforme morphismes homotopes en morphismes ho-
motopes. Dés lors, il résulte de 1.1.14 que le foncteur 1.1.13 garde un sens dans la caté-
gorie dérivée.

1.1.15. Si K est un complexe double, de premiére (resp. deuxiéme) différentielle d’
(resp. d”), on désigne par 7Z,(K) le sous-complexe double de K tel que

KP4 sig<n
72,(K)?4 = {Ker(d") siqg=n
0 sig>n

on définit de méme 72, (K), 74,(K) et 74,,(K).
1.1.16. On aura aussi a considérer les « tronqués bétes » d’'un complexe K, définis
par

0 sii>n 0 sii < n.

. Kl' Li< . Ki AN
O'Sn(K)l={ S11sn O'Zn(K)l={ Silt2zn
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273
1.2. Foncteurs dérivés. Soient .4 une catégorie triangulée et .S un systéme multi-

plicatif saturé ([11] 12.1.2). Si A € Ob A, on désignera par A* et A~ les ind et pro-objets
((0.5) et (0.6))
AT = “lim” A’ A” = “lim” A’,
— —
A A A5
ou s parcourt la catégorie filtrante des fleches de .S de source ou but A.
Les foncteurs A — A' et A > A~ rendent inversibles les éléments de .S et définissent

des foncteurs pleinement fidéle de A(S~!) dans les catégories des Ind et pro-objets de
A respectivement.

DEFINITION 1.2.1. Soit F un multifoncteur covariant exact des catégories triangulées
(A)o<i<n dans la catégorie triangulée A et soient S; et S des systémes multiplicatifs saturés
des catégories A; et A.

(i) Lefoncteur dérivé droit RF de F (relativement aux S; et a S) est le foncteur des ca-
tégories A;(S7') dans la catégorie des ind-objets de A(S™') qui rend commutatif
le diagramme suivant.

A~ F(AT
(A;) G2 mda
A(S7h R Ind A(S™).

(ii) On dit que RF est défini en (A;) si le ind-objet RF(A;) de A(S™) est « essentielle-
ment constant », i.e. provient d’un objet de A(S™"); cet objet est appelé la valeur
de RF en (A)).

(iii) On dit que F est dérivable a droite si RF est partout défini; on désignera alors
encore par RF le foncteur des A,(S;) dans A(S™') qu’il définit.

(iv) Une famille (A;) d’objets des A; est dite déployée pour RF si le morphisme cano-
nique de F(A;) dans RF(A;) est un isomorphisme.

On laisse au lecteur le soin de définir par dualité le dérivé gauche LF de F (a valeur
dans Pro A(S™1)) et d’étendre les définitions précédentes aux cas ol F est covariant en
certains arguments et contravariant en d’autres.

Lorsque RF est partout défini, la définition qu’on en a donné ici coincide avec celle
de Verdier ([11] p. 39), comme on le vérifie facilement.

PROPOSITION 1.2.2. Soient (A}, A;,A]) un triangle distingué dans A, et
A, €0bA, (i # 1),

(i) Si(A},(A))) et (A7, (A;)) sont déployées pour RF, alors la famille (A, (A;)) est
aussi.

(ii) Si RF est défini en (A}, (A;)) et en (A],(A})), il Uest aussi en (Ay,(A;)) et le
triangle (RF(A{, (A;)), RF(Ay,(A))), RF(AY,(A)))) est distingué dans AS™h.

Prouvons (ii) = (i). Puisque F est exact, la fleche
(F(A],(A)), F(Ay, (A)), F(A],(A))) = (RF(A],(A), RF(A,(A)), RF (A7, (A))))

est un morphisme de triangles distingués. Par hypotheése, cette fleche est un isomor-
phisme en deux sommets ; c’en est donc un au troisiéme, comme on voulait.
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LEMME 1.2.2.1. Sid = (X, Y, Z) est un triangle distingué d’une catégorie triangulée A
et S un systéme multiplicatif saturé de A, alors le triangle AT = (X1, Y, Z") deInd A
est limite de triangles distingués de A.

Désignons par £ la catégorie des morphismes de triangle distingués de source 4 dont
les fleches appartiennent a .S.

(@) Sid=X,Y,Z)etA = (X',Y',Z’) sont deux triangles distingués de A et
sif : A — A estun A(S™")-morphisme de triangles, il existe dans .4 des
morphismes de triangles s : A" - A” et f; : A - A” tels que les composantes
de s soient dans .S et que le diagramme

(1) N

A/ S A//

soit commutatif dans A(S™1).
Il existe un diagramme commutatif

X
() fly* (sy €S, f] €EFLA)
X=X xy
276 et un morphisme A’ 5 4; dans S, admettant sy pour composante. Raison-

nons de méme en les autres sommets : on obtient un diagramme du type (1),
dans lequel toutefois f] n’est pas encore un morphisme de triangle dans A, les
diagrammes

i
7 —— Zé’

3) w] o ]
x L xy

par exemple pouvant ne pas étre commutatifs dans A, seulement dans A(S™!).
Il existe ty : X7 — X{ dans Stel que tyw” f1 = tyfiwett : A] — A]
admettant 7y pour composante. Remplacons Aj par A7, s par ts et f par tf; ;
dans le diagramme de type (1) obtenu, (3) est cette fois commutatif; procédant
de méme aux autres sommets, on obtient (1). On laisse au lecteur le soin de
vérifier de méme :

(b) Si f, g : A = A’ sont deux morphismes de triangles distingués dans A, égaux
dans A(S™!), alors il existe un morphisme de triangles distingués a fleches dans
S,s: 4 - A", tel que sf = sg.

(c) La catégorie £ est filtrante a droite.

(d) On achéve la démonstration du lemme en notant que

At = “lim” (but de s).
—
seL

277 Prouvons 1.2.2 (ii). Soient X’ et X” des objets de A(S~!) représentant RF(A’, (A,))
et RF(A7,(A;)), et complétons le morphisme de degré 1 de X” dans X’ en un triangle
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distingué (X', X, X"). Remplagant les A;, A}, A; et A} par le but d’une fleche de .S; ou
S desource A;, A}, A ou A}, on se ramene au cas ou il existe un diagramme commutatif

F(A7,(A)) << X"

|,

F(A},(AD) ~—— X,

oua” eta’ sont des sections de fleches de F(AY, (A;)) dans X" etde F(A], (A;))dans X'.
En vertu de 'axiome T'R 3 de [11] on peut compléter ce diagramme en un morphisme
de triangles

(X'XX") — (F(A}, (4), F(A}, (4), F(A], (4))
— (RF(A},(4)), RF(A},(4)), RF(A], (A))).

La fleche composée est un morphisme de triangles, de source un triangle distingué
et de but une limite (dans Ind A(S~!)) de triangles distingués (1.2.2.1). Quel que soit Y
dans A(S™"), le diagramme suivant sera commutatif et ses lignes exactes

Hom(Y, X" [-1]) — > Hom(Y, X') — > Hom(Y, X) —> Hom(Y, X”) — Hom(Y, X'[1])

l | | | |

Hom(Y, RF(AY, A)[—-1]) = Hom(Y, RF(A{, A;)) = Hom(Y, RF(A,, A;)) = Hom(Y, RF(A], A;)) = Hom(Y, RF(A{, A)[1])

Par hypothese, les fleches autres que la fleche centrale sont des isomorphismes. Le lemme 278
des 5 montre que la fleche centrale aussi est un isomorphisme, quel que soit Y, donc que
le triangle distingué (X”, X, X") est isomorphe au triangle (RF (A, (4,)), RF(A(, (A))),
RF(AY,(A)))). Ceci acheve la démonstration.

Si A et B sont deux catégories abéliennes et F un foncteur covariant additif de .4
dans B, F définit des foncteurs exacts de K(A) dans K(B), de K*(A) dans K*(B) et de
K~ (A) dans K~ (3B) (1.1.7).

DEFINITION 1.2.3. (i) On appelle foncteurs dérivés droits de F les foncteurs de
D*(A) dans Ind Dt (B) et de D(A) dans Ind D(B) dérivés droits des extensions
de F aux complexes K*(A) —» K(B) et K(A) - K(B).
(ii) Un objet A de A est dit acyclique a droite pour F, ou, par abus de langage, acy-
clique pour RF, si le complexe réduit a A en degré O est déployé pour RF.

On s’intéressera surtout au cas ou RF est partout défini; on peut alors le considérer
comme un foncteur de D*(A) dans D*(3B), ou de D(A) dans D(B), selon le cas.

PROPOSITION 1.2.4. Le diagramme suivant est commutatif.

D*(A) D(A)

oo

Ind DT (B) —— Ind D(B).

Si K est un complexe nul en degré < netsis : K — L est un quasi-isomorphisme, 279
le morphisme composé K 5L > 0-,(L) (1.1.6) est encore un quasi-isomorphisme.
Les quasi-isomorphismes de K dans un complexe borné inférieurement forment donc
une sous-catégorie (pleine) cofinale de la catégorie de tous les quasi-isomorphismes de
source K. Le proposition en résulte formellement.
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En particulier, si le foncteur RF est partout défini sur D(A), il est partout défini sur
D*(A), et le foncteur dérivé RF : D*(A) — D*(B) est restriction du foncteur dérivé
RF : D(A) = D(B).

1.2.5. On laisse au lecteur le soin de :

(i) Généraliser la définition 1.2.3 au cas d’'un complexe de multifoncteurs, covariant
en certaines variables et contravariant en d’autres ;
(ii) Dualiser la définition 1.2.5 (i) pour définir les dérivés gauches;
(iii) Etendre la proposition 1.2.4 au cas d’'un complexe borné de multifoncteurs;

(iv) Dualiser la proposition 1.2.5 (iii) en considérant des foncteurs dérivés gauches
et 'inclusion de D™ (3B) dans D(3B).

PROPOSITION 1.2.6. Soient A et B deux catégories abéliennes, 9 une partie de Ob(.A)
et F un foncteur additif de A dans B. On suppose que

(a) tout objet de A est quotient d’un élément de &
(b) pour toute suite exacte courte

00— P—0—R—0,

ou Q et R sont dans &P P appartient aussi a Pet la 0-suite0 - FP - FQ —
FR — 0 est exacte. Alors, tout objet de Pest acyclique pour LF.

Si A € Ob A, les résolutions gauches de A par des objets de Pformeront un systéme
cofinal dans la catégorie filtrante des résolutions gauches de A. Il suffit donc de prouver
que si un complexe

w— Ay — A — Ag— A—0

est acyclique et a objets dans & son image est acyclique. Le coupant en suites exactes
courtes

(1.2.6.0) 0 — Im(d,_|) — A, — Im(d,) — 0 (i >0)

on voit par récurrence sur i que Im(d;) € P et que 'image de (1.2.6.i) par F est une suite
exacte courte. L'image du complexe est donc acyclique.

PROPOSITION 1.2.7. Soit F un foncteur additif d’une catégorie abélienne dans une caté-
gorie abélienne B. Si tout objet de A est quotient (resp. sous-objet) d’un objet acyclique pour
LF (resp. RF) (1.2.3), le foncteur dérivé LF : D~(A) — D~ (B) (resp. RF : DT (A) —
D*(B)) est partout défini et tout complexe borné supérieurement (resp. inférieurement)
d’objets acycliques pour LF (resp. RF) est déployé.

Il suffit de considérer le dérivé gauche LF. Si K est un complexe borné supérieu-
rement, les quasi-isomorphismes s : L — K avec L borné supérieurement et a objets
acycliques forment un systeme cofinal dans la catégorie des quasi-isomorphismes de but
K. 11 suffit de montrer que pour K a objets acycliques, F(s) : F(L) — F(K) est un quasi-
isomorphisme ; on aura alors dans le cas général F(L) = LF(K). Soit M le cone de s.
Le complexe est a objets acycliques et H*(M) = 0; il faut prouver que H*(F(M)) = 0.

Soit i un entier. Les complexes déployés forment une sous-catégorie triangulée, de
sorte que tout complexe borné d’objets acycliques, notamment 7;(M), est déployé.
Puisque Hj(TZi(M)) = 0 pour j > i, on a, pour j > i, H/(F(M)) = Hj(F(TZi(M))) =
H/LF(r5;(M)) = 0.

PROPOSITION 1.2.8. Soif F' un complexe borné inférieurement de foncteurs de A dans
B. Si pour tout K € K*(A) existe un quasi-isomorphisme L N K, ou L € K*(A) est
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déployé pour tous les RF", alors le foncteur dérivé RF" .D+(./4) — DT (B) existe et tout
complexe borné inférieurement déployé pour tous les RF' est déployé pour RF".

La preuve en est laissée au lecteur, ainsi que celle de I’énoncé dual, ou des variantes
obtenues en prenant F contravariant, ou en prenant un complexe borné de foncteurs et
en travaillant dans D(A) et D(B).

DEFINITION 1.2.9. Soit F un foncteur de D?(A) dans D(B) et d un intervalle de Z. On
dit que F est d’amplitude cohomologique C d si pour tout A € Ob.A, H' F(A) = 0 pour

i &d.
Tres souvent, d sera un intervalle de la forme [0, x] ou [—x, 0] et on dira alors que F

est de dimension cohomologique resp. homologique < x. On dira que Fest de dimension
finie s’il existe un intervalle fini d de Z tel que F soit d’amplitude C d.

PROPOSITION 1.2.10. Supposons remplies les hypothéses de 1.2.7, et que le foncteur RF
DY(A) —» DY (B) (resp. LF : D (A) — D (B)) est de dimension finie. Alors tout
complexe d’objets acycliques pour RF (resp. LF) est déployé, et le foncteur RF : D(A) —
D(B) (resp. LF : D(A) — D(B)) est partout défini.

Pour la démonstration, on renvoie a Verdier [11]. Il existe un énoncé analogue pour
les complexes bornés de foncteurs. On peut encore remplacer 'exposant + (resp. —) par
b.

2. Catégories fibrées en catégories dérivées

2.1. Introduction. Le rédacteur insiste pour que le lecteur s’abstienne de lire ce
§. On y donne le formalisme du théoreme trivial de dualité et on y résout la perplexité
soulevée par Artin dans XII 4.

Pour les notions de catégories sur une autre, de catégorie fibrée, de catégorie cofi-
brée et de clivage, on renvoie a SGA 1 VI. On établit entre autres dans cet exposé une
équivalence entre les notions de catégories fibrées clivées normalisées sur une catégorie
C, et de pseudo-foncteur de €° dans (Cat).

DEFINITION 2.1.1. Si X est un site annelé, on désigne par D(X) la catégorie dérivée de
la catégorie abélienne des faisceaux de modules a gauche sur X.

Quand il y a lieu d’éviter une confusion, on écrit plutét D(X, A), A désignant le
faisceau d’anneaux.
Si f : X — Yestun morphisme de sites annelés, f définit des foncteurs dérivés
(1) Rf, : DT (X) > DT (Y) et
(2 Lf* : D7(Y) - D™(X),
et, par passage aux catégories opposées, des foncteurs
(1) Rf, : D*(X)" - D™ (YY)
(2°) Lf* : D™(Y) - D™(X),
« fonctoriels » en f. Plus précisément, (1°) et (2°) définissent deux pseudo-foncteurs de la
catégorie des sites dans celle des catégories triangulées, I'un covariant et I’autre contra-
variant. On trouve ainsi deux catégories sur celle des sites, I'une cofibrée, de fibres les
D*(X)’, et de foncteurs image directe les Rf,, 'autre fibrée, de fibres les D™(X)’, et
de foncteurs image réciproque les L f*. Si le foncteur f* est de dimension homologique
finie (i.e. de «tor-dimension finie ») on peut dans (2) remplacer 'exposant par un ex-
posant +. On obtient donc deux catégories sur la catégorie &,4¢ des sites annelés et des
morphismes de site annelés de tor-dimension finie, catégories dont les fibres sont les
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catégories DY (X)°. Le « théoréme trivial de dualité » de VERDIER ([11] p. 48) exprime
que ces deux catégories sont canoniquement isomorphes ; elles sont donc fibrées et cofi-
brées ; les foncteurs « image directe » sont les foncteurs Rf, (sic), et les foncteurs « image
réciproque » sont les foncteurs L f* (sic).

2.1.2. Le langage des catégories fibrées permet de résoudre aisément la perplexité
soulevée par ARTIN en XII 4 : il suffit d’appliquer la proposition suivante a la catégorie
fibrée et cofibrée sur celle des sites de fibres les opposées des catégories de faisceaux sur
les sites correspondants (cf. 0.2).

Soit &£ une catégorie sur B, f : y — x une fleche de B, et F € Ob(&,,). Rappelons
qu’un couple (G, @) (G € Ob é’y, @ € Hom (G, F)) est une image réciproque au sens
strict de Fpar f'si, quels que soient g : z = yet H € Ob&,,ona

Hom,(H, G) — Hom ,(H, F).

De méme pour les images directes. Si € est fibrée ou cofibrée sur B, cette notion se réduit
a celle d’'image réciproque.

PROPOSITION 2.1.3. Soient € une catégorie sur B,y € ObB, F € Ob €y et un dia-
gramme commutatif dans B :

!
;&
—_—

(2.1.3.1)

=
- <

,é

y
Lf
X

=

On suppose que les images directes et réciproques f,F, g* f,F, g'*Fet f!g'" F existent au
sens strict. Il existe alors une et une seule fleche ¢ € F1 £/, dite fleche de changement de
base, rendant commutatif le diagramme

g’*F F

]
(2.1.3.2) 1g*F f.F
RN

7

g f.F

Si de plus les images directes gl.g'“ F et gl f1g'™ F existent au sens strict, alors la fléche @
coincide avec celle définie en XI1 4. Si f'* flg'*F et f'™ f| F existent au sens strict, elle
coincide encore avec la 2"% fléche définie en XII 4.

En particulier les deux fléches de changement de base XII 4 coincident.

Par hypothese, les fleches du diagramme (2.1.3.2) induisent des bijections
Hom,/(f/g'*F,g*f.F) =Hom/ (g'*F,g* f,F) = Hom, ;1 (g'*F, f,F).

Puisque fg' = gf’, Homfgr(g’*F, fF) est identique a Homgf/(g’*F, f.F) et les
fleches du diagramme (2.1.3.2) induisent des applications

Hom(F, F) — Homy,/(g'*F, f, F) = Hom,/(f.g'" F,g* f . F),

et 'image de 1 est la seule fleche de £,/ rendant (2.1.3.2) commutatif.
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Par définition, dans XII 4, la fleche de changement de base y était celle rendant com-
mutatif le diagramme suivant

(2.1.3.3) Lw jm Lu3 juz Lul

Les fleches horizontales et u; sont les fleches canoniques ; u, est donc la fleche d’adjonc-
tion, u3 = g’'*(uy), u, se déduit de I'isomorphisme entre f'*g* et g’* f*, et la fleche y se
déduit de u, par adjonction.

L’application composée de source g’*F et de but f, F est celle qui apparait dans
(2.1.3.2) et il en est donc de méme dans le diagramme commutatif suivant, dont le carré
de gauche est extrait de (2.1.3.3)

g,*F—lM>- f’*g*f*F—>f*F

| |

11/
f.8'*F g f.F S F.

Cela signifie que y vérifie la propriété caractéristique de ¢.
La définition de ¢ est autoduale, ce qui dispense de démontrer la seconde partie de
2.1.3.

2.2. Catégories fibrées en catégories triangulées.

DEFINITION 2.2.1. On appelle « catégorie additive sur une catégorie B » une catégorie
A sur B dont les ensembles de fleches Hom (X, Y) (pour f € FI(B), X (resp. Y) au-dessus
de la source (resp. du but) de f) ont été munis de lois de groupes abéliens, de sorte que :

f
(i) Quels que soient x — y i z dans B et X, Y, Z dans A au-dessus de x, y et z
respectivement, la loi de composition :
Hom,(Y, Z) X Hom «(X,Y) — Hom, (X, Z)
est biadditive.

(ii) Les catégories fibres sont additives.

On n’aura pas a utiliser ici que ces lois de groupe abélien, quand elles veulent bien
exister, sont uniquement déterminées par A, B et p.!° Un B-foncteur F : A, — A,
entre catégories additives sur B est dit additif s’il induit des homomorphismes

F Hom/l],f(X, YY) — Homﬂz’f(X, Y).
DEFINITION 2.2.2. On appelle « catégorie abélienne sur une catégorie B » une catégorie

A additive sur B, dont les fibres sont abéliennes, et telle que pour toute fleche f : x — y
de B le bifoncteur

Hom ((X,Y) : A X Ay —> (Ab)

soit exact a gauche en X et Y.

On n’aura pas a utiliser ici que si A est une catégorie fibrée et cofibrée sur B (SGA 1
VI 6) elle est abélienne sur B des que ses fibres sont des catégories abéliennes.

16. N.D.E. : ici p désigne le foncteur structurel A — B.
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DEFINITION 2.2.3. On appelle « catégorie triangulée sur une catégorie B » une catégorie
A additive sur B, munie d’un foncteur T : A — A et dont les fibres A, pour x € Ob B
sont munies d’ensembles A, de triangles, ce de sorte que;
(i) T est un B-automorphisme additif de A
(ii) chaque catégorie fibre A,, munie du foncteur T, induit par T et de I’ensemble A,
est une catégorie triangulée ([11] 1 1.1.1).
(i) si les triangles (X,Y, Z,u,v,w) et (X',Y',Z",u’, 0", w") appartiennent a A, et

A,/ respectivement, tout diagramme
A
w' y
V&
/

VAN

Y
X X'
f
ouu' f = gu peut se prolonger en un morphisme de triangles (f,g,h) : (X,Y,Z) —
X', Y',Z".
288 T sera appelé le foncteur de translation, on écrira souvent A[1] plutot que T (A), A[n]

désignant alors T"(A) (n € Z).
Les triangles appartenant aux ensembles A, seront dits distingués ou exacts.

PROPOSITION 2.2.4. Soient A une catégorie triangulée sur B, x un objetde B,(X,Y , Z,u, v, w)
un triangle distingué de A,. Quels que soient f : y — x et l'objet A € Ob A, la suite
infinie suivante est exacte

- —> Homf(A,X) — Homf(A, Y) — Homf(A, Z)
—> Hom (A, X[1]) — Homf(A,Y[l]) — ...

Enoncé analogue pour f : x - yet A€ Ob A,

On laisse au lecteur le soin de démontrer cette proposition en paraphrasant VERDIER
[11] p. 4. On lui laisse aussi le soin de donner un sens a la proposition suivante et de la
vérifier :

PROPOSITION 2.2.5. Soit A une catégorie additive (resp. abélienne, resp. triangulée) sur
B. Pour tout foncteur B' — B de but B, la catégorie A" = A Xz B’ est additive (re-
sp. abélienne, resp. triangulée) sur B.

EXEMPLE 2.2.6. La catégorie des faisceaux de modules sur des sites annelés variables
est abélienne sur la catégorie des sites annelés.

ExXEMPLE 2.2.7. Soit A une catégorie additive sur 3. La catégorie C(A/B) des com-
plexes de A sur B a pour objets les complexes des catégories fibres. Une fleche f de
289 (X",d) dans (Y",d) est un systéme de fleches f" : X" — Y" tel que df" = f"*ld.
On pose p(f) = p(f") (cette fleche ne dépend pas de n car les p(d) sont des identités).
C(AIB) est une catégorie additive sur B. On définit un foncteur « de translation » en
posant
(K[l])n — Kn+1 , (d[l])n — _dn+1.

EXEMPLE 2.2.8. Soit A une catégorie additive sur B. La catégorie K(A/B) des com-
plexes de A sur B a homotopie prés a les mémes objets que C(A/B). On l'obtient en
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décrétant nulles, dans C(A/B), les fleches homotopes a zéro ; en d’autres termes, pour
f i x—ydans B, X" € ObC(A/B), et Y € Ob C(A/B),, on pose

Hom (X", Y") = H Hom (X", Y")

Le foncteur de translation passe au quotient.

Si F : B" - Bestunfoncteur de but B, et si A’ = A X5 B’, on laisse au lecteur le
soin d’identifier C(A'/B") a C(AIB)X 5B et K(A'IB")a K(AIB)X 5 B'.En particulier,
les fibres de la catégorie K(A/B) sont les catégories K(A,) et, en tant que telles, sont
triangulées.

ProOPOSITION 2.2.9. (i) Pour les structures additionnelles définies en 2.2.8, la caté-
gorie K(A/IB) est triangulée sur B.
(ii) La formation de la catégorie additive (resp. triangulée) C(A/B) (resp. K(AlB))

est compatible a tout changement de catégorie base B' — B.

Les conditions (i) et (ii) de la définition 2.2.3 se vérifient fibre par fibre. (iii) se vérifie
en paraphrasant VERDIER [11] p. 4.

REMARQUE 2.2.10. Ce qui précede s’applique aussi aux catégories Kt (A/B), K~ (AlB)
et K®(AIB) obtenues en se limitant respectivement aux complexes bornés inférieure-
ment, supérieurement, ou bornés.

REMARQUE 2.2.11. Prenant pour 3B la catégorie finale, on retrouve les catégories
usuelles de complexes.

2.2.12.  Soit Fun pseudo-foncteur d’une catégorie B° dans (Cat). On sait (SGA 1 VI)
que F définit une catégorie fibrée sur B, de fibres les catégories F(x). Quels que soient
f ix—>ydans Bet X € Ob F(x),Y € Ob F(y), on a par définition

(2.2.12.1) Hom (X, Y) = Hom (X, F(f)(Y)).

On sait (ibidem) que la construction précédente définit une équivalence entre la 2-catégorie
des pseudo-foncteurs de B° dans (Cat) et la 2-catégorie des catégories fibrées sur 3.

Partons d’un pseudo-foncteur de B° dans la 2-catégorie ayant pour objets les catégo-
ries additives (resp. abéliennes, resp. triangulées) et pour 1-fleches les foncteurs additifs
(resp. exacts a gauche, resp. triangulés). On vérifie aussitot que la catégorie définie par
(2.2.12.1) est additive (resp. abélienne, resp. triangulée). Réciproquement :

PROPOSITION 2.2.13. La construction précédente établit une équivalence entre

(a) La 2-catégorie des pseudo-foncteurs de B° dans la 2-catégorie ayant pour objets
les catégories additives (resp. abéliennes, resp. triangulées), et pour 1-fleches les
foncteurs additifs (resp. exacts a gauche, resp. triangulés).

(b) La 2-catégorie des catégories additives (resp. abéliennes, resp. triangulées) sur B,
qui sont fibrées sur B.

La théorie développée en SGA 1 VI permet de ne vérifier que le point suivant :

. Soient A une catégorie additive (resp. abélienne, resp. triangulée)sur B, f : x — y
une fleche de B et supposons qu'un foncteur image réciproque f* : A, — A, existe;
S est alors additif (resp. exact a gauche, resp. triangulé).

Le foncteur f* donne lieu a des isomorphismes

Hom ((X,Y) ~ Hom, (X, f*(Y)).
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Il faut prouver dans le cas triangulé, que f™ est triangulé pour I'isomorphisme T f* =
S*T (T foncteur de translation) qui rend commutatif les diagrammes suivants

Hom ((X,Y) === Hom,(X, f*Y)

| T~

(2.2.13.2) Hom (T X,TY) Hom (TX,T f*Y)

\/

Hom (T X, f*TY)

292Cas additif : Soit un diagramme

X X
(22.13.3) rwl | e ul v
X’ i X'

Onap'f*(u+v)=(u+v)p=up+uvp=p' f*W+p f*)=p'(f*W+ f*©))
et donc f*(u+v) = ")+ f*(v).

Cas abélien: par définition (2.2), le foncteur Hom(X, /*Y) = Hom (X, Y) est exact a gauche
en Y, quel que soit X, dont f* est exact a gauche.

Cas triangulé: soit (Y',Y,Y"”) un triangle distingué dans ./ly et soit (f*Y’, f*Y, X") un tri-
angle distingué dans A, . En vertu de 2.2.3, le morphisme canonique entre les
bases de ces triangles peut se prolonger en un morphisme de triangles, donnant
lieu au diagramme suivant

*Y/I YII

[

f*Y/ f*Y/ Yl

XII

Prouvons que s est un isomorphisme, ce qui acheévera la démonstration. Quel
que soit X dans Ob A, on dispose du diagramme commutatif :

Hom, (X, f*Y’) = Hom, (X, f*Y) — Hom (X, X”) — Hom (X, f*Y'[1]) = Hom (X, f*Y[1])

| | | | |

Hom, (X, f*Y') = Hom (X, f*Y) = Hom (X, f*Y") = Hom (X, f*Y'[1]) = Hom (X, f*Y[1])

Hom ((X,Y) — Hom (X,Y) — Hom (X, Y") — Hom (X, Y'[1]) — Hom, (X, Y[1]).

293 Les premieres et derniéres lignes sont exactes en vertu de 2.2.4. En vertu du
lemme des cing, 'application induite par s de Hom(X, X") dans Hom(X, f*Y")
est toujours bijective et s est donc un isomorphisme.

On a évidemment des résultats duaux pour les catégories cofibrées.
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2.3. Formule triviale de dualité. Soit A une catégorie sur une catégorie base B,
et soit .S un ensemble de fleches de A, chacune se projetant sur une identité de 5. La
catégorie A(S™!) déduite de A par calcul de fractions est une catégorie sur B (vue la
propriété universelle).

Soit B” — 3B un foncteur; on désigne par A’ le produit fibré A X5 B’ et par S’
I'image réciproque de S dans .4’. Le foncteur composé A’ — A — A(S~!) rend inver-
sible les fleches de S’, donc se factorise par A’ (S’ _1). On trouve ainsi un B’-foncteur
canonique

(2.3.1) A'(S™H — B x5 AS'™H.

LEMME 2.3.2. Si B’ est une sous-catégorie de B, et si chaque fois qu’une fleche composée
h = f o g de B appartient a B', f et g appartiennent a B’, alors le foncteur (2.3.1) est un
isomorphisme.

Notons que (2.3.1) induit toujours une bijection sur les objets, et que, dans le cas
présent, B’ X4 A(S™!) est une sous-catégorie de A(S™).

Rappelons la construction « explicite » de A(S~!) [2, Chap. I]. Etant donné deux ob-
jets X et Yde A, on considere les « composés formels » f; ... f, ouchaque f; est soit une
fleche de A, soit I'inverse d’une fleche de S. L’ensemble Hom 4(¢-1)(X,Y) sera le quo-
tient de ’ensemble de ces « composés formels » par la relation d’équivalence engendrée
par les relations

fi--uv... f,=f1...(wev)... f, pouru,v dans FI(A)
fio.ssTV = S pour s € §
fio.ss. fo=f1 f pour s € S.

Si on applique ces constructions a .4 et 4 la sous-catégorie .A’, on vérifie que A’ (S™1)
est identique & la sous-catégorie de .A(S~!) image réciproque de B’, du fait que si un
« composé formel » f; ... f,, a pour composé dans B une fleche de B’, I'image de chaque
/i sera aussi une fleche de B’.

Supposons maintenant que A soit une catégorie triangulée sur B, et que les en-
sembles S, = S N FI(A,) pour x € Ob(B) soient des systemes multiplicatifs saturés
([11] Chap.1§ 2n°1).

DEFINITION 2.3.3. Sous les hypothéses précédentes la catégorie AlB sera dite presque
dérivable (resp. dérivable, resp. codérivable) relativement a S si, quel que soit le foncteur
F : B" - B, le foncteur (2.3.1) est un isomorphisme (resp. et si ASY) est fibrée, re-
sp. cofibrée sur B).

On désignera par I la catégorie du diagramme suivant

F
(2.3.4) I: >O< — >1<
D’apres 2.2.13, il revient au méme de se donner une catégorie triangulée A sur I,
fibrée (resp. cofibrée) sur I, ou de se donner ses fibres A, et A et le foncteur triangulé
image réciproque F* : A, — A, (resp. et le foncteur triangulé image directe F, :
‘/40 = "41) Si AO c Ob ‘/40 et Al c Ob ‘/41, ona (22121)

HomF(Ao, Al) = Hom(Ao, F*Al)
(resp. Homp(Ag, A;) = Hom(F, A\, A)).

PROPOSITION 2.3.5. Soient A une catégorie triangulée sur I et S comme en (2.3.3).
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(i) A est presque dérivable relativement a S, et A(S™") est triangulée sur I.

(i) Si A est fibrée (resp. cofibrée), le foncteur F* (resp. F,) est dérivable a droite (re-
sp. a gauche) relativement a S, et S| (1.2.1) si et seulement si A est dérivable
(resp. codérivable) sur I.

En vertu de 2.3.2, les catégories fibres de A(S™1) sont les catégories /ZO(SO_I) et
ﬂl(Sl_l), ousS; = SNFI(A;) (i = 0,1). Avec les notations du §1 n° 2, les foncteurs
Ay = Aj et A — A‘f identifient AO(SO_I) et ./ll(Sl_l) a des catégories de pro et ind-
objets de A et A. Cela permet de définir une catégorie sur I, de fibres A,(Sy 1y et
A(S™"), en posant, pour Ay € Aget A; € A :

Hom (A, A;) = Homg(Ag, AT) = h_r)n h_r)n Hom(Aj, A}),

Ag Ao Al A

ou s et t parcourent les éléments de S, et S| de but (de source) A (A;). La catégorie A
s’envoie dans cette catégorie, et on vérifie aussitot qu’elle vérifie la propriété universelle
de A(S™1), sur I et aprés tout changement de base.

Pour vérifier (i), il suffit de prouver que cette catégorie, soit A(S _1), est triangulée,
et il suffit de vérifier la condition 2.2.3 (iii). Soient donc (X, Y, Z;)) et (X,Y7, Z,) des
triangles distingués de .4 et .4, donnant lieu aux triangles distingués (X, Y, , Z;) et
(XT,Y[F, Z) de Ap(Syh) et A (STH.

Xg —= X7
(2.3.5.1) L L
Yy — Y.

En vertu du lemme 1.2.2.1, les triangles (X, Yy, Zy) et (X1, Y;", Z]) sont limites

de triangles distingués; il existe donc des morphismes de triangles distingués

(XO_a YO_9 Z()_) — (X(,)7 YO,7 Z(l))
2.3.5.2
( ) (X/’YI/’ZI/)_) (X+’Y1+’Zii-)’

et un diagramme

ul

Xo—X;

|,

) U !
YO Yl 4

compatibles avec (2.3.5.1). La catégorie A étant triangulée sur I, ce diagramme peut se
prolonger en un morphisme de triangles
(X(l)’ YO/9 Z(;) -— (X1,7 Y1,7 Z{)'
Composant ce dernier avec les morphismes (2.3.5.2), on voit que le diagramme (2.3.5.1)
peut se prolonger en un morphisme de triangles, ce qui établit 2.2.3 (iii).
Vérifions (ii), supposant par exemple A fibrée sur I.Si A; € Ob(A,(S7!)), une image
réciproque de A; dans A(S™1) est un objet B de /ZO(SO_I) tel que, dans /ZO(SO_I), on ait

Hom/lo(So‘l)(AO’ B) = Hom (A, A7) = Hom(Ay, F*(A))
= Hom 4 5-1)(Ao, F*(AD).
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Il existe un tel objet B si et seulement si le ind-objet F*(AT) de A((S™) est essentielle-
ment constant (i.e. représentable), et B représente alors cet ind-objet, qui n’est autre que
RF(A) (1.2.1), d’ou I’assertion.

COROLLAIRE 2.3.6. Avec les notations de 2.3.3, si A est presque dérivable sur B, alors
A(S™Y) est une catégorie triangulée sur B.

Tout d’abord, la catégorie fibre A(S~1), peut étre identifiée a A, (S;!) : on applique
I'hypothése au changement de base {x} — 3. Cette catégorie est triangulée, munie
d’un ensemble A, de triangles, ce qui donne un sens a I’énoncé précédent. Pour vérifier
la condition 2.2.3 (iii), il suffit de le faire apres tout changement de base I — 3, et
I’assertion résulte de 2.3.5 (i).

Il résulte aussitot de la démonstration de 2.3.5 (ii) que :

THEOREME 2.3.7. (formule triviale de dualité).

Soit A une catégorie triangulée fibrée et cofibrée sur I, et désignons par F, et F* les
foncteurs image directe et image réciproque. Soit S = Sy U S| un systeme multiplicatif
comme en 2.3.3. On suppose que LF, est définion Ay € Ob /Z(So_l) et que Rf™ est défini
en A; € Ob /ZI(SI_I). On a alors

HomAO(S()_l)(AO, RF*A)) = Hom 4g-1,(Ap, A}) = Homﬂl(sl-l)(LF*Ao, A)).

La position des symboles R, L, * et , dans 2.3.7 n’est aberrante qu’en apparence;
en effet, dans la catégorie fibrée et cofibrée 0.2 des faisceaux sur des sites variables, les
catégories fibres sont les catégories opposées des catégories usuelles de faisceaux.

2.4. Catégories fibrées en catégories dérivées.

2.4.0. On désigne dans ce n° par A une catégorie triangulée cofibrée sur 3 et par
S un systéme multiplicatif de morphismes de A, tous au-dessus d’une identité, et tels
que S, = S NFI(A,) soit un systeme multiplicatif saturé de A, [11, 1 1.2.1] pour tout
x € Ob(3B).

On recherche un critére pour que A soit codérivable relativement a S (2.3.3), ce qui
implique que A (S~") soit triangulée sur 5 lorsqu’on la munit de I'ensemble des triangles
isomorphes a 'image d’un triangle distingué de A (2.3.5).

ProrosiTION 2.4.1. Soient A, B et S comme ci-dessus. Pour que A soit codérivable

relativement a S, il suffit que la condition suivante soit vérifiée :

S
(x) Vx € ObB,VA € Ob(A,),3s : A’ > Adans S,Vg, f : x =y 5 z, f, A est

déployé a gauche pour le foncteur g,.

Désignons par .A' la sous-catégorie pleine de .4 formée des objets dont toutes les
images directes sont déployés relativement a tous les foncteurs image directes. Alors
1.2.2 montre que 4! est une sous-catégorie triangulée de .4, évidemment cofibrée. On
pose St =8 nFIAb.

LEMME 2.4.1.1. Supposons que S soit stable par images directes. Alors, AlB est codéri-
vable et A(S™) peut se calculer par un calcul de fractions a droite.

Vérifions la condition c) de [2, I 2.2], si possible moins triviale que les autres. On se
donne fet s (s € .5) et on doit trouver

A —-=B

A
(2.4.1.2) ST 'l

A—— B,
f
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un diagramme commutatif (2.4.1.2) avec ¢ € S. Soit F I'image de f dans 3. Par hypo-
these F,(s) est encore dans .S, de sorte que, d’aprés VERDIER, il existe un diagramme
commutatif

F.(A") — B’

F*(S)T t
F.(4) f—> B

donc aussi un diagramme (2.4.1.2).

Du fait que A(S™!) se calcule par calcul de fractions a droite, il est trivial que sa
formation commute au changement de base ¢ : B’ — B.

Ce lemme s’applique en particulier a A! et S!; le lemme suivant implique donc
24.1:

LEMME 2.4.1.3. Sur B et apreés tout changement de base ¢ : B' — B, le foncteur
canonique @ AN(SH™) - A(S™Y) est une équivalence de catégorie.

Construisons un foncteur quasi-inverse au foncteur @. Quel que soit A € Ob A,
choisissons s, € S de but A et de source A! € Ob.4! avec s, = Id, pour A € Ob A"
Soit f une fleche de A, de but A, de source B et d’image F dans B. Puisque s € S et
que F,A' € Ob A!, on peut trouver B', s € S! et u rendant commutatif le diagramme
suivant

A—' . B!

(2.4.1.4) TSA ] ’ [

Al 4 F Al < B,

La fleche f! = us™'ade A'((S1)™") ne dépend alors que de f.

Soient f et g deux fleches composables, d’images F et G dans B. Pour prouver que
(g f)! = g' o fl, contemplons le diagramme suivant, o1 figurent des diagrammes
(2.4.1.4) pour fetg:

S g

' f / C\
Al L FA ‘ @ L (GF),A c!
s B! b G,B! v
/ G,s / \
B o G.B Yol ol
r w

Puisque t € S, il existe C", r € S et w qui le rendent commutatif. Par définition,
g1 ° fl =uvt 'busaet (ge f)1 = vw(G, (s)r)~'a’ a, et on conclut par la commutativité
du diagramme.

On a donc défini un foncteur de A dans A ((S1)™1); il se factoriseen® : A(S™!) —
ANSH ™), 1a propriété universelle de AS™). Le composé @Y est isomorphe a I'iden-
tité car son composé avec le foncteur J : A — A(S™!) est isomorphe a J. On vérifie de
méme que ¥ @ est isomorphe a I'identité.
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COROLLAIRE 2.4.2. Avec les notations de 2.4.1, A est codérivable relativement a .S dés
que, pour tout ensemble fini B de fléches de B, la condition (x) est vérifiée lorsqu’on se limite
a ne considérer que les images directes par les fléches de B.

Quelle que soit la catégorie B’ d’ensemble de fleches fini, la prop. 2.4.1 sera applicable
apres tout changement de catégorie de base B’ — B. On prendra pour B’ les catégories
des diagrammes suivants :

*k k —> % k —> %k —> %k k —> %k —> %k —> %k

0) ey 2) 3)

Considérons les catégories A (S ) (x € Ob B). Etant donné f € FI(B) et A, A, dans
ces catégories au-dessus de la source et du but de f, on définit Hom f(Al, A,) comme
étant ’ensemble analogue défini apres le changement de catégorie base de type (1) défini
par f. On définit la composition des morphismes a ’aide de changements de catégorie
base de type (3). On construit ainsi une catégorie A(S~!1)* sur B, dont la formation
est compatible a tout changement de base; on vérifie qu’elle est solution du probléme
universel qui définit 4(S~!) en utilisant les changements de base de type (0), (1) et (2).
Le résultat suivant est le dual de 2.4.2.

PROPOSITION 2.4.3. Soit A une catégorie triangulée fibrée sur B et S comme en 2.4.1.
Pour que A soit dérivable relativement a S, il suffit que pour tout ensemble fini B de fléches
de B, on ait

f
(*') Vx € Ob(B),VA € Ob(A,),3s : A - A’ dans S,Vg,f : Z 5yl X dans B,
[T A" est déployé a droite pour le foncteur g*.

3. Recollement de catégories fibrées ou cofibrées

3.1. Introduction. Soit f : Y — X un morphisme séparé de type fini d’'un schéma
Y dans un schéma X, ou une application continue d’un espace localement compact dans
un espace localement compact. On sait alors définir un foncteur « image directe a sup-
port propre », noté f|, de la catégorie des faisceaux abéliens sur Y dans la catégorie des
faisceaux abéliens sur X (cf. 6.1 dans le cas des schémas, et VERDIER [13] pour le cas des
espaces localement compacts séparés). Lorsque Y et X sont des schémas de type fini sur
C, ces deux définitions sont compatibles en un sens évident. Malheureusement dans le
cas des schémas, contrairement a ce qui se passe dans le cas des espaces localement com-
pacts, les foncteurs dérivés du foncteur f, sont pathologique ; on peut toutefois définir
un foncteur « image directe a support propre » raisonnable, directement de la catégorie
D*(Y) dans D*(X). Pour le définir, on factorise le morphisme f en une immersion ou-
verte et un morphisme propre : f = fj. Le foncteur R f, cherché se définit alors comme
composé du « prolongement par 0» j, et du foncteur R7*, dérivé du foncteur image
directe par f.

Ces foncteurs Rf), « image directe a support propre » ne sont utilisables que si on
vérifie pour eux un « formalisme de variance » incluant, pour un composé f = gh, une
formule

Rf, = Rg Rh,
qui s’exprime le mieux en terme de catégories cofibrées. On dispose d’un tel forma-
lisme séparément pour les « prolongements par zéro » et pour les images directes par
un morphisme propre, et le probleme est de recoller ces formalismes. Pour éviter d’étre
embouteillés plus tard par des calculs idiots, on se propose dans ce § de dresser la liste
des vérifications élémentaires requises pour mener a bien un tel recollement. On le fera

302

303

304



168 XVIL. COHOMOLOGIE A SUPPORTS PROPRES

dans un cadre légerement plus abstrait qu’il n’est indispensable, espérant que le résultat
pourra resservir.

La construction esquissée plus haut du foncteur R f exige que le morphisme f puisse
se factoriser en une immersion ouverte et un morphisme propre. Sur le modele de HART-
SHORNE [6, III 8 p. 189], on introduit au n° 2 la notion adéquate de morphisme compac-

tifiable.

3.2. Morphismes compactifiables.

DEFINITION 3.2.1. Un morphisme f d’un S-schéma X dans un S-schéma Y quasi-
compact, quasi-séparé, est dit S-compactifiable s’il existe un S-schéma P propre sur S
et une factorisation de f en un morphisme quasi-fini séparé j de X dans P X g Y suivi de la

//
f

7N,
e

Lorsque S =Y, on parlera simplement de morphisme compactifiable.

X

305 PrRoOPOSITION 3.2.2. (i) Un morphisme S-compactifiable est séparé de type fini.
(ii) SiY est quasi-compact, quasi-séparé, un morphisme quasi-fini séparé de but Y est
S-compactifiable.
(iii) Le composé de deux morphismes S-compactifiables est encore S-compactifiable.
(iv) Soit un diagramme de S-schémas quasi-compacts quasi-séparés

XXy Y —= X

f'l Lf

Y’ Y.

Si f est S-compactifiable, alors f' est S-compactifiable.
(v) Soit g un morphisme S-compactifiable;'” pour qu’un morphisme composé go f soit
S-compactifiable, il faut que f le soit.

Les assertions (i) (ii) et (iv) sont triviales. Pour prouver (iii) et (v), considérons un
composé f = gh, g étant S-compactifiable.
Supposons gh S-compactifiable, d’ott un diagramme

PXsY—>PxgsZ
. |
x .y .z

Le composé vu est quasi-fini; u est donc quasi-fini et (v) est prouvé.

17.N.D.E. : il suffit de supposer que g est un morphisme quasi-compact quasi-séparé de S-schémas.
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Si h est compactifiable, on dispose d’un diagramme

OXgPXgZ

— |

OXgY Px¢Z

— Q\g/ !
S\

B

et f = fh se factorise par un morphisme quasi-fini séparé dans (Q Xg P) X5 Z.
Nagata affirme dans [9] que tout morphisme de type fini entre schémas noethériens
intégres séparés est compactifiable.!® Le rédacteur avoue ne pas avoir compris la dé-
monstration.
Fixons maintenant un schéma S et désignons par (.5) la sous-catégorie de la catégorie
des S-schémas dont les objets sont les S-schémas quasi-compacts, quasi-séparés et dont
les fleches sont les S-morphismes S-compactifiables.!’

PROPOSITION 3.2.3. Dans la catégorie (.S) :

(i) Lesimmersions ouvertes (resp. les morphismes propres) définissent une sous-catégorie

(S,0) (resp. (S, p)) de (S) ayant mémes objets que (.S).

(ii) Les produits fibrés existent dans (S, p) et sont des produits fibrés dans (.S).

(iii) Tout morphisme f est le composé f = pj d’'un morphisme propre p et d'une im-
mersion ouverte.

En vertu de 3.2.2 (iii) (iv) et (v), les produits fibrés existent dans (.5) et sont des pro-
duits fibrés dans la catégorie de tous les schémas. Puisque le produit fibré X = X| Xy X,
de deux schémas propres sur Y est encore propre sur Y, et qu'un schéma est propre sur
X si et seulement si il est propre sur X et X,, la condition (ii) est vérifiée.

Si f est un morphisme de (.S), il admet par hypothese, dans (.5), une factorisation
f = pj’, ou p est propre et j' quasi-fini séparé. En vertu de EGA IV 18.12.13, j' admet
une factorisation j' = gj, ou q est fini et j une immersion ouverte ; de plus, en vertu de
3.2.2 (ii), g et j sont dans (.S). On a alors f = (pq)j, ce qui prouve (iii). L’assertion (i)
résulte de 3.2.2 (iii).

3.2.4. Dans la suite de ce §, on suppose donnée une catégorie (S), munie de deux
sous-catégories (S, i) et (.S, p), telles que

(i) Ob(S) = Ob(S,i) = Ob(S, p);
(ii) les produits fibrés existent dans (.S, p) et sont des produits fibrés dans (.5);

(iii) V.f € FI(S), 3p € FI(S, p), 3j € FI(S, i), f = pj.

18.N.D.E. : plus généralement, tout morphisme de schémas séparé de type fini de but quasi-compact
quasi-séparé est compactifiable. Voir la N.D.E. (14) page 143.

19. N.D.E. : Gréace au théoréme de compactification, on peut également travailler dans la sous-
catégorie de la catégorie des schémas (absolus) dont les objets sont les schémas quasi-compacts quasi-
séparés et dont les fleches sont les morphismes séparés de type fini (i.e. compactifiables). Notons que la
stabilité des morphismes compactifiables par composition est équivalente a la forme générale du théoréme
de compactification.
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Les fleches de (S, i) (resp. de (S, p)) s’appelleront les immersions ouvertes (resp. les
morphismes propres).

DEFINITION 3.2.5. (i) Une compactification d’un morphisme f de (S (resp. d’un
couple (f, g), resp. d’un triple (f, g, h) de morphismes composables) est un dia-
gramme commutatif (3.2.5.1) (resp. (3.2.5.2), resp. (3.2.5.3)) dont les fleches hori-
zontales sont des immersions ouvertes et dont les fleches obliques sont propres.

308 (if) Un morphisme de compactifications est un morphisme de diagrammes (3.2.5.1)
(resp. ...) qui soit Uidentité sur la 1'°"¢ ligne verticale et propre en tous les sommets

o( .
k
h /
Zg g Z o Nz
] / / g g z
)7C 1 Y . ; .
fl / fl / ! 7
f f !
X X
(3.25.1) (3.25.2) (3.2.5.3)
PROPOSITION 3.2.6. (i) Tout morphisme (resp. tout couple (f, g), resp. tout triple

(f,g,h), de morphismes composables) admet une compactification.

(ii) La catégorie des compactifications de f est filtrante a gauche.*

(iii) Sidesdiagrammes(3.2.5.2); (i = 1,2) sont des compactificationsde(f, g), il existe
une compactification (3.2.5.2); de (f, g) et des morphismes de compactifications
de (3.2.5.2)5 dans les compactifications (3.2.5.2);.

(i) Le cas d’'un morphisme n’est autre que 3.2.4 (iii). Traitons le cas d’un triple ; avec
les notations de (3.2.5.3), il suffit de construire successivement des compactifi-

cations de f, g et h, de ig et jh, et enfin de j’h.

309 (i) Soient (3.2.5.1); et (3.2.5.1), deux compactifications de f. La projection p de
Y, X Y, dans X est propre et Y s’y envoie par (i}, i,), qui (3.2.4 (iii)) peut se
compactifier en (iy, i,) = gj. La compactification f = (p e ¢q)j domine (3.2.5.1),;
et (3.2.5.1),.

Sir et s sont deux morphismes de (3.2.5.1); dans (3.2.5.1),, le noyau K de

— ro_ —
la double fleche Y; =3 Y, s’envoie par un morphisme propre dans Y] et i; se

factorise par K : soit i | = ki. Sii = piy est une compactification de i, 'existence
de la compactification f = (71 kp)i; montre que I’axiome L, est satisfait.

(iii) Appliquons I’axiome L, des catégories filtrantes aux compactifications de f et
g déduites des (3.2.5.2); (i = 1,2). On trouve ainsi Y5 et Z; donnant lieu a des

20. N.D.E. : «filtrante a gauche » signifie « cofiltrante » (I 2.7). Pour les axiomes L, et L, dans la
démonstration de 3.2.6, cf. V 8.1.1.1.
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diagrammes commutatifs (3.2.5.1); (i = 1,2)

73 M
lg//
YT‘ Y3 5

~I—— Nl

et il reste a trouver une compactification de i3g, par Z, telle que Z puisse

s’envoyer par un morphisme propre dans Z;, de facon a donner lieu a un cube
commutatif (i = 1,2). Si le but d’'un morphisme entre compactifications de i3g,
a cette propriété, la source 1’a encore et en vertu de (ii), il suffira de s’occuper
séparément des cas i = 1 et i = 2. Soit T le produit fibré de Y; et Z; sur ¥;: 310
alors T figure dans un cube commutatif analogue a celui qu’on cherche, sauf
que la fleche k de Z; dans T pourrait ne pas étre une immersion ouverte. Posant

k = pj (p propre, j immersion ouverte) et remplacant T par la source §3 de p,
on trouve le cube cherché.

REMARQUE 3.2.7. La proposition 3.2.3 aurait encore été valable si, dans la définition 3.2.1
des morphismes compactifiables, on avait omis d’exiger que Y soit quasi-compact quasi-
séparé et demandé en compensation que j soit une immersion ouverte quasi-compacte et
non seulement un morphisme quasi-fini.

3.3. Recollement. Rappelons que les hypotheéses 3.2.4 sont satisfaites.
3.3.1. Supposons donnés :

@) pour chaque X € Ob(S), une catégorie F(X),

p) une (S, i)-catégorie cofibrée F; et une (.S, p) catégorie cofibrée F,,

¥) pour chaque X € Ob(S), des isomorphismes entre F(X), (F;)y et (F,)x,
6) un scindage normalisé de F; et un scindage normalisé de F),.

En vertu de (SGA 1 VI), il « revient au méme » de se donner plutét a) et :

(i) Pour tout morphisme propre p : X — Y, un foncteur p, : F(X) = F(Y),
(ii) pour tout couple composable (p, g) de morphismes propres, un isomorphisme 311
de foncteur ¢, , : p.q, < (pq)..
(i’) et (ii"), données analogues pour (.S, i),

ces données vérifiant les conditions suivantes :
(a) si p est une identité, alors p,, cpq €t ¢, p sOnt des identités,

(b) pour tout triple composable de morphismes propres, on a

Cpar ® D % Cqp) = Cpgro(Cpg* 1),

(@’) et (b’), conditions analogues pour (.S, p).

Supposons donné de plus,
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(iii) pour tout diagramme commutatif D

X—sY
jp/ jp J,Jj' € FI(S,i); p,p’ € FI(S, p),
J
un isomorphisme de foncteur d(D) : p,j. < j.p..
PROPOSITION 3.3.2. Si des données (i) (ii) (i") (ii") (iii) vérifient les conditions (a) (b) (a")
(b’) ainsi que (c) et (c’) énoncées ci-dessous, alors, il existe une et « essentiellement » une

seule catégorie F cofibrée sur S, munie d’isomorphismes F X g (S,i) = F; et F X5 (S, p) =
F,, compatibles a la donnée 3.3.1y) et tels que les isomorphismes d(D) de (iii) soient les

isomorphismes composés j,p, = (jp")x = (Pj")s = P

(c) pour tout diagramme commutatif du type suivant

312 dont les fleches horizontales sont des immersions ouvertes et dont les fleches
verticales sont propres, le triangle suivant d’isomorphismes d de (iii) est com-
mutatif :

p3>ki>,ki>l< J;J*pl*
-/ .
Jx P2l .
(c’) Pour tout diagramme commutatif du type suivant

/

X1—p>X2L>X3

b, b, b

quYZqY3a

dont les fleches horizontales sont propres et dont les fleches verticales sont des
immersions ouvertes, le triangle suivant d’isomorphismes d de (iii) est commu-
tatif :

. 12 12 .
13Dy Dy 4.4«

~

, .
d:124 P+

313
Définition de f,. Soit f un morphisme de Y dans X. Chaque compactification de

f, de diagramme (3.2.5.1), définit un foncteur composé 7*1'* de F(Y) dans F(X). Un
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morphisme de compactifications définit un diagramme commutatif

5] ?1

| )

(3.3.2.2) y 2 Y,
|
X .

La donnée (iii) nous fournit donc un isomorphisme

?z*iZ* = ?2* o (iny o ly,) = 72* o(py i) = 71* ol

L’axiome (c) garantit de plus que I'isomorphisme associé a un composé de morphismes
de compactification est le composé des isomorphismes associés a chacun d’eux. La caté-
gorie des morphismes de compactification étant filtrante (3.2.6 (ii)), on obtient ainsi un
systéme transitif d’isomorphismes entre les foncteurs associés aux diverses compactifi-
cation de f. Choisissant I'une d’elles, on définit le foncteur f,.

Homomorphismes de transitivité. Toute compactification d'un couple (f, g) de mor-
phismes composables (diagramme (3.2.5.2)) définit une compactification de f, une de g,
une de f o g = (fg)(j'j), et un isomorphisme cre - (S8 = f+8s, composé des
isomorphismes

(f8)e = @80 N = [,(8,0Js = [, (1.8 )Jx = ([, 1.)Z,Jx) = .8
(ou I'isomorphisme médian provient de (iii)).

Prouvons que cet isomorphisme ne dépend pas de la compactification choisie de
(f,g). En vertu de 3.2.6 (iii), il suffira de comparer les isomorphismes c fe obtenus a
partir de deux compactifications (3.2.5.2); (i = 1,2) telles qu’existe un morphisme de
compactification de la premiére dans la seconde. Les fleches de ces morphismes seront
désignées par p.

Considérons le diagramme suivant d’isomorphismes de foncteurs. Pour faciliter sa
lecture, on a omis d’écrire les .

72?2]5]2 72?21’.]{.]1 ?l El.]{.]l
\ 1) / \ ) /
72?2.]517]1 72P§1j1,j1
3 4 )
Fria8ya —— f1i28,p) foping i —— f1ih&
72i2 1 Ygljl

a) L’isomorphisme composé de la 11" ligne est I'isomorphisme 3.3.2.1 entre deux
définitions de (fg),.
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b) L’isomorphisme composé de la derniere ligne est 'isomorphisme 3.3.2.1 entre
deux définitions de f, g,.

c) Les isomorphismes verticaux extrémes sont les isomorphismes ¢ , entre (fg),
et f,g, déduits de 'une ou 'autre compactification.

Le probléme est donc de prouver que le bord extérieur du diagramme est commutatif. Un
diagramme commutatif de foncteurs reste commutatif quand on compose chacun d’eux
avec un méme foncteur. Ceci rappelé, la commutativité de (1) résulte de (c) appliqué au
diagramme

La commutativité de (3) et (5) est triviale, celle de (2), qui concerne essentiellement des
morphismes propres, I’est aussi. Reste a considérer ’hexagone (4).
Considérons le cube commutatif suivant

¢ - 7
/ & /
— J —= _
Z,¢ ‘ Z, %
\ AS
\\ \
\‘\ El \\ !
gl/ T | )
Y© Y,

Il y a six facons de parcourir les arétes de ce cube Z; a Y,, chacune « adjacente » a
deux autres ; on dispose d'un isomorphisme entre les foncteurs composés associés a deux
chemins adjacents (i.e. séparés par une seule face) et la commutativité de (4) résultera
de la commutativité de I’hexagone ainsi obtenu.

Lamorale de ce genre de diagramme est qu’une aréte représente un foncteur, une face
un isomorphisme entre foncteurs composés et un volume une condition de compatibilité
(entre les faces qui en sont le bord). On décomposera le cube en deux prismes a base

triangulaire (par le « plan » Z, Z,YY,) pour se ramener aux hypothéses (c').



3. RECOLLEMENT DE CATEGORIES FIBREES OU COFIBREES 175

De fagon précise, on complete I'hexagone en le diagramme d’isomorphismes suivant
(pour faciliter sa lecture, les * ont été omis) :

/ gzjép \
i2§2p Ezpj{
ir(&2p) (gzp)j {
i21Y§1 \ / pgl]{
pilgl

Les triangles sont trivialement commutatifs et les pentagones le sont en vertu de (c’).

Condition de cocycles. Vérifions que les isomorphismes ¢ , construits en 3.3.2.3 vé-
rifient une condition de cocycle pour un triple (f, g, 7)) de morphismes composables.
Introduisons une compactification de (f, g, h), de diagramme (3.2.5.3) et considérons le
diagramme d’isomorphismes de foncteurs suivant :

_ Cr o kh, .
figihk — " 75j jhk
f**Cg’h
Cre.h
Fighk'k ——— fgj'hk'k

Fehk" k'k.

La commutativité du carré est triviale, celle des triangles résulte de (c) et (¢’). La commu-
tativité du bord extérieur étant ce qu’il fallait démontrer, ceci acheve la démonstration
de 3.3.2.

3.3.3.  Supposons données sur (.5, i) et (S, p) respectivement des catégories fibrées
munies d’un scindage normalisé F; et F),, et supposons que F; et F), ont méme fibre F(X)
en tout X € Ob S.

D’apres SGA 1 VI, il « revient au méme » de se donner plutot :

(i bis) pour tout morphisme propre p : X — Y, un foncteur p* : F(Y) — F(X),
(ii bis) pour tout couple composable (p, g) de morphismes propres, un isomorphisme
de foncteur ¢, , : ¢*p* < (pg)*,
(i’ bis) et (ii’ bis) données analogues pour (S, i), ces données vérifiant les conditions (a
bis) (b bis) (a’ bis) (b’ bis) duales de 3.3.1 (a) (b) (a") (b").
Supposons donné de plus,
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(iii bis) pour tout diagramme commutatif D

un isomorphisme de foncteurs d(D) : j'*p* < p'*j*.

On laisse au lecteur d’énoncer les conditions (c bis) et (¢’ bis) duales de 3.3.2 (c) et
(c").

Des raisonnements paralléles a ceux qui précedent prouvent alors la proposition sui-
vante.

PROPOSITION 3.3.4. Si des données (i bis) (ii bis) (i’ bis) (ii’ bis) (iii bis) vérifient les
conditions (a bis) (b bis) (a’ bis) (b” bis) (c bis) (¢’ bis), il existe une et essentiellement une
catégorie F cofibrée sur S et munie d’isomorphismes F X (S,i) = F;, F X5 (S,p) = F,,
ces isomorphismes étant compatibles avec les identifications F;y = F,x (X € Ob S) et tels
que les isomorphismes d(D) de (iii bis) deviennent les isomorphismes composés p'™ j* =
Gp'* =i =j"p"

On notera cependant que 3.3.4 n’est pas dual de 3.3.2, car les hypotheses faites sur
(.S, i) et (S, p) ne sont pas autoduales.

4. Résolutions. Application a la fleche de changement de base

4.1. Résolutions plates. Rappelons quesi f : (X, A) — (Y, B) est un morphisme
de sites (ou de topos) annelés, I'image réciproque par f d’un faisceau de B-modules a

gauche M est le faisceau de .A-modules a gauche A ® 5 f* M.

ProrosiTION 4.1.1. Soient f : (X, A) — (Y, B) un morphisme de sites annelés, K un
faisceau de A-modules a droite, et 0 - L — M — N — 0 une suite exacte de faisceaux
de B-modules a gauche. Si M et N sont plats, alors

(i) L est plat,
(ii) la suite suivante est exacte :

Factorisons f en les fleches (X, .A) 5 (X, f~1B) - (Y, B). Le foncteur v* est exact,
et transforme Modules plats en Modules plats (V 1) de sorte qu’il suffit de prouver 4.1.1
pour u. L’isomorphisme

4.1.1.1) K®uA®; 153 P)=K®, 15P

nous ramene alors au cas ou f est I'identité.



4. RESOLUTIONS. APPLICATION A LA FLECHE DE CHANGEMENT DE BASE 177

Soit une suite exacte ) - R - P — K — 0 avec Pplat. Les lignes et colonnes du
diagramme suivant sont exactes :

0—RQIM—PROIM—KQIM——0

0—=RQN—PQRJIN—KQQM——0

0 0 0

Appliquons le diagramme du serpent au deux premieéres colonnes : on trouve

0LK®QL->K®M,

ce qui prouve (ii). Sans plus supposer Pplat, on sait que dans le diagramme précédent les
trois colonnes et deux lignes sont des suites exactes courtes; la premiére ligne est donc
exacte, i.e. L est plat.

4.1.2. Soit § une sous-catégorie de la catégorie des sites annelés.?! Les faisceaux
de modules sur les sites annelés de & forment une catégorie M, abélienne sur & (2.2.2),
fibrée et cofibrée, dont les fibres sont les opposées des catégories usuelles de faisceaux
de modules sur un site. On désignera par K(S) la catégorie K(M) (2.2.8) et par K*(S)
(resp. K~ (&)) la sous-catégorie pleine de K (&), dont les catégories fibres sont les oppo-
sées des catégories K*(S) (resp. K~(5)) pour S € Ob 8. Les catégories K(S), K*(S) et
K~ (8) sont triangulées sur 8, fibrées et cofibrées.

Soit f : S — S’ une fleche de §. Tout injectif est acyclique (1.2.3) pour le foncteur
Rf,, et tout faisceau de modules plats est acyclique pour le foncteur Lf* (4.1.1 et 1.2.6),
d’ou des foncteurs dérivés (1.2.7)

(4.1.2.1) Rf, : DY(S) — D*(S")
(4.1.2.2) Lf* : D= (S") — D= (S5).

Si Rf, (resp. Lf™) est de dimension finie, on peut dans (4.1.2.1) (resp. (4.1.2.2)) rem-
placer I'exposant + (resp. —) par b, par — (resp. +) ou le supprimer (1.2.10).%2

On désigne par D(S) (resp. D*(S), resp. D™(S)) la catégorie déduite de K(S) (re-
sp. K(8), resp. K~(8)) en inversant les quasi-isomorphismes.

ScHOLIE 4.1.3. (« Théoréme trivial de dualité »).

(a) On suppose que tous les foncteurs Rf, (resp. Lf*) sont de dimension finie. Alors :

(i) La formation de D(S) commute a tout changement de catégorie base §' — S.

La catégorie D(S) est triangulée sur § (2.2.3), et ses fibres s’identifient aux
opposées des catégories D(S) pour .S € Ob S.

21. N.D.E. : la théorie vaut plus généralement pour des catégories & formées de sites annelés.

22. N.D.E. : en utilisant les résolutions de Spaltenstein, on peut supprimer les exposants incondi-
tionnellement. Dans le cas commutatif, voir M. Kashiwara et P. Schapira, Categories and Sheaves, Springer,
2010, cité [KS] dans la suite, 18.6.
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(ii) La catégorie D(S) est cofibrée (resp. fibrée) sur S. Soit f : S — S’ ;si Lf*
(resp. Rf,) est de dimension finie, alors tout objet de D(S") (resp. D(S)) a
une image réciproque (resp. directe) par f au sens de la catégorie D(S) sur S.
Les foncteurs image réciproque et image directe s’identifient a L f* et Rf,.

(iii) Tout objet de D~(S") (resp. D*(S)) a une image réciproque (resp. directe) au
sens de D(S) et le foncteur image réciproque (resp. directe) s’identifie a L f*
(resp. Rf,)?

(b) (i) La formation de D~(S) (resp. DY (S)) commute a tout changement de catégo-
rie base 8’ — §. La catégorie D™(S) (resp. D*(S) est triangulée sur S, et ses
fibres s’identifient aux opposées des catégories D~ (.S) (resp. D¥(SS)).

(i) La catégorie D~(S) (resp. D*(S)) est fibrée (resp. cofibrée) sur S ; les fonc-
teurs « image réciproque » (resp. « image directe ») s’identifient aux foncteurs
dérivés Lf™ (resp. Rf,).

(i) Si f : S — S’ est tel que Rf, (resp. Lf*) soit de dimension finie, tout
objet de D™(S) (resp. DT(S’)) a une image directe au sens de D~ (S) (re-
sp. une image réciproque au sens de D*(8)), et le foncteur « image directe »
(resp. « image réciproque ») s’identifie a Rf, (resp. Lf™).

Il suffira de vérifier que dans chaque cas les hypothéses de 2.4.1 ou 2.4.3 sont remplies,
les autres assertions se déduisant aprés un changement de base {S} — §,oul — &, de
2.3.5 et 1.2.10. Dans le cas (b), les complexes de faisceaux plats (resp. flasques) satisfont
aux hypothéses de 2.4.3 (resp. 2.4.1). Dans le cas (a), on utilisera 2.4.1 (resp. 2.4.3) de fagon
an’avoir a considérer que des f tels que la dimension de Rf, (resp. Lf*) soit majorée par
N fixe. Prouvons qu’il existe « assez » de complexes K dont les composantes ont leurs
images directes (resp. réciproques) toutes acycliques pour les foncteurs image directe
(réciproque) considérés. Soit K un complexe et K* (resp. K, ) une résolution de Cartan-
Eilenberg de K par des complexes a composantes flasques (resp. plates).?* Sin > N, on
voit que f,72,(K*) =z, f.(K¥) (resp. f*7{_,(K,) = 7Z_,f*(K,)) ou t” désigne un
tronqué relativement a la seconde différentielle. Pour n > 2N, on en déduit que z7,(K™)
(resp. tZ_,(K,)) vérifie '’hypothése de 2.4.1 (resp. 2.4.3), et tout complexe K est la source
(resp. le but) d’un quasi-isomorphisme de but (resp. de source) un tel complexe.

4.1.4. Considérons un carré commutatif de sites annelés (4.1.4.1) (cf. 0.11)

!/

x' 2 . x

(4.1.4.1) f,l lf

s .S

On peut considérer la sous-catégorie de la catégorie des sites réduite a ce diagramme ;*°

on utilise alors 2.1.3 pour définir un « morphisme de changement de base » de Lg*Rf,,
dans Rf)Lg'" lorsque 4.1.3 est applicable :

PROPOSITION 4.1.5. La fléche 2.1.3 de changement de base, de Lg* Rf, dans Rf)Lg'",
est définie dans chacun des cas suivants :

23. N.D.E. : les hypothéses de finitude de dimension dans (a) sont superflues. Cf. la N.D.E. précé-
dente.

24. NDE. : on exige seulement que 'augmentation K” — (K*)?" (resp. (K,)’" — KP?) soit une
résolution flasque (resp. plate) pour tout p.

25.N.D.E. : il faut plutdt considérer la catégorie formée de sites annelés définie par ce diagramme,
qui n’est pas une sous-catégorie stricto sensu de la catégorie des sites annelés en général. Cf. la N.D.E. (21)
page 177.
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(i) On travaille dans les catégories D, et Lg*, Lg'" sont de dimension finie.
(ii) On travaille dans les catégories D™, et Rf,, Rf/ sont de dimension finie.
(iii) On travaille dans les catégories dérivées entiéres, et Rf,, Rf., Lg*, Lg'" sont de
dimension finie, ainsi que Lf* et Lf'" (ou : ainsi que Rg, et Rgl).*

On notera que la derniére hypothése de (iii) semble canularesque. Le rédacteur ne
sait pas s’en débarrasser sauf lorsque les sites considérés ont assez de points (4.2.12). Les
propriétés fonctorielles de cette fleche de changement de base s’obtiennent aussitot a
partir de la description 2.1.3.

4.1.6. Soit (S, A) un site annelé, et considérons le foncteur « produit tensoriel »

® : Mod(S, A°) X Mod(S, A) — Mod(S, C)

ou C est le centre de A.

La recette de 1.1.6, pour I’application de laquelle on définira le complexe simple asso-
cié a un double complexe par une somme, permet d’étendre ce foncteur en un foncteur
encore noté ® :

® : K(S, A )X K(S,A) — K(S,0C).
PROPOSITION 4.1.7. Avec les notations précédentes :

(i) Le foncteur produit tensoriel est dérivable a gauche (1.2.1) en un foncteur « produit
tensoriel total »

L
® : D (S,A)X D (S,A) — D (S,C);

L
(ii) un couple (K, L) de complexes bornés supérieurement est déployé pour @ des que
K ou L est a composantes plates.

La démonstration est standard.

L
Notarion 4.1.8. SiK € D™ (S, A%) et L € D™ (S, A), on désigne par K® L le produit

L L
tensoriel total de K et L. Le faisceau H,(K® L) = H *(K® L) se désigne par Tor; (K, L)
et s’appelle le k™™ hypertor local de K et L.

Soient K € D™(S, A°)et L € D™(S,.A).Si H'(K) = Opouri > ket H'(L) = 0 pour
) L L
i > ¢, on vérifie que H (K® L) = Opouri > k+/ et que H***(K®Q L) = H*(K)® H*(L).
L

Fixons K et regardons K® L comme un foncteur en L. Si on applique la définition 1.2.9 de
I’amplitude cohomologique comme intervalle de Z, la borne supérieure de cet intervalle
est de nature triviale. C’est le plus grand entier i tel que H'(K) # 0. La borne inférieure
est plus intéressante :

DEFINITION 4.1.9. On dit qu’'un complexe K € Ob D*(S, A°) est de tor-dimension
< n si les conditions équivalentes suivantes sont vérifiées :

(i) Pour tout A-module L, Tor; (K, L) = 0 pour k > n.

(ii) Pour tout complexe de A-modules L tel que H'(L) = 0 pouri < /, Hi(Ké L)=0
pouri < {—n.

(iii) II existe un quasi-isomorphisme de but K et de source un complexe borné K', a
composantes plates et nulles pouri < —n.

26. N.D.E. : les hypothéses de finitude de dimension dans (iii) sont superflues. Cf. la N.D.E. (22)
page 177.
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4.1.10. Voici quelques variations possibles :

(i) Si K € Ob D?(S, A°) est de tor-dimension finie et si L € Ob D(S, A), alors le
L

foncteur ® est défini (1.2.1) en (K, L).

(ii) Si K € Ob K*(S,.4°) a des composantes de tor-dimension finie, le foncteur
L— KQ®L(LeK(S,A)) est dérivable a gauche.

(iii) Si tout Module est de tor-dimension finie,?’ le foncteur ® se dérive en un fonc-
teur

é : D(S, A°) X D(S, A) — D(S,0).

326

4.2. Résolutions flasques de Godement.

4.2.1. Soient S un topos et X un ensemble. Il revient au méme de se donner une
famille de points de S indexée par X ou de se donner un morphisme k : Top(X) —
S du topos défini par l'espace topologique discret X dans S. Pour que la dite famille
soit conservative (IV 6.4.1), il faut et il suffit que pour tout faisceau F de .S, la fleche
d’adjonction de F dans k, k™ F soit un monomorphisme (cf. IV 6.4.0).

DEFINITION 4.2.2. Soit k : Top(X) — S une famille conservative de points d’un to-
pos S. On appelle résolution de Godement ou résolution flasque canonique (relative a X)
d’un faisceau abélien F de S, et on désigne par Cy(F) (ou simplement C*(F)), la résolution
a droite suivante de F :

1) COF) = k,k*Fete : F — C(F) est la fleche d’adjonction.
2) Posons d~! = €; on définit par récurrence, pourn > 0
C"™1(F) = C%coker d" "), et d" comme fléche composée
d" : C"(F) — coker(d"™") — €°(coker(d"™")).
PROPOSITION 4.2.3. Sous les hypothéses de 4.2.2,
(i) C"(F) est un faisceau flasque V 4.1,
(ii) C"(F) est un foncteur exact en F,
(iii) la fibre en un point x € X du complexe C*(F) est une résolution canoniquement
scindée de F,.
327 Les faisceaux C"(F) sont flasques en tant qu'image directe de faisceaux (automati-

quement flasques) sur I’'espace topologique discret X.

Les foncteurs k* et k,, sont exacts. Le foncteur € est donc exact. Prouvons par récur-
rence sur n > 0 que le foncteur 2"(F) = coker(d"!) est exact, donc aussi "1 = 92",
Posons 2~ !(F) = F. Une suite exacte de faisceaux

0—F —F—F'—0

27.N.D.E. : cette condition est superflue. Dans le cas ou A est commutatif, voir [KS], 18.6, cité dans
la N.D.E. (22) page 177.
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définit pour n > 0 un diagramme

0 0 0

0_>2n—1(F/) - Zn_l(F)—>Zn_1(F”) — 0

0——C"(F') C"(F) C"(F")y——0
0 —— 2"(F") ZM(F) ZMF")——0
0 0 0 )

dont les colonnes sont exactes, ainsi, d’aprés ’hypotheése de récurrence, que les 2 pre-
mieres lignes. La 3™ ligne est donc exacte, et (ii) est prouvé.
Les suites exactes courtes

0 — 2"Y(F) — C(F) — 2"(F) — 0
sont des cas particuliers de la suite exacte courte
(4.2.3.1) 0— F5 C%F) - 20(F) = 0

(faire la substitution F ~ 2"~!(F)). Pour prouver (iii), il reste & prouver que la suite
image réciproque de (4.2.3.1) par k est canoniquement scindée. La fleche composée

k*(e)
k*F —— k*COF = k*(k,k*)F = (k*k,)k*F —> k*F

est en effet I'identité.
REMARQUE 4.2.4. Si (x;);cx est une famille conservative de points d’un site, a cette

famille correspond une famille conservative de points du topos engendré, qui permet
encore de définir les résolutions flasques canoniques.

REMARQUE 4.2.5. Si S est un topos annelé, les foncteurs €" transforment Modules en
Modules.

REMARQUE 4.2.6. Soit & une catégorie formée de sites. Supposons donné, pour chaque
S € Ob 8, un ensemble S et une famille conservative kg : Top(S¢) — S de points de
S indexés par S?. Supposons que S soit fonctoriel en .S et que les diagrammes

fd
Top(S?) —— Top(T?)
Jis Jor
s— 7 7

soient commutatifs. Les résolutions flasques canoniques correspondantes sont alors « fonc-

torielles en S ».

Si S est la catégorie des espaces topologiques, on peut prendre S¢ = ensemble sous-
jacent.
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Si & est la catégorie des sites étales de schémas .S localement de type fini sur un
schéma S, et si pour chaque s € S, k(s) est une cloture algébrique de k(s), on peut
prendre pour S¢ I'ensemble des points de S & valeurs dans I'un des k(s).

On peut remplacer la condition « de type fini » par une condition de cardinal si les
clotures algébriques k(s) sont remplacées par des extensions algébriquement closes assez
grandes.

4.2.7. Un des intéréts des résolutions flasques canoniques est qu’elles permettent
de construire des complexes déployés a la fois pour des foncteurs du type « produit ten-
soriel » et pour des foncteurs du type «image directe ». Elles permettent par la une
construction peut-étre plus compréhensible des morphismes de changement de base
(4.1.5).

LEMME 4.2.8. Soient f : (S, A) — (S',B) un morphisme de sites annelés, K €
Ob K(S, A°) et L € Ob K(S’, B) des complexes et k : Top(X) — S un ensemble conser-
vatif de points de S. On suppose remplie I’'une des conditions suivantes :

(a) Les cohomologies de K et L sont bornés supérieurement ;

(b) A est de tor-dimension finie sur f ~' B et K € Ob D’(S, .A°) est de tor-dimension
finie;

(c) L € Ob D’(S’, B) est de tor-dimension finie.

Alors le foncteur (K, L) — K ® f*L est dérivable a gauche (1.2.1) en (K, L) ; soit
L
® Lf™* son dérivé.
L L
(i) Six est un pointde S, alors(KQLf*L), ~ K, ®23f(x) L (-

L
(i) Le couple (K, L) est déployé a gauche pour @ f* (1.2.1) si et seulement si, pour
tout x € X, le couple (K, L)) est déployé a gauche pour le foncteur Bz,

L
(iii) Sous les hypotheses (a) ou (b), le foncteur K@ f* L en L est d’amplitude cohomo-
logique C d (1.2.9) si et seulement si, Vx € V, le complexe K, de B ;(,,-modules

est de tor-amplitude C d.*®

Ce lemme, dont la démonstration est standard, exprime la « nature ponctuelle » du
foncteur considéré.

4.2.9. Soit L un complexe. On appelle résolution de Godement (relative a X) de L le
complexe simple (défini en terme de sommes) associé au complexe double €* L (1.1.4). On
appelle résolution de Godement tronquée a l'ordre n t<,C* L le complexe simple associé au
complexe double déduit de C* L par troncature (1.1.15) dans le sens de la différentielle
de Godement. En vertu de 4.2.3 (iii), L est point de X par point de X homotope aux
complexes 72,C* L et C* L ; ces complexes sont donc « aussi bons que L » vis-a-vis des
foncteurs du type « produit tensoriel » (4.2.8).

PROPOSITION 4.2.10. Soient (S, A) un site annelé, X un ensemble conservatif de points
deSetN,M € NU{oo} avec N ou M < o0. Soit A la sous-catégorie de K(.S) formée des
complexes L tels que

(@) Si N = o0, alors H'(L) = 0 pouri assez grand; si M = oo, alors H'(L) = 0 pour
i assez petit.

(b) Quels que soient x € X et le A,.-module Q de tor-dimension < N, le complexe L,
est déployé a gauche pour le foncteur Q ® 4 .

28. N.D.E. : les hypotheése (a) (b) et (c) sont toutes superflues. Cf. la N.D.E. (22) page 177.
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(c) Quel que soit le morphisme de topos f : S — E, de dimension cohomologique
< M, le complexe L est déployé a droite pour le foncteur f,.

Alors, Uinclusion de A dans K(S) induit une équivalence entre la catégorie déduite de
A en inversant les quasi-isomorphismes et la catégorie D*(S), * = + si N < M = oo,
*=—8siM < N =oco0etx =blancsi N, M < oo.

Soit K un complexe vérifiant (a). Si N = oo, alors la fleche canonique @ : K; =
7.;,K — K est quasi-isomorphisme pour i assez grand. Si N < oo, on pose K| = K.
Soit K| une résolution plate de Cartan-Eilenberg et posons K, = 7z{_y K| (troncature
dans le sens de la nouvelle différentielle). La fleche composée de K, dans K est un quasi-
isomorphisme, et K, vérifie (b).

Soit K un complexe vérifiant (a) et (b). Si M = o0, alors N < oo ; pour i assez grand,
b : K — 7,,K; = Kj est un quasi-isomorphisme et K; vérifie encore (a) et (b). Si
M < o0, on pose K = Kj3. Soit Ky = 77,,C*K5. Alors K, vérifie (a) (b) et (c) par 4.2.3
(ii). -

La proposition résulte donc de deux applications successives de [11, I 2.4.2].

VARIANTES 4.2.11. Si N < oo (resp. si M < oo, resp. si N, M < oo0) alors on aurait
pu travailler de méme avec des complexes bornés inférieurement (resp. supérieurement,
resp. bornés).

4.2.12. Voici comment utiliser ces constructions pour définir le morphisme de chan-
gement de base 4.1.4 sous des hypotheses plus générales que celles de loc. cit., lorsque les
sites considérés ont assez de points.

Soient un diagramme commutatif (cf. (0.11)) de sites

g/
X —X
(4.2.12.1) lf, Lf
s L=,
A un faisceau d’anneaux sur S, A’ un faisceau d’anneaux sur S’ et L un complexe de
(A', g* A)-bimodules sur .S’. On suppose que :
(i) les sites X et X' admettent des familles conservatives de points, k : O — X et
k' : Q' - X', s’insérant dans un diagramme commutatif
%
Q' —0
(4.2.12.2) Lk/ lk
X'’ 8 X
(ii) L’une des hypotheéses suivantes est remplie :
(a) Les foncteurs Rf, et Rf] sont de dimension cohomologique finie, et L est
borné supérieurement. On pose s = —.
(b) L estborné inférieurement, a composantes de tor-dimension uniformément

bornée (comme g*.4-modules). On pose s = +.
(c) L estborné, et les hypothéses de (a) et (b) sont remplies. On pose s = blanc.

L
On désigne par L@ Lg* : D*(S, . A) - D*(S’, A’") le foncteur dérivé gauche (1.2.1)
du foncteur K = L ®,« 4 g*K de K*(S, A) dans K*(S"’, A").
On se propose de définir une fleche de changement de base

L L
(4.2.12.3) @ LQLg*Rf.K — Rf!(f'*"L®Lg "K)
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pour K dans D*(X, .A).%
En vertu de 4.2.10, il suffit de la définir, fonctoriellement en K, pour les complexes
appartenant a la catégorie A de 4.2.10, pour

N > sup (tor-dim de L' sur g*)

1
M > dimension cohomologique de Rf,.

L
Un tel complexe est déployé tant pour le foncteur Rf, que pour le foncteur f'*L ® a
Lg’'" (4.2.8). Les fleches canoniques
a: f,K — Rf.K
1% L 1% 1k IE]
p:fMLOLE K— fTL®g K

sont donc des quasi-isomorphismes. Pour calculer le membre de gauche I de (4.2.12.3),
il suffit donc de prendre une résolution gauche (i.e. un quasi-isomorphisme)

y . Ky — f.K,

L
avec K, déployé pour L @ Lg*; on a

De méme, pour calculer la membre de droite 1 de (4.2.12.3), il suffit de prendre une
résolution droite

5: fLR®g" K — Ky,
avec K, déployé pour Rf, ;ona

On définit alors la fleche de changement de base comme le composé
I~L®g'K > L®f.KS [If" LK) > fIKy =11,

ou la fleche c est la fleche de changement de base usuelle, au niveau des vrais complexes.
Cette fleche de changement de base a la propriété caractéristique suivante, qui rend
en principe aisée la vérification de ses propriétés de compatibilité.

PROPOSITION 4.2.13. Sous les hypothéses précédentes, soient K € Ob C*(X, A), K; €
ObC*(S, A) et K, € ObC*(X', A). Soient de plus u un f-morphisme de K dans K,
ie.u € Hom(Ky, f,K) ~ Hom(f*K{, K), et v un morphisme de "L ® g'*K dans K.
On déduit de u, v et de la fléeche de changement de base usuelle un morphisme de complexes
cup - L®g*K| — f/K,. Soientu’, v" et c,, les fleches composées

W K, > f,K > Rf,K
v LQLZ)Lg’*K S LRg K> K,
¢y LOLY K, - L®g" K|~ fIK, - RfLKy.
Le diagramme suivant est commutatif

29.N.D.E. : des adjonctions dans les catégories dérivées non bornées permettent de définir une telle
fleche sans les hypotheses (i) et (ii). Cf. la N.D.E. (22) page 177.
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L L
LQLg*Rf,K—2= RfL(f*L ®Lg"*K)

(4.2.13.1) ]Léngw> lRﬁHuﬁ

/

L
L®Lg'K, — Rf!K,.

Supposons tout d’abord que K; = f,K et que K, = f'*L ® g'*K, et soit un dia-
gramme commutatif de complexes

K¢——K

.

K¢ ——s K?

tel que K¢ soit déployé pour f'*L é Lg'*, que K" soit déployé pour Rf, et que K¢
soit déployé pour ces deux foncteurs : pour construire ce diagramme, on commence par
construire K¢, puis on applique une résolution flasque canonique (éventuellement tron-
quée) a K% et K.

Appliquons le foncteur f, (resp. L ® g’) a ce diagramme, et résolvons les com-
plexes du diagramme (K, KY, Kf’, K¥) (resp. (K, K7, Ké’, K5)) de facon a obtenir un
cube commutatif, ou &~ désigne un quasi-isomorphisme :

K

=N\ “,/’\

Q

/ ~
Ky Ki
, L
avec K, Kla’, K{’,, K§ déployés pour le foncteur L ® Lg* (resp. 336
K, = K}

.
\ \
e z yK, -

2 k)

b/
KZ

K;

avec K/, Ké‘,, bi ', Kﬁl déployés pour le foncteur Rf). Utilisant les morphismes usuels
de changement de base, on obtient un prisme commutatif de complexes sur ..

K;
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L®g*K1 L®g*Kl f*KZ f*Kz’

I B U W
\ VLY
/ \ \/ u\@/

L®g*KC L®g*K‘ [iKS ————

337 et on conclut en notant que les fleches du diagramme (4.2.13.1) s’identifient aux fleches
composées suivantes :
pour @ : la composée des fleches @;
L

pour L ® Lg*(u’) : la composée des fleches @, dont une fléeche inverse d’un quasi-
isomorphisme ;

pour Rf(v') :1a composée des fleches @, dont une fleche inverse d’un quasi-isomorphisme ;

pour ¢, : la composé des fleches @.

Dans le cas général, posons K| = f,K et K} = 'L ® g*K. On dispose alors d’'un
diagramme

L L
LQLg*Rf, K —=RfL(f"*L ® Lg"*K)

. | T~

L®Lg*K, L®Lg*K] Rf!K; Rf{K,,

dont les triangles sont commutatifs, ainsi que le rectangle intérieur d’apreés ce qui pré-
cede. Le contour est donc commutatif, et ceci prouve 4.2.13.

338
4.3. Lethéoreme de changement de base. On se propose de reformuler en termes

de catégories dérivées le théoreme de changement de base pour les morphismes propres
XII 5.1 (ii).
THEOREME 4.3.1. Soit un diagramme cartésien de schémas

gl

X’ X
jf’ lf
Y al S

avec f propre. Soient A et A’ des faisceaux d’anneaux de torsion sur S et S’ et L un
complexe borné supérieurement de (A', g* A)-bimodules. On suppose que la dimension des
fibres de f est bornée. L’hypothése 4.2.12 (a) est alors remplie, et la fleche de changement de
base (4.2.12.3), entre foncteurs de D~(X, f*A) dans D=(S', A’) :

L L
ok : LQLg*Rf.K — Rf/(f""L®Lg “K),

est un isomorphisme.
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Les foncteurs considérés sont triangulés et « way-out» [6, I 7], de sorte que, pour
vérifier que @ est un isomorphisme, il suffit de vérifier que les @i k) sont des isomor-
phismes. On peut donc supposer que K est réduit a un faisceau de f*.4-modules (de
torsion) placé en degré 0.

Pour vérifier que @ est un isomorphisme, il suffit de le vérifier apres application
du foncteur d’oubli de la catégorie des .A’-Modules dans celle des Z/nZ-Modules, ou
nA=nA =0.

Ceci permet de se ramener au cas ou A’ = Z/nZ, avec nA = 0. On peut alors
remplacer L par un complexe isomorphe dans la catégorie dérivée, a composantes plates
sur g*A, et borné supérieurement. Les foncteurs considérés étant triangulés et « way
out» en L, il suffit de vérifier que @g est un isomorphisme apreés avoir remplacé L
par une de ses composantes. On peut donc supposer que L est réduit a un faisceau de
g" A-modules plats placé en degré 0. Il faut prouver que les fleches

®! LQg*RIf, K — RIfI(f""L® g*K)

sont des isomorphismes. Soit s un point géométrique de S’, X la fibre de X’ en s et
K les images réciproques de K sur X . En vertu de XII 5.1 (iii), la fibre en s de ¢ est la
fleche

el L, ® HI(X,,K) — HYX,,L; ® K).
En vertu du théoréme de D. Lazard [7], le A ;-module plat L est limite inductive fil-
trante de A -modules libres L ; le foncteur H7(X, *) commute aux limites inductives
filtrantes (VII 3.3). La fleche ¢? est donc limite inductive des fleches

@ : L,; ® HI(X,,K) — HYX,,L;; ® K).

Ces derniéres sont évidemment des isomorphismes, donc aussi ¢, et @7 est un isomor-
phisme.

VARIANTES 4.3.2. (i) Lorsque L est un complexe borné de composantes de tor-
dimension finie sur g*A, les hypotheses (c) de 4.2.12 sont remplies, et on peut
travailler dans la catégorie dérivée entiére.>

(ii) Si L borné inférieurement, a composantes de tor-dimension uniformément bor-
née sur g* A, les hypothéses (b) de 4.2.12 sont remplies, méme si A et A’ ne
sont pas de torsion; la fleche de changement de base @ (K € D*(X, f*A))
sera un isomorphisme si les faisceaux #(K) sont de torsion.

5. Les foncteurs image directe a support propre

5.1. La construction fondamentale. On se propose de suivre le programme in-
diqué en 3.1 et de définir le foncteur Rf, pour f un morphisme compactifiable (3.2).
On montrera en appendice comment traiter le cas d’'un morphisme séparé de type fini
quelconque.®!

5.1.1. Soient X un topos, U on ouvert de X (IV 8.3) et j le morphisme d’inclusion de
U dans X. On a défini en IV 5.2 un foncteur « prolongement par le vide » de la catégorie
des faisceaux d’ensembles sur U dans celle des faisceaux d’ensembles sur X. Ce foncteur
Jji est adjoint a gauche au foncteur de restriction j*.

On désigne encore par j, le foncteur de la catégorie des faisceaux d’ensembles poin-
tés sur U (resp. des faisceaux en groupes, resp. des faisceaux de j*.4-modules pour A
faisceau d’anneaux sur X) dans la catégorie analogue sur X, adjoint a gauche au foncteur

30.N.D.E. : on peut travailler dans la catégorie dérivée entiére sans ces hypothéses. Cf. laN.D.E. (22)
page 177.
31. N.D.E. : Cf. la N.D.E. (14) page 143.
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de restriction j* (IV 11.3.1). Ces trois foncteurs j, sont compatibles aux foncteurs d’oubli,
de la catégorie des Modules dans celle des Groupes, et de la catégorie des Groupes dans
celle des Ensembles pointés 3. Sii : F — X est 'inclusion du fermé complémentaire de
U, alors j* j, est (canoniquement isomorphe a) 'identité et i* j, est le foncteur constant
de valeur l'objet initial (ou final, cela revient ici au méme). Ceci caractérise d’ailleurs j.
On en déduit que les trois foncteurs j, envisagés sont exacts et s’injectent dans les fonc-
teurs j, correspondants. On les appelle foncteurs de prolongement par zéro. La formule
(j1J2)" = j3Ji se transpose en un isomorphisme de transitivité

(121 = Jindar-
Les foncteurs j, sont compatibles aux changements de base :

LEMME 5.1.2. Soient f : X — Y un morphisme de topos, V un ouvert de Y et U son
image réciproque dans X :

v—" 1%
| |
x—7 vy

Il existe alors un et un seul isomorphisme de changement de base f* j, = j,’f’* rendant
commutatif le diagramme

[y —— i f"

(5.1.2.1) JA [
frhe—=Jif",
ot « est la fleche de changement de base.

PREUVE. La fleche de changement de base @ : j*f, — flj'" est trivialement

un isomorphisme. Elle se transpose en un isomorphisme de changement de base ¢’ :
i * — f*j,. Pour vérifier que le diagramme (5.1.2.1) est commutatif, il suffit de voir
que sa restriction a U lest, ce qui est trivial.

5.1.3.  Sous les hypothéses de 5.1.1, avec X annelé par un faisceau d’anneaux A, le
foncteur j, sur les Modules est exact, donc passe trivialement aux catégories dérivées
et définit un foncteur, encore noté j,, de D(U, j*A) dans D(X, .A). On dispose encore
d’isomorphismes de transitivité

(5.1.3.1) (12! = junjar-
On a encore, au niveau des catégories dérivées, une formule d’adjonction
(5.13.2) Hom p,x,(j; K, L) — Hompy(K, j*L).

5.1.4. Soit f : X — Y un morphisme propre, A un faisceau d’anneaux de torsion
sur Y, et annelons X par le faisceau d’anneaux image réciproque de .A. Supposons que
la dimension des fibres de f soit majorée par un entier n (ce qui est le cas si Y est quasi-
compact). On sait alors que pour chaque faisceau de f*.4-modules Fsur X, les faisceaux
RA f, F sont nuls pour g > 2n (XII 5.3 bis). Le foncteur f, admet donc un foncteur dérivé
(1.2.10)

Rf, : D(X, f*A) — D(Y, A).

Si f est le composé gh de deux morphismes propres, on dispose d’'une formule de

31. Mais pas dans celle des Ensembles !
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transitivité Rf, = Rg,Rh,, qu'on peut comme d’habitude exprimer en terme de caté-
gories cofibrées (Scholie 4.1.3).
5.1.5. Soit un diagramme commutatif de schémas

U—— X

J1
(5.15.1) Lg L f
V——-Y,
I
dans lequel j; et j, sont des immersions ouvertes et f, g des morphismes propres dont la
dimension des fibres est majorée par un entier . Soit A un faisceau d’anneaux de torsion

sur Y, et annelons U, Vet X par les images réciproques de .4. En vertu de (5.1.3.2), si
K € D(U), définir une fleche

revient a définir une fleche
' : Rg*K_)J;Rf*Jl'K

Le produit fibré X' = V' X yX s’insére dans un diagramme commutatif
Uk, X' —=X
J2
(5.1.5.3) lg lf’ lf
V== V—=Y,
I
et, trivialement, on a jSRf,j;, K ~ Rf[(j;*j1 1K) ~ Rf.k K.
La fleche k est une immersion ouverte propre ; on a donc k, = k,, d’ou un isomor-
phisme Rf kK ~ Rf/k,K ~ Rg,K, qui nous fournit 'isomorphisme d’ cherché et le
morphisme d. On voit de plus que la restriction de d a V' est un isomorphisme.

LEMME 5.1.6. Le morphisme (5.1.5.2) est un isomorphisme.

Il reste a vérifier que la restriction de d a Y — V' = F est un isomorphisme. Soit
X" = X Xy F et appliquons le théoréme de changement de base pour un morphisme
propre (4.3.1) au carré cartésien

X/I
o

]
b
pour A" = i*A et L = A'[0]. On trouve : i*Rf,j, K ~ Rf}i'""j K ~ Rf0 ~ 0,
de sorte que les deux membres de (5.1.5.2) sont nuls en dehors de U et que d est un
isomorphisme.

5.1.7.  Soit S un schéma annelé par un faisceau d’anneaux de torsion .A. Pour tout
S-schéma ¢ : X — S, on pose Ay = @*A. Placons-nous dans le catégorie (5) des
S-schémas quasi-compacts quasi-séparés et des morphismes .S-compactifiables (3.2). En
vertu de 3.2.3, cette catégorie, la sous-catégorie (S,i) des immersions ouvertes, et la
sous-catégorie (S, p) des morphismes propres vérifient les hypothéses 3.2.4.

On se propose d’appliquer la théorie 3.3.2 aux données suivantes (notations de 3.3.1)

@) F(X)=D(X,Ay)pour ¢ : X — Sdans .S:
(i) Pour p : X — Y propre, on prend pour foncteur p, le foncteur Rp,.
(ii) On utilise les isomorphismes de transitivité usuels R(pq), = Rp, Rq,..
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(i") Pour une immersion ouverte i : X — Y, on prend pour foncteur i, le
foncteur i,.
(ii") On utilise les isomorphismes de transitivité (5.1.3.1).
(iii) Pour tout diagramme commutatif (5.1.5.1) on prend pour isomorphisme d
I'isomorphisme (5.1.5.2).
On vérifie les conditions (a) (b) (c) (a’) (b”) (c’) de 3.3.2, ce qui prouve le point (a)
du:

THEOREME 5.1.8. (a) Dans la catégorie (S) définie dans 5.1.7, on peut d’une, et
essentiellement d’une seule facon, définir pour toute fleche f : X — Y un foncteur

Rf! . D(X,AX) g D(Y,./qy),

h g
et pour tout morphisme composé f = gh : X — Y — Z des isomorphismes de
transitivité c, j entre Rf, et Rg, Rh, de sorte que
(i) Les cs , vérifient la « condition de cocycles »

(Cf’g % Rhy) o cfg,h = (Rf; %k Cg,h) o cf,gh'

(ii) Lorsqu’on serestreint aux morphismes propres (resp. aux immersions ouvertes)
on retrouve la théorie de variance 5.1.4 (resp. 5.1.3).
(iii) Pour tout diagramme (5.1.5.1), l’isomorphisme d (5.1.5.2) est I’isomorphisme
composécy ; o cj_z}g'
(b) Les foncteurs R f, sont « way out » [6,17] et triangulés.

Tout foncteur Rf, est composé d'un foncteur Rg,, pour g propre de but quasi-
compact, donc a fibres de dimension bornée, et d’'un foncteur j, pour j immersion ou-
verte. Ces foncteurs sont way out et triangulés, donc aussi R f.

. Les isomorphismes de transitivité 5.1.8 (a) sont souvent utilisés via la suite spectrale
« des foncteurs composés » qui s’en déduit, valable pour K € Ob D(X, A y) :

(5.1.8.2) E}? = RPg Rh (K) => RP*f\(K).

Pour l'obtenir, on note que d’aprées 5.1.8 b) et VERDIER [12], pour tout L € Ob D(Y, Ay),
on dispose d’une suite spectrale

(5.1.8.3) EY? = RPg (X (L)) = RP*ig\(L),
et (5.1.8.2) est le cas particulier de (5.1.8.3) pour L = Rh,K.

DEFINITION 5.1.9. (i) On appelle «foncteurs image directe a support propre to-
taux » les foncteurs construits en 5.1.8. On omettra U'adjectif « total » lorsqu’il n’y
aura pas de risque de confusion.

(ii) On appelle "™ foncteur image directe a support propre, et on désigne par R4 f,,
le foncteur composé 1 o Rf).

(iii) Si X est un schéma sur un corps k séparablement clos, immergeable dans un sché-
ma propre sur k, on identifie faisceaux de modules sur Spec(k) et modules usuels,
et on désigne le foncteur RIf, par I'une des notations HiX, ), H!q(X, ), ou
simplement HY( ) s’il n’y a pas danger de confusion. On Uappelle alors « g™
groupe d’hypercohomologie & support propre » , ou « g™ groupe de cohomo-
logie a support propre » si on l'applique a un complexe réduit au degré 0.

. La notation Rf, est abusive en ce que le foncteur Rf, n’est pas le dérivé droit du
foncteur f) qui sera défini en 6.1.2. Certains préférent la notation R, f.
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5.1.10. Les ingrédients dans la démonstration de 5.1.8 sont le théoréeme de chan-
gement de base propre et I'identité entre j, et j, lorsque j est une immersion ouverte
propre. Cela permet d’énoncer diverses variantes a 5.1.8 ; on laisse au lecteur le soin de
leur donner un sens précis et de les vérifier.

VARIANTE 5.1.11. Dans la catégorie (.S'), on peut d’une, et essentiellement d’une seule
facon, définir pour toute fleche f : X — Y un foncteur f, de la catégorie des faisceaux
d’ensembles pointés sur X dans la catégorie des faisceaux d’ensembles pointés surY et pour
tout morphisme composé f = gh des isomorphismes de transitivité vérifiant des conditions
(i) (ii) (iii) analogues a celles de 5.1.8.

Voir 6.1.2 pour une description directe de ce foncteur.

VARIANTE 5.1.12. On peut, pour tout morphisme compactifiable f : X — Y, définir
un foncteur R f, de la catégorie des faisceaux de groupes ind-finis sur X dans la catégorie
des faisceaux d’ensembles pointés surY, avec pour toute compactification f = fj de f, un
isomorphisme R' f; ~ R'f o f,.

On ne postule ici aucune formule de transitivité ; le seul probléme est de montrer que
le foncteur R! f 1 ne dépend pas de la compactification choisie de f. Soit p @ (f,i) —

(7’2, i) un morphisme de compactification, i.e. un diagramme

X

X
\ jp
(5.1.12.1) p ¥

ou 71 = 72 o p, p étant propre. Si G est un faisceau de groupes sur X, on dispose d’'une
suite exacte d’ensembles pointés (avec « injectif)

e . a . . e .
0- lez*(p*lllG) - lel*(lllG) - fz*Rlp*(lllG)’
et d’'une fleche de iy G dans p,i;,G, d’ou par composition une fleche g de R172*i2!G
dans R]71*i1!G- Raisonnant comme en 3.3.2.1, on voit que le probléme est de prouver
que cette fleche est toujours un isomorphisme lorsque G est ind-fini.

Si on applique le théoréme de changement de base propre a p et au faisceau d’en-
sembles i{,G, on vérifie que p,i,G = iy G, d’ou la suite exacte

_ po _
0— R'f, (iyG) > R'f, (i;,G) > f, R'p,iG.

La fleche f est injective (car « I'est). Si on applique le théoréme de changement de base
propre & p et au faisceau en groupes G, supposé ind-fini, on trouve que R!p,i;,G = 0.
Donc f est un épimorphisme, ce qui achéve de démontrer 5.1.12.

DEFINITION 5.1.13. Pour tout site X, on désigne par D, .(X) la sous-catégorie pleine
de la catégorie dérivée de la catégorie des faisceaux abéliens sur X, formée des complexes
dont les faisceaux de cohomologie sont de torsion.

VARIANTE 5.1.14. Dans la catégorie (.S'), on peut d’une, et essentiellement d’une seule
facon, définir pour toute fléeche f : X — Y un foncteur triangulé et « way out » [6,17]
Rf, : D{_(X) — Di_(Y)

tors
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et pour tout morphisme composé f = gh des isomorphismes de transitivité vérifiant des
conditions (i) (ii) (iii) analogues a celles de 5.1.4.

VARIANTE 5.1.15. Placons-nous dans la catégorie des S-schémas annelés par des fais-
ceaux de torsion, les fleches étant les morphismes de schémas annelés induisant (0.8) un
morphisme S-compactifiable de schémas. Pour toute fleche

f (X, A — Y,B),

soit R f, le composé du foncteur d’oubli de la catégorie des A-modules dans celle des f ~' B-modules,
et de Rf,. Ces foncteurs jouissent des propriétés de variance des foncteurs R f, usuels.

On notera toutefois que la notation Rf, n’est raisonnable ici que si A est fini sur
f~1B, ainsi qu'on s’en rend compte en prenant X = Y = Spec(k), k algébriquement
clos.

5.1.16. Soient f : X — S un morphisme compactifiable, j : U — X un ouvert
de X,i : F — X le fermé complémentaire, A g un faisceau d’anneaux de torsion sur .S,
A y son image réciproque sur X et K € Ob D(X, A y).

La suite exacte de complexes

0— jij*K — K — iji*K — 0

donne naissance a un triangle distingué dans D(X, A y) VERDIER [11,1 1.1.5]. Son image
par Rf, est un triangle distingué (5.1.8 (b))

(5.1.16.1) R(fj)j*K — Rf\K —> R(fi),i*K — R(fj)j*K[1] ...

qui définit une suite exacte longue de cohomologie

(5.1.162) ... —> RI(f))j*K = RIf,K — RI(fi),i*K > RI*'(f}),j*K — ...

Dans le cas particulier ou S est spectre d’un corps séparablement clos et ou K est
réduit a un faisceau & placé en degré 0, la suite (5.1.16.2) s’écrit

(5.1.16.3) L HYU.%) - HYX,%) - HYF. )5 HIT'U, %) ...

5.1.17. Soit un diagramme de schémas S-compactifiables

avec u propre. On annéle X et Ypar I'image réciproque d’un faisceau d’anneaux de torsion
Ag sur S. Pour K € D(Y, Ay), la fleche évidente (d’adjonction) K — Ru, u*K définit
par application du foncteur Rg, une fleche

(5.1.17.1) u* . RgtK — RgRu, u*K = Rg Ruyw*K ~ Rfiu*K

(contravariance de la cohomologie a support propre vis-a-vis des morphismes propres).
Pour  spectre d’un corps algébriquement clos et K réduit a un faisceau & placé en
degré 0, cette fleche s’écrit

(5.1.17.2) ut* T H(Y, %) — H{(X,9)

5.2. Le théoréme de changement de base.
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5.2.1. Soient f : X — Y un morphisme de topos, Vun ouvert de Y, U = f~1(V)
son image réciproque dans X, A un faisceau d’anneaux sur Y, A’ un faisceau d’anneaux
sur X et L un complexe borné supérieurement de (A’, f*.A)-bimodules :

U |4
(5.2.1.1) |:j’ lAj

X Y.

On dispose alors d’'un isomorphisme de changement de base (5.1.2.1) entre fonc-
teurs de D(V, A) dans D(X, f*A) : f*j, — j| f'". De plus, on dispose d’un iso-

L
morphisme évident entre foncteurs de D~(U, f'*.A) dans D™(X,.A’) : L ® g S K=~
L
JGL® #+.4 K). Pour le construire, il suffit de noter que si un complexe K est déployé

L L
pour le foncteur j'* L® A alors le complexe j, K est déployé pour le foncteur L& P>
et qu'on dispose d'un isomorphisme du type précédent au niveau des complexes. Com-

posant ces deux isomorphismes, on obtient un isomorphisme de changement de base
entre foncteurs de D~ (V, A) dans D™ (X, A’) :

L ~ L
(5.2.1.2) L®sy f 11 K— JGL ® g K.

Si L est borné a composante de tor-dimension finie sur f*.4,% cet isomorphisme est
encore défini pour K € Ob D(V, A).

5.2.2. Soient f : X — Setg : S’ — S des morphismes de schémas, et supposons
que f soit le composé d’'une immersion ouverte j et d'un morphisme propre p, dont la
dimension des fibres soit bornée par un entier n (automatique pour S quasi-compact).
Ces morphismes s’insérent dans un diagramme a carrés cartésiens

N

X' X

N g
S

Soient A un faisceau d’anneaux de torsion sur S, A’ un faisceau d’anneaux de torsion

sur S’ et L un complexe borné supérieurement de (A’, g*.A)-bimodules. On annéle X

et X (resp. X' et X ) par les images réciproques A y et Ax (resp. A'y, et ﬂ’y,) de A

(resp. A')sur X et X (resp. X' et )_(’). On dispose alors d’isomorphismes de changement
L L

de base (5.2.1.2) entre les foncteurs p"*L ® g°j,K et j{(f'"L ® g’*K) de D™(X, Ay)

dans D‘(Y’ , A,y’ ), et d’isomorphismes de changement de base (4.3.1) entre les foncteurs

L L —
L®g*Rp,Ket Rp,(p"*L®g*K) de D~ (X, Ay) dans D™(S’, A"). Par composition, on
en déduit un isomorphisme de changement de base entre foncteurs de D™ (X, A y) dans

D(S’, A"
L ~ L
(5.2.2.1) L®g*Rp,j\K— Rp,j/(f"L® g "K).

32.N.D.E. : cette condition est superflue. Cf. la N.D.E. (22) page 177.
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Lorsque L est borné a composantes de tor-dimension finie, les arguments précé-
dents et 4.3.2 (i) permettent de définir I'isomorphisme de changement de base pour
K € Ob D(X, Ay).*

Pour pouvoir référer a 5.1.8, supposons que .S soit quasi-compact quasi-séparé. Les
foncteurs Rp, j, = Rf, et Rp.j| = Rf/ ne dépendent alors que de fet f', ce qui donne
un sens au

LEMME 5.2.3. L’isomorphisme de changement de base (5.2.2.1) ne dépend pas de la com-
pactification choisie f = pj de X.

Soit un morphisme de compactification ¢ : X; — X,

(5.2.3.1) \/
/

L’isomorphisme de changement de base c; relatif & X, s’obtient en « composant » ceux
relatifs a j; et p;, ou encore en composant ceux relatifs a j;, g et p,. L’isomorphisme c,
relatif & X, s’obtient en composant ceux relatifs a j, et p,. Pour vérifier que ¢; = c,,
il suffit de vérifier que I'isomorphisme c; relatif a j, s’obtient comme le composé ¢; de
ceux relatifs a j; et g. Désignons par un’ les fleches déduites par le changement de base
g des fleches (5.2.3.1) ; ¢{ et ¢; sont des isomorphismes

><|<— |

L ~ L
i,y L®E *jyK— j5('5 *+ L®g'"K).

D’apreés (5.1.3.2), pour vérifier que ¢ = c,, il suffit de le vérifier apres s’étre restreint a
)_(;, ce qui est trivial.

Les isomorphismes de changement de base relatifs a deux compactifications entre
lesquelles il existe un morphisme sont donc égaux, et on conclut par 3.2.6 (ii).

LEMME 5.2.4. Soit f =uv : X — Y — S uncomposé de morphismes S-compactifiables.
Les isomorphismes de changement de base (5.2.2.1) relatifs au, v et f donnent lieu a un dia-
gramme commutatif (notations de (5.2.4.1) ci-dessous) :

L L
L ® g*R(uv),K ~ R@'v")((W'v")"L @ g"*K)

L L L
L®g"RuRvK _~_ Ruj(u'*L® g"*Rv,K) _~__ RujRuj(v"*u"*L  g"*K).

Choisissons une compactifications de (u, v) (3.2.5) :

33. N.D.E. : en combinant la N.D.E. précédente et la N.D.E. (29) page 184, on peut définir cet iso-
morphisme sans condition sur L ni I’hypothése que la dimension des fibres de p soit bornée.
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J1

X' Xc X

T /
(5.2.4.1) Y’ Y& YLK

: |

i S

Le lemme 5.2.4 exprime que 'isomorphisme de changement de base ¢ relatif a f est
le composé ¢, de ceux relatifs a u et v. L’isomorphisme c; s’obtient en composant les
isomorphismes de changement de base relatifs a j;, j,, p; et p,. Pour ¢,, on compose
ceux relatifs a j;, p;, j3, p,. Il suffit donc de comparer les isomorphismes c{, composé de
ceux relatifs a p; et j,, et ¢j, composé de ceux relatifs a j; et p;.

Soit le diagramme cartésien

X
7 J2
—/ —
X - X
) & P
, P3
g
Y,
\ J3
, Y
g
u
g S ’

L' =p, *L,K' = j; Ket

cl,ch i L ®§’*R(j3p1>11<' — RGPDWU5P)L @8 K").

En vertu de (5.1.3.2), pour vérifier que ¢| = ¢}, il suffit de vérifier que j;*(c|) = j}"(c}).
ce qui est trivial.

LEMME 5.2.5. Soient des morphismes de schémas annelés par des faisceaux d’anneaux
de torsion

S, A" 2 (87,40 L (8,4,

et f : X — S un morphisme compactifiable, d’ou un diagramme :

X”éX,—>X

g5 Y
f// f/ f

On annéle X, X', X" par f*A, f'* A’ et f"* A". Alors, le diagramme
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~

L(g18)*Rf) Rf\"L(g1g5)*

Lg5 LgiRf = Lg>Rf/ Lgi* = Rf"Lgy*Lgi*

est commutatif.

Ce lemme se déduit aussitot des résultats analogues pour les foncteurs j, et Rp, pour
p propre. On laisse au lecteur le soin de le moduler.
On résume les énoncés qui précédent en le

THEOREME 5.2.6. Le foncteur R f\ commute aux changements de base.

VARIANTES 5.2.7. (i) Les foncteurs f, (pour les faisceaux d’ensembles pointés :
5.1.11) et les foncteurs R! f, (pour les faisceaux en groupes : 5.1.12) commutent
aux changement de base.

(ii) Les foncteurs R f) (5.1.14) commutent aux changements de base.

(iii) Sous les hypotheses (5.2.2), si L est borné et a composantes de tor-dimension
finie,** les foncteurs Rf 1 ¢ D(X) = D(S), commutent aux changements de
base.

358 Le théoreme 5.2.6 est essentiellement équivalent a la conjonction des deux corollaires
5.2.8 et 5.2.9 suivants.

PROPOSITION 5.2.8. Soient f : X — S un morphisme compactifiable, et I un faisceau
de torsion sur X. Pour tout point géométrique s de S, soient X la fibre géométrique de X
en s et 7 ; le faisceau induit. On a canoniquement

(RIf((F)), = HI (X, T ).

COROLLAIRE 5.2.8.1. Si les fibres de f sont de dimension < d, le foncteur Rf, est de
dimension cohomologique < 2d (1.2.9) : pour tout faisceau de torsion #, on a R' f/{% =0
pour i > 2d. Le foncteur R f, est donc exact a droite sur la catégorie des faisceaux de
torsion.

On se ramene par changement de base (5.2.8) au cas ou S est le spectre d’un corps
algébriquement clos. Si alors X est un schéma propre sur .S contenant X comme ouvert
de Zariski dense, j : X — X, on a dim(X) = dim(X) < d. Pour & faisceau de torsion
sur X eti > 2d, on a donc, par X 4.3, 59

H(X,F)=H'(X,j,F)=0.

PROPOSITION 5.2.9. Soient f : X — S un morphisme compactifiable, A un faisceau
d’anneaux de torsion sur S, K un complexe borné supérieurement de f* A-modules a gauche
et L un complexe borné supérieurement de A-modules a droite. On a canoniquement

L®RAK) = RAFL ® K.
A f*A

359 Cette proposition implique formellement le résultat suivant :

THEOREME 5.2.10. Soient f : X — .S un morphisme compactifiable, A un faisceau
d’anneaux de torsion sur S, K € D™(X, f*A) etd € Z. Si K est de tor-dimension finie
<d (4.1.9), alors Rf\K est de tor-dimension finie < d.

34.N.D.E. : comme on a remarqué en 5.2.2, ces hypotheéses sont superflues.
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Il suffit de vérifier que pour tout faisceau de A-modules a droite L sur .S, on a

. L
H(LQRf1K)=0 pour i>d.

D’apres 5.2.9, on sait que

. L . L
H Y LQRSK)=R"fi(f*L®K),
de plus, par hypotheése,

‘ L
HU(fFLR®K)=0 pour i>d,

et on conclut en remarquant que si un complexe M de faisceaux de modules sur X sa-
tisfait & /(M) = O pour i > d, alors on a encore }[_i(Rf!M) =0 pouri>d.

Dans le cas particulier des faisceaux d’anneaux constants et noethériens, on a le
résultat plus général :

THEOREME 5.2.11. Soient f : X — S un morphisme de sites, A un anneau, C son
centre et d € Z. On suppose que
(i) le foncteur Rf, : DY (X,C) — D*(S, C) est de dimension cohomologique finie.
(ii) A est noethérien a droite.
(iii) S a assez de points.
Pour tout complexe K € Ob D™ (X, A) de faisceaux de A-modules a gauche, si K est de
tor-dimension finie < d, alors le complexe Rf,K € Ob D™ (S, A) est de tor-dimension < d.

PREUVE. En vertu de (i), le foncteur f, est dérivable en des foncteurs
Rf, : D(X,A) — D(S, A)

et
Rf, : D(X,C) — D(S,0O).

D’apres 4.2.8, il suffit de vérifier que pour tout point s de .S, le complexe (Rf,K), de
A-modules est de tor-dimension < d; il suffit pour cela que pour tout A-module a droite
L de type fini on ait

L
H ' (L®Rf,K)=0 pour i>d.

Raisonnant comme en 5.2.10, on voit qu’il suffit pour cela que la « fleche de change-
ment de base »

(5.2.11.1) Lé)Rf*K—>Rf*(LéK)

soit un isomorphisme.

Soit L* une résolution de L par des A-modules libres de type fini. Les foncteurs
considérés étant way-out a droite, il suffit de prouver que (5.2.11.1) est un isomorphisme
aprés avoir remplacé L par une quelconque composante de L*, et on est ramené au cas
trivial ou L est libre de type fini.

REMARQUES 5.2.12. (i) L’hypothese (iii) de 5.2.11 est sans doute inutile.

(ii) Sion omet ’hypothése noethérienne sur A, 5.2.11 reste valable lorsque les fonc-
teurs R f, commutent aux limites inductives filtrantes.

(iii) L’hypothése que S soit annelé par un faisceau d’anneaux constant est essentielle.
On obtiendrait un contre-exemple en prenant pour .S le spectre d'un anneau de
valuation discrete strictement local, pour f I'inclusion du point générique #,
pour faisceau d’anneaux .4 le faisceau valant Z/nZ au point générique et Z/n’Z
au point fermé s (n > 1 premier aux caractéristiques résiduelles) et pour faisceau

le module f*A.
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5.3. Théoréme de comparaison et théoreme de finitude.
53.1. A un schéma X de type fini sur C sont associés son site étale X,
transcendant X et un morphisme de sites (XI 4)

o> SON site
€ Xg— Xg-
Sij : U — X estune immersion ouverte, le diagramme commutatif

Ucl - Uet

)

Xcl - Xet

identifie U] a I'ouvert de X} image réciproque de I'ouvert U de X.
Sip : Y — X est un morphisme propre, 'application continue p*" : Y2 — X" est
propre et séparée. Pour le voir, on se raméne par le lemme de Chow au cas p projectif.
Soit f : X — S un morphisme compactifiable de schémas de type fini sur C et soit
f = pj une compactification de f.

X, - X
jcl ‘ \
(5.3.1.1) fa Xq = X
Pcl ] /
Sy S

€

Le foncteur p,j. n’est autre que le foncteur image directe a support propre f, (voir
VERDIER [13]). Si .S, donc X est séparé, le foncteur j, transforme faisceaux mous sur
X en faisceau mous sur X, [4, IT 3.5.5]. La question étant locale sur S, il transforme en
tout cas faisceaux flasques sur X en faisceaux sur X acycliques pour le foncteur p .
On a donc (cf. VERDIER [13])
Rfa = Rpeisiar-

5.3.2. D’apres 5.1.2, on dispose d’'un isomorphisme de changement de base, entre

foncteurs de D(X) dans D(X )

€*ji — Jjar€"

D’apres 4.2.12 ou 4.1.5, on dispose d’'un morphisme de changement de base entre
foncteurs de D*(X) dans D*(S,)) :

€*Rp, — Rp, €.

Par composition, on en déduit un morphisme de changement de base, entre foncteurs de
D}, (X) dans D (S, (5.1.13)

tors

(5.3.2.1) €*Rf, — Rfq€*.

On vérifie comme en 5.2.3 qu’il ne dépend pas de la compactification choisie de f; il
vérifie une formule de transitivité du type 5.2.4.

THEOREME 5.3.3. (Théoréme de comparaison). Le morphisme (5.3.2.1) est un isomor-
phisme.

Par construction, il suffit de traiter le cas ou f est propre. Les foncteurs considérés
sont triangulés et « way-out » [6, I 7]. Il suffit donc de traiter le cas ou K est réduit a un
faisceau de torsion placé en degré 0, et on conclut par XVI 4.1 (i).
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VARIANTES 5.3.4. (i) Si A est un faisceau d’anneaux de torsion sur S, on ob-
tient de méme un isomorphisme (5.3.2.1) entre foncteurs de D(X, f*.A) dans
D(S,e* A).

(ii) En bas degré, on trouve les variantes habituelles pour les faisceaux d’ensembles
pointés et les faisceaux en groupes ind-finis.

COROLLAIRE 5.3.5. Soient X un schéma séparé de type fini sur C, qui puisse se compac-
tifier en un schéma propre sur C, et F un faisceau de torsion sur X. On a alors

H{(X,F) — H{(X,€"F).

THEOREME 5.3.6. Soient f : X — S un morphisme compactifiable de présentation fi-
nie et A un anneau de torsion noethérien a gauche. Le foncteur Rf, : D(X, A) = D(S, A)
transforme complexes a cohomologie constructible en complexes a cohomologie construc-
tible.

L’assertion est locale sur .S, qu’on peut supposer affine. Par passage a la limite, on
se ramene au cas .S noethérien. Les complexes a cohomologie constructible forment une
sous-catégorie triangulée de D(S, A). La foncteur Rf) étant « way-out », on se ramene
a vérifier que si J est un faisceau constructible de A-modules, les faisceaux R f\J sont
constructibles. Soit f = pj, avec p propre et j une immersion ouverte. On a RYf\F =
Rip,(j,F). Le faisceau j,F est constructible et on conclut par XIV 1.1.

5.3.7. En bas degrés, on dispose d’énoncés analogues pour les images directes sup-
port propre d’un faisceau constructible d’ensembles ou de groupes ind-finis.

COROLLAIRE 5.3.8. Soient X un schéma séparé de type fini sur un corps séparablement
clos k et & un faisceau constructible de torsion sur X. On suppose que X puisse se compac-
tifier en un schéma propre sur k.3° Alors, les groupes HI(X, ) sont finis.

5.4. Formule de Kiinneth.
5.4.1. Soit un diagramme commutatif (0.11) de sites

/ Z/ !
p q
e h\Y’
(5.4.1.1) f 4 g

On suppose S annelé par un faisceau d’anneaux A, de centre € ; on désignera encore
par A et C les images réciproques de ces faisceaux sur les sites de (5.4.1.1).

Si K est un faisceau de .A-modules a droite sur X et L un faisceau de .A-modules a
gauche sur Y, on pose

KXL=p"'K®q"L
A A

(produit tensoriel externe). De méme pour K (resp. L) sur X’ (resp. Y'). Soit alors K un
faisceau de A-modules a droite sur X’ et L un faisceau de .A-modules a gauche sur Y.

35. N.D.E. : cette hypotheése est automatiquement vérifiée. Voir la N.D.E. (14) page 143.
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Les fleches de changement de base (2.1.3, XII 4.1) définissent

* K I*K
(5.4.12) {” oK — hyp

q*g*L - h’*q,*L’
d’ou, par produit tensoriel, une fleche
(5.4.1.3) KX 8.L— h,p"K® 4h,q"L— h, (KX, L).
Supposons que les foncteurs
Rf, : DY(X', A°) — D*(X, A"
Rg, : DY(Y',A) — D*(Y,A)
Rh, : DY(Z',C) — D*(Z,0)
soient de dimension cohomologique finie, et se prolongent donc aux catégories dérivées

entiéres. Il s’impose alors, pour K € Ob D™ (X', A°) et L € Ob D~ (Y', A), de définir
une fléche de Kiinneth

L L
(5.4.1.4) Rf,KX , Rg, L — Rh (KK, L).

On ne la définira que si les sites considérés ont assez de points, de facon a pouvoir
utiliser 4.2.10 et 4.2.8. En vertu de 4.2.10, il suffit de la définir pour un couple (K, L)
déployé a gauche pour le foncteur (K, L) = K X 4 L, K et L étant déployés a droite
pour les foncteurs f, et g, et bornés supérieurement.

L
Soient K une résolution plate de f, K, L, une résolution plate de g, L etu : K[X ,

L
L — M une résolution de K [X] , L, déployée pour le foncteur Rh,. On dispose de
morphismes

L
Rf*K&ARg*LgKI Iz/l Ll _)f*Kleg*L_)
L
— h (KK, L) — h,M ~ Rh (KX, L)

et on définit (5.4.1.4) comme leur composé.

Cette fleche a la propriété caractéristique suivante, de démonstration toute analogue
a celle de 4.2.13 :

.Soient K e ObC~ (X', A°)et L€ ObC~(Y', A). Posons K; = f,. K, L| = g K, et
M, = KX 4 L. Le diagramme suivant est alors commutatif

L L
Rf.KX , Rg.L Rh (K , L)

L
KX, L KXy Ly —h.M, Rh, M.

On a une commutativité analogue (cf. 4.2.13) en partant plutdt de morphismes K; —
f.K, L, - g.KetKX L —> M,.

La commutativité 5.4.1.5 rend en principe aisée la vérification des propriétés de com-

patibilité du morphisme de Kiinneth.
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5.4.2. Soient un diagramme commutatif (5.4.1.1) de schémas et .4 un faisceau de
torsion sur .S. Supposons que f et g sont compactifiables (3.2.1), que Z = X Xg Yet que
Z' = X' XgY'. Factorisons f et g en un morphisme propre et une immersion ouverte ;
on obtient un diagramme

X/

~
=
oal

p q

dans lequel on a posé Z =X x S Y.On dispose d’'un isomorphisme de nature triviale,
pour K et L complexes sur X' et Y’

(5.4.2.1) J3(K Xy L) — jj K K4 o L.

En « composant » I'inverse de cet isomorphisme et la fleche de Kiinneth (5.4.1.4) re-
lative a (f, g, h, j;, K, jo L), on obtient, pour K € Ob D™ (X', A) et L € Ob D~ (Y', A),
une fléche de Kiinneth

L L
(5.4.2.2) Rf\KK , Rg;L — Rh(KX , L),
dont on vérifie qu’elle ne dépend pas des compactifications choisies.

THEOREME 5.4.3. Sous les hypothéses de 5.4.2, la fléche de Kiinneth en cohomologie a
supports propres (5.4.2.2) est un isomorphisme.

PREUVE. (a) Par construction, il suffit de vérifier ce résultat lorsque f et g (donc
aussi i) sont propres.
(b) Soit un diagramme commutatif

P q]

X S Y
(5.4.3.1) |
X P S i y.

et SOient Zl = Xl XSI Yl’ X], = X/ XXXl’ Y], = YI Xle et Zl, = X]l XSI Yl, =
Z' Xz, Z, de sorte que I'on dispose d'un morphisme de diagrammes (5.4.1.1),

(S]’X],Y],Zl’X{’YI,aZ]’) e (S5X7Y72,X,7Y,7Z,)

dont les fleches seront uniformément désignées par C.
On admettra que :

LEMME 5.4.3.2. Le diagramme suivant est commutatif :

L L N L .
C*(Rf!KIZA Rg!L)ZC*Rf!Kgﬂ C*Rg!L_> Rfl!C*Kle Rg C*L

| |

L N L L
C*(Rhy(K[X, L)) Rhy(C*(K[X, L)) = Rh,(C*K[X] , C*L).
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Dans ce diagramme, les fleches horizontales sont des fleches de changement
de base et les fleches verticales les fleches de Kiinneth pour les deux diagrammes
(5.4.1.1) considérés.

Pour prouver 5.4.3, il suffit de prouver que la fleche de Kiinneth est un iso-
morphisme en tout point géométrique de Z. D’apres 5.4.3.2, il suffit de le vérifier
apres un quelconque changement de base (5.4.3.1) tel que .S soit le spectre d’'un
corps algébriquement clos et p;, q; des isomorphismes.

Apres un tel changement de base, le diagramme (5.4.1.1) se réduit a un dia-

gramme
X XgY
p q
(5.4.3.3) X fxg Y
f g
S

et la fleche de Kiinneth a une fleche (5.4.4.1)

L L
(5.4.3.4) k:RAK® 4 Rg,L—)R(fXg),(K&A L).
370 (c) Soit un diagramme (5.4.3.3) dans lequel f et g sont propres. On admettra que :

LEMME 5.4.3.5. Le diagramme suivant est commutatif

L L
Rf!K‘?; Rg L R(fXg)!(K§ L)

| |

L L
Rf(K® 4 f*Rg L) Rf\Rp\(p*K ® 4 4" L).

Dans ce diagramme, les fleches horizontales sont la fleche de Kiinneth et la
fleche de changement de base. Les fleches verticales sont une fleche de chan-
gement de base par f et un isomorphisme de transitivité. Le théoréeme 5.4.3 est
conséquence de ce lemme et de 4.3.1.

Le lecteur courageux pourra vérifier que ce lemme reste valable si f et g ne
sont pas nécessairement propres.

5.4.4. Soient S unschéma, f; : X/ — X; (i € I) une famille finie de morphismes
compactifiables de S-schémas, X le produit sur S des X;, X' le produit sur .S des X; et
f ¢ X' - X leproduit des f;. Si S est annelé par A, comme en 5.4.1, et si on annéle les
X; et X/ par 'image réciproque de A, on a plus généralement un isomorphisme

L ~ L
(5.4.4.1) X Rfj(K;)) — RfI(X K)),
iel iel

pour K; € Ob D™(X/, A). La définition de cet isomorphisme, ainsi que celle des deux
membres de (5.4.4.1) ne nécessite pas le choix d’un ordre total sur I.
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5.5. Cohomologie des puissances symétriques. Le résultat principal de ce n°
est le théoréme 5.5.21, donnant en particulier la cohomologie a supports propres d’'une
puissance symétrique d’un schéma X sur un corps k algébriquement clos, pour des coef-
ficients convenables (par exemple Z/nZ) en terme de la cohomologie a supports propres
de X. L’analogue de ce théoreme en topologie semi-simpliciale est bien connu, tout au
moins pour la cohomologie a coefficients dans un anneau commutatif A ; il se vérifie au
niveau des cochaines semi-simpliciales. En effet, si X, est un ensemble semi-simplicial,
il existe une bijection continue canonique de la réalisation géométrique de la puissance
symétrique n-iéme (X,)"/&, de X, dans la puissance symétrique n'*™¢ de la réalisation
géométrique de X, et cette bijection induit un isomorphisme sur la cohomologie.

5.5.1. Rappelons quelques propriétés (dues a D. LAZARD) des modules plats, quelques
propriétés (dues a RoBy) des foncteurs T'S" et T", et quelques propriétés (dues a DoLp
et PuprpE) des foncteurs dérivés de foncteurs non additifs.

. Tout module plat sur un anneau A est limite inductive filtrante de modules libres de
type fini (LAZARD [7, I 1.2]). Ce résultat implique les suivants :

. Le foncteur h_n)q est une équivalence de la catégorie des ind-objets (I 8.1) de la ca-
tégorie des A-modules libres de type fini (resp. projectifs de type fini) avec la catégorie
des A-modules plats.

. Si A et B sont deux anneaux, tout foncteur T : Mod(A) — Mod(B) qui transforme
module libre de type fini en module plat et commute aux limites inductives filtrantes,
transforme module plat en module plat (LazArD [7,1 1.5]).

. Toute suite exacte de A-modules, avec L” plat,

0—L —wL—L"—0

est limite inductive de suites exactes scindées (LAZARD [7, I 2.3]).

5.5.2. Soient A un anneau commutatif et M un A-module.

. Pour tout entier n, on désigne par T'S"(M) (ou T'S" (M)) le module des tenseurs
symétriques de degré n de M. Désignant par G, le groupe symétrique de degré n, on a
par définition

TS"(M) = (® M)Sn,

n
Si B est une A-algébre, alors T'S"(B) est une sous-algébre de ) B. Si de plus B
est commutatif, alors Spec(T'S"(B)) est par définition la puissance symétrique n'*™¢ de
Spec(B) sur Spec(A) :

— n —
Spec(T'S"(B)) = SymspeC(A)(Spec(B) = (Spec(B)/ Spec(A))"/G,,.

. Rappelons (RoBy [10, I 2 p. 219]) qu'une loi polynéme f d’'un A-module M dans
un A-module N est la donnée, pour toute A-algébre commutative A’, d’une application
for t M®4A" - N® 4 A, ces applications étant telles que pour tout homomorphisme
de A-algébresu : A’ - A”,le diagramme

f
M@ A 2N, A

| |-
San

M®A A!/ ﬁN@A A//

soit commutatif.
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Une loi polynéme f est dite homogéne de degré n (RoBy [10, I 8 p. 226]) si, pour tout
a’ € A, on a identiquement

far@x)y=a""f,(x).

Une telle loi polynome s’appellera aussi application n'%¢ (quadratique, cubique, ...); on
notera leur ensemble
Hom n'4“¢(M, N).
Plus généralement, si (M), est une famille finie de A-modules et n = (n;);c; une

famille d’entiers, une loi polyndme multihomogene de multidegré n des modules M;
dans N est une loi polynéme de @M, dans N vérifiant identiquement, pour a; € A’,

Faraxiep = [ a" - Far(Gxicn)-
iel

On notera Hom n'%"¢((M ), N) I'ensemble de ces lois polyndmes.
. Pour tout module M, le foncteur covariant des A-modules dans les ensembles

N — Hom n'%“¢(M, N)

est représentable par un A-module I"(M) (ou I'{(M)), muni d’une application n'1“¢
universelle y" : M — I'"(M) (RoBy [10,IV 1 p. 265]). Etant donné (M,),c; et n comme
en 5.5.2.2, le foncteur covariant

N +— Hom (M), N)
est représenté par le module Q) I'"i(M;), muni de la loi polynome multihomogéne (de

i€l
multidegré n) universelle (m;) — @) y"i(m;).
iel
. Les foncteurs T'S" et I'" commutent aux limites inductives filtrantes (pour le se-
cond, RoBy [10, IV 7 p. 277]). Ils transforment modules libres en modules libres, donc

modules plats en modules plats (5.5.1.2).

. n
. L’application n'1"¢ de M dans T'S"(M) donnée par m — (X m définit une applica-
tion ¢, dite canonique, de I'""(M) dans T'S"(M), vérifiant

o(y"(m)) = Q) m.

Cette application est un isomorphisme pour M libre de type fini (RoBY [10, IV 5 p. 272])
donc aussi pour M plat (5.5.2.4 et 5.5.1.1).
Soit M un A-module et Pune suite exacte

d
P:PSPSM—0.

Soit P| = P; X P, et soient jj et j; les morphismes de P| dans P, de coordonnées (d,Id)
et (0,1d). La suite

I"(jo)

0

rp)) r(py) (M)

(1

est alors exacte (RoBY [10, IV 10 p. 284]). Pour P une présentation plate de M, on en déduit
une description du foncteur I'” via le foncteur 7'S”

(5.5.2.5.1) TS"(P)) 3 TS"(Py) = I'"(M) — 0.
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.SiM =M'" & M",application nlque
m— (" m@y" M)y
définit un isomorphisme, dit canonique (RoBy [10, III 9 p. 262])
(5.5.2.6.1) = @ rruwer’m.

n' +n" =n

Si X est une suite exacte
> 0—-M —M—M"—0,
le module I'" (M) est muni d’une filtration canonique (décroissante) et de morphismes
(5.5.2.6.2) I'M")y@ I'"(M') — Gr'(I'(M)).

Ces données sont caractérisées par les propriétés d’étre fonctorielles en X et de vérifier
une compatibilité évidente avec (5.5.2.6.1) pour X scindable. Les fleches (5.5.2.6.2) sont
des isomorphismes pour X scindable, donc aussi pour M” plat (5.5.1.4).

. Le foncteur I'" commute a l'extension des scalaires (RoBy [10, III 8 p. 262]) (la
propriété analogue pour 7'S” est en général fausse).

.Siu : M; XM, — N estune application bilinéaire, alors y" cu est une loi polynéme
bihomogéne de bidegré (n, n) et définit donc (5.5.2.3) u" : I'"(M;)® I'"(M,) — I'"(N)
vérifiant " (y"x @ y"y) = y"u(x,y). En particulier, si B est une A-algebre, le produit :
B X B — B induit un produit sur I'"(B). Ce produit fait de I'"(B) une A-algébre, et
I’application canonique de I'"(B) dans T'S"(B) est un homomorphisme d’algebres.

5.5.3. Soit .4 une catégorie abélienne. On désignera par ssimpl*(.4) la catégorie des
objets co-semi-simpliciaux®® de A4, par CZ%(A) la catégorie des complexes différentiels
K avec K' = 0 pour i < 0, et par K29(A) I'image de C29%(A) dans K(A). Si K €
Ob ssimpl™ (A), le complexe normalisé associé N(K) € Ob CZ°(A4) est défini par

N(K)" = intersection des noyaux des opérateurs de dégénérescence
(5.5.3.1) de K" dans K"~!

d=Y(-1),.

Si on désigne encore par K le complexe de composantes K", et de différentielle
d = 2(—1)’6,., alors N(K) est un sous-complexe facteur direct dans K, et K/N(K)
est homotope a zéro.

D’aprés DoLp-PuppE [1], le foncteur N est une équivalence de catégories

N ssimpl+(./l) —s C20(A).

Cette équivalence et son inverse transforment morphismes homotopes en morphismes
homotopes. De plus, pour tout K € Ob ssimpl*(A4), K" est somme de copies de N(K)'
(i £ n); si P est une propriété d’objets de A, stable par sommes finies et facteurs directs,
on en déduit que les K’ ont la propriété P pour i < n si et seulement si les N(K)' ont
cette propriété pour i < n.

L’équivalence N est utilisée par DoLD et PUPPE pour étendre tout foncteur (non né-
cessairement additif) T : A — B de A dans une catégorie quelconque 5 en un foncteur
C2%(T) (ou simplement T) de C=°(4) dans CZ°(B)

(5.5.3.2) Cc2(T)= NTN!,

36. N.D.E. : on les appelle objets cosimpliciaux dans la terminologie moderne.
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Le foncteur CZ0(T') passe au quotient pour définir
(5.5.3.3) T ou KT): K=%(A) — K2(B).

.SiTest dedegré < n,ie. sile (n+ 1)iéme « cross effect » est nul (DoLp-PUPPE [1, 4.18
p. 232]), alors, pour tout K € Ob C=°(A4) tel que K' = 0 pour i > m, on a [T(K)]' =0
pour i > nm (DoLD-PUPPE [1, 4.23 p. 233]).

. En particulier, si T est un foncteur de degré fini de la catégorie des A-modules dans
celle des B-modules, qui transforme objet plat en objet plat, alors un complexe plat borné
a pour image un complexe plat borné.

LEMME 5.5.4. Soit A une catégorie abélienne.

(i) Les quasi-isomorphismes dans K=°(A) permettent un calcul des fractions a gauche
et a droite.

(ii) Le foncteur évident est une équivalence entre la catégorie déduite de K=°(A) en
inversant les quasi-isomorphismes et la catégorie DZ°(A).

378 Le foncteur 7,y : C(A) — C20(A4) (1.1.13) passe au quotient pour définir un fonc-
teur 7y : K(A) — KZ°(A), adjoint 4 gauche a I'inclusion de K=°(A) dans K(A).
Le foncteur 75 transforme quasi-isomorphismes en quasi-isomorphismes, et la fleche
d’adjonction X — 7,4(X) est un quasi-isomorphisme si et seulement si H X)=0
pour i < 0. Le lemme 5.5.4 résulte donc de VERDIER [11] et des points (i) et (ii) du lemme
suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur :

LEMME 5.5.4.1. Soient K une catégorie, K' une sous-catégorie pleine, S un ensemble
de morphismes de K égal a I'image inverse de I'ensemble des isomorphismes de K(S™")
(cf. [2, Chap. 1]) et S’ sa trace dans K'. On suppose que linclusion i de K’ dans K admet
un adjoint a gauche 7, et que (S) C S’.

(i) Le foncteur évident de K’(S’_l) dans K(S71) est pleinement fidéle, et admet ©
pour adjoint a gauche.

(i) Si K(S~1) peut se calculer par calcul de fractions a gauche (resp. a droite), alors
K'(S"™") ala méme propriéte.

Si Uinclusion i n’a pas nécessairement d’adjoint a gauche, et si T désigne le
foncteur non partout défini adjoint a gauche ai, on a :

(iii) Si K(S~') peut se calculer par calcul de fractions a gauche (resp. a droite) et si
pour tout u € S, de but (resp. de source) dans K', t(u) est défini et dans S’,
alors K'(S'™") admet un calcul de fractions a gauche (resp. a droite) et le foncteur
K'(S'"™ > K™ est pleinement fidéle.

379 5.5.5. Soit T : A — B un foncteur entre catégories abéliennes. Comme en 1.2.1,
on définit les dérivés de T
LT : DZ°(A4) — Pro(DZ°(B))
RT : D*°(A) — Ind(D=°(B))
par les formules

3 T ”» /
LT(K) = “lim* T(K')
s:K'->K
o wys > 12
RT(K) = “lim”> T(K'),
s:K—K'
ou s parcourt la catégorie filtrante des quasi-isomorphismes de but (resp. de source) K.
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On dit que T est dérivable a gauche (resp. a droite) en K si LT (K) (RT(K)) est repré-
sentable. On dit que K est déployé a gauche (resp. a droite) pour T (ou, par abus de langage,
déployé pour LT (resp. RT)) si la fleche canonique suivante est un isomorphisme :

LT(K) — TK (resp. TK — RT(K)).

PROPOSITION 5.5.6. Soit F un foncteur de la catégorie des modules sur un anneau A
dans une catégorie abélienne B. Supposons que les limites inductives filtrantes dans B soient
représentables et soient exactes, et que F commute aux limites inductives filtrantes. Alors
tout complexe borné M* € Ob K=°(A) de modules plats est déployé pour LF.

La proposition résulte immédiatement des définitions, du lemme suivant, qui sera
prouvé en 5.5.6.4, et du fait que les quasi-isomorphismesu : N° — M’ avec N' €
C»29(A) a composantes plates, forment un ensemble cofinal dans la catégorie des quasi-
isomorphismes de but M.

LEMME 5.5.6.1. Soitu : N" — M un quasi-isomorphisme entre complexes plats, objets
de CP29(A). Alors, F(u) est un quasi-isomorphisme.

LEMME 5.5.6.2. Soient A une catégorie additive et d un intervalle borné supérieurement
de Z. On désigne par C? (resp. C*°, resp. K9, resp. K9?) la catégorie des complexes nuls
en degrés i & d (resp. et bornés, resp. a homotopie pres). On a une équivalence

¢ : Ind(C*(A)) — C4(Ind A);
Iinverse de cette équivalence induit un foncteur
'+ K%Ind A) — Ind(K9*(A)).

A) Prouvons que ¢ est pleinement fidele. Soit donc K un complexe borné d’objets
de Aet L= “li_n)l” L, un ind-complexe. On a

dfn .. . . . .
Hom(K, L) = h_n)qum(K, L, =h_r)nZO(Hom (K, L,)) ~ Z0 h_n)lHom (K,L,)
a

— Z%Hom'(K, /L) = Hom(K, /L),

I’avant-dernier isomorphisme provenant du fait que K est fini, de sorte que la
li_r)n commute au passage du double au simple complexe. Ceci prouve I'assertion.
B) On laisse au lecteur le soin (assez fastidieux) de vérifier que / est essentiellement
surjectif en construisant, de gauche a droite, a partir d’'un degré arbitrairement
choisi, « suffisamment » de complexes bornés s’envoyant dans un complexe bor-
né supérieurement de ind-objets K ; et de développer de méme le point suivant :
C) Sitf Kli_n)lKa - Eli_n)lLﬁ est homotope a zéro : f = dH + Hd, alors, pour

tout @, H se releve en H, : K — Lf . qui, pour f§ assez grand, définit une

homotopie a zéro de f,, : K, = Ly

.Soient A un anneau, d un intervalle borné supérieurement de Z, P(A) la caté-
gorie des A-modules projectifs de type fini, PI(A) la catégorie des A-modules plats.
Désignons par DT'?(A) I'image de C¢(P1(A)) dans D(A) et par DP*fC4(A) I'image
de C4?(P(A)) dans D(A). D’aprés 5.5.1.2, on a PI(A) =~ Ind P(A). On a par ailleurs
K4b(P(A)) ~ DPCd(A) On déduit dés lors de 5.5.6.2, et du fait que H' commute aux

380
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limites inductives filtrantes, qu’il existe un diagramme commutatif de foncteurs

lim
_)
CY(PI(A)) = Ind C4P(P(A))
K4(Pl(A)) 4 Ind K9(P(A))
DToer(A) ! Ind Dparde(A).
382 . Prouvons 5.5.6.1. Avec les notations de 5.5.6.3, si d est un intervalle [0, k], on dispose

(car F commute aux h_r)n) de diagrammes commutatifs

K%(P1(A)) Ind K4(P(A))
K=O(F) j Ind(K=0(F)) l
K*+(B) Ind K*(B)
B = Ind 3.

Siu est comme en 5.5.6.1, alors, d’apres 5.5.6.3, £’ (u) est un isomorphisme, et H'KZ(F)(u)
est donc un isomorphisme, ce qu’il fallait prouver.

5.5.7. Soient X un schéma sur un schéma S et k un entier. On suppose que la puis-
sance symétrique Sym’;(X ) est définie. Le lecteur qui voudrait ne pas faire cette hypo-
thése pourra se placer dans la catégorie des espaces algébriques (ARTIN®/). On annéle
S par un faisceau d’anneaux commutatifs A. A partir de 5.5.19, A sera supposé de tor-
sion. On désignera encore par A, par abus de notations, I'image réciproque de .4 sur un

quelconque S-schéma.
k
Soit & un faisceau de modules sur X ; le faisceau [X] #, produit tensoriel externe de

n copies de F, est un faisceau sur X*/, équivariant par I'action du groupe symétrique
383 &, sur X*/S. Par passage aux invariants, il définit un faisceau T'SX ,(F) sur Sym’;(X ),

appelé puissance tensorielle symétrique externe de .

Pour raisonner « point par point », il est utile de travailler avec les points de Sym’;(X )
décrits comme suit.

- Soit s un point géométrique de .S. Un point x de Sym ((X) a valeurs dans k(s) définit
un point géométrique de Sym ((X). On désignera par (x; ... x;) un point de (X/1S)F a
valeurs dans k(s) d’image x, par y; ... y, les éléments distincts de la suite x; ... x; et par
n; (1 <i < ¢) la multiplicité de y; dans cette suite (D n; = k).

Avec les notations de 5.5.7.1, et désignant par & un groupe symétrique, on a

L n;
(5.5.7.2) T5%,(F), = (R F, )T &,
1

37.N.D.E. : dans le texte original, on cite ici un ouvrage non précisé, qui est probablement I'un des
deux ouvrages d’Artin cités dans les notes en pages 234 et 246.
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les produits tensoriels étant pris sur A g. En particulier, pour F plat, on a, grace a 5.5.2.5 :

l
(5.5.7.3) TSE(F), «— ®F " F,

en utilisant un argument par récurrence sur /, utilisant la platitude des I"" F), (5.5.2.4) et
le fait suivant : si G (resp. H) est un groupe ﬁn1 opérant sur un A-module M (resp. N),
et si M et N¥ sont plats, alors MC Q4 NH = (M @4 N)GXH,

5.5.8.  Soit Fun Module sur X, et Pune présentation plate de F

PPI_)PO_)F_)O

On définit P/, ji, et j, comme en 5.5.2.5, et on définit I'(F) (foncteur I' externe) comme
le conoyau de la double fleche (T'SX,(jy), TSX.(j;)). Avec les notations de 5.5.7.1, on
déduit de (5.5.7.3) et 5.5.2.5 des isomorphismes

J4
(5.5.8.1) rk ), =~ Q) I"i(F,).
1

De cette formule, on déduit que I'X,(F), qui a priori dépend fonctoriellement de P,
ne dépend, a isomorphisme unique pres, que de F.
5.5.9. On dispose d’'un morphisme fonctoriel

a: Tk (F)— TSk (F).

Le couple (I, @) est caractérisé par les deux propriétés :

(i) Pour Fplat, & est un isomorphisme
(ii) Avec les notations de 5.5.2.5, pour toute présentation

PLPSF—0
de F, la suite
xt(P’) =3 e1§<t(PO) - Felgct(F) -0

est exacte.
On a de plus :
(iii) Les foncteurs T'S* et I'* commutent aux limites inductives filtrantes (d’aprés
(5.5.7.2), (5.5.8.1), 5.5.2.4).
(iv) Le foncteur I'* commute a toute extension A4 — A’ de 'anneau de base.
(v) Le foncteur I'* commute a tout changement de base S’ — .S : pour tout carré

cartésien
!
X’ g X
f! f
S’ £ s,
ona

Symk(g )* ext — Fextg
((5.5.8.1) et 5.5.2.7).
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(vi) Le foncteur I'* commute aux images inverses par tout morphisme radiciel i :
X' — X (par exemple une immersion fermée) : on a

k.-
SymS(l)*Fk ~ Tk.i*

ext —

(5.5.8.1).
(vii) Pour j : X’ — X une immersion, on a

Sym (.]) ext - Felg(t-]'

(5.5.8.1).

5.5.10. Soient k{, k, et k = k; + k, trois entiers > 0. On dispose alors d’un mor-
phisme fini () :*8

k
Vik, - Symg' (X) XSSymS (X)—>Sym (X).

Si F; (i = 1,2) est un Module sur SymS ki(X), on désigne par F; V F, le faisceau sur
Sym’;(X)
Fy vV Fy = Vi i, (FL X B).
386 5.5.11. Soit une suite exacte de Modules sur X
2:0—F —F—F' —0.

Avec les notations 5.5.7.1, on dispose, grace a (5.5.8.1) et 5.5.2.6, d’une filtration sur
Tk.(F),, etde morphismes :

> ®rla<F’ )® ®r" la(F)l) — Gr'(FE(F),).
S !
Le premier membre n’est autre que (I'.,(F') V TX;'(F")),. On vérifie facilement que

ces données, construites point par point, proviennent d’'une (unique) filtration en k + 1
crans de I'% (F), et de morphismes (uniques)

(5.5.11.1) L (F'Yv TE(F"y — Gr' (X (F)).

ext

Si la suite exacte X est scindée, on a plus précisément (vérification point par point a
partir de (5.5.2.6.1)).

(5.5.11.2) rk(F @ F"~ @ Ig(F)v Ik FE.
ky+ky=k

Si la suite exacte X est scindable point par point, ou si F” est plat, les morphismes
(5.5.11.1) sont des isomorphismes (cf. 5.5.1.4).
5.5.12. Soitu : X — Y un morphisme de S-schémas. On suppose que les puis-
sances symétriques Sym’;(X ) et Symg(Y) existent. Soient F un Module sur X, G un
Module sur Yet v € Hom(u*G, F) ~ Hom(G, u, F) un u-homomorphisme de F dans

n

G (0.2). Si JJu estla pulssance carte51enne pieme

de u, ’homomorphisme v induit un

387 H u-homomorphisme & vde & F dans XI G. Par passage aux invariants, celui-ci définit
TS"(v) : TSL(F) —— TSZ.(G).

Sym'(u

38. N.D.E. : je n’ai pas trouvé de références pour la finitude de v, , en général.
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On déduit de la définition 5.5.8 qu’il existe un et un seul Sym" (4)-homomorphisme
I'}(v), fonctoriel en (F, G, v),
(5.5.12.0) I (V) @ T (F) —— I4(G)

Sym S(u)

rendant commutatif le diagramme suivant (cf. (0.2) pour le sens (inhabituel) des fleches) :

Fenxt(v)
n n
FeXt(F) sur Sym"S(u) FeXt(G)
a | sur Id a | surId
TS:xt(u)
TS" (F) TS",(G).

sur Sym';(u)

On utilisera cette fleche surtout comme « fleche de Kinneth symétrique » : pour
G = u,F, et v la fleche canonique, la fleche I'2 (v) s’identifie & un homomorphisme
de Modules

(5.5.12.1) k" : I (u, F) — Sym"(u), I (F).
5.5.13. Soit la condition :

. K € ObK?20(X, A) et, pour tout point géométrique x de X, le complexe K est
homotope 4 un complexe de modules plats L, € Ob C>20(A4 ).

LEMME 5.5.13.2. La sous-catégorie D>'°™<0(X, A) de D*(X, A) formée des complexes
de tor-dimension < 0 4.1.9 est équivalente a la catégorie qui se déduit de la catégorie des
complexes K € Ob K>=0(X, A) vérifiant (5.5.13.1) en inversant les quasi-isomorphismes.
Cette construction peut se faire indifféremment par calcul de fractions a gauche ou a droite.

Soit Pla sous-catégorie de K~ (X, A) formée des complexes point par point homo-
topes a un complexe de modules plats. On sait (VERDIER [11,1 2.4.2]) que D™ (X, A) se
déduit de P en inversant les quasi-isomorphismes, par calcul de fractions a droite ou a
gauche. On applique alors 5.5.4.1 4 'inclusion de K»2°(X, 4) N Pdans P. En effet, si K
est de tor-dimension < 0, et point par point homotope a des complexes de modules plats
L,, alors 7((K) est point par point homotope aux 7.(L,), et ceux-ci sont encore des
complexes de modules plats, de sorte que 75, (K) vérifie 5.5.13.1.

5.5.14. D’aprés 5.5.6.1, (5.5.7.2) ou (5.5.8.1) et 5.5.2.4, tout quasi-isomorphisme v :
K’ — K entre complexes vérifiant (5.5.13.1) induit des quasi-isomorphismes

TSk@w) : TSk (K") S TSk (K)
rkw) : rk (k" > rkx.

Il en résulte que les foncteurs I'* et T.S* sont dérivables (5.5.5) sur la sous-catégorie
Dbor=0(x | 4)de Db(X, A), et que les complexes vérifiant 5.5.13.1 sont déployés a gauche
pour ces foncteurs. D’aprés 5.5.2.4, I'* et T.S* induisent des foncteurs

(5.5.14.1) LTS* : DPr=0(X, A) — DPor<0(Sym (X)), A)
(5.5.14.2) LTk : pMorsO(X, A) — DP=O(Sym(X), A).

De plus, le morphisme canonique « (5.5.9) induit d’apres 5.5.9 (i) un isomorphisme entre
les foncteurs (5.5.14.1) et (5.5.14.2)

(5.5.14.3) a: LTF = LTSk
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. Les isomorphismes de 5.5.9 (iv) (v) (vi) (vii) passent a la catégorie dérivée et défi-
nissent des isomorphismes :

(iv") Pour A’ une A-algébre, on a

k L !~ k L 1
LIk (K)® A ~ LT (K®A".
A

ext 4

(v") Pour tout changement de base g : S — S,on a

Symg(g’)*LFk K ~ LTk (¢"*K).

ext [S
(vi") Pour tout morphisme radiciel i : X' - X,ona

Syml(i)* LT&K ~ LTXi*K.

ext e
(vii") Pour j : X’ — X une immersion,on a :
Symlg() LTS = LTS
5.5.15. Soit une suite exacte de complexes plats de CZ0(X, A),
00— K — K— K" —0,

et appliquons le foncteur I'X, (5.5.3). On trouve (comme en 5.5.11) que le Module semi-

390  simplicial I'*,(N~'K) sur Syml;(X ) admet une filtration dont les quotients successifs
sont les Modules semi-simpliciaux Feﬁ:t(N_lK’) v Fe’;’t’ (NTYK"Y (K" + k" = k).
Passant 4 la catégorie dérivée on trouve que LTX,(K) est représenté par un complexe

filtré dont les quotients successifs représentent les objets LI .(K") \L/ LTK(K") de la
catégorie dérivée (appliquer 5.5.2.4 et le théoréme de EILENBERG-ZILBER-CARTIER (iso-
morphisme dans X d’un objet semi-simplicial double et de sa diagonale : DoLD-PUPPE
[1, 2.9 p. 213]).

Dans la catégorie dérivée, cette construction peut déja se faire a partir d’'une suite
exacte de complexes vérifiant 5.5.13.1.

* En termes plus intrinséques, soit 4 un « vrai triangle » d’objets de D>*°*<0(X 1),
i.e. un objet de la « catégorie dérivée filtrée » avec Gr'(4) =0 pouri # 0, 1 et Gr'(4) €
Ob Dbtor<0( X 4) (DELIGNE, in Appendice & VERDIER [12], ou ??, ??).

La construction précédente fournit alors un objet LTX,(4) de la catégorie dérivée
filtrée de Sym’;(X ), des isomorphismes

i k i 1 L k—iynn0
Gr'(LTk,(4)) ~ LTI (Gr'(4)) v LI% (Gr(4))

ext

et, désignant par | | le complexe sous-jacent a un complexe filtré, un isomorphisme
| LTE(A)] = LT5(1A].

LEMME 5.5.16. Soit N un entier. La catégorie D'°™<0(X, A) se déduit de la catégorie
des complexes K € Ob K»20(X, A) vérifiant les conditions (i) et (ii) ci-dessous en inversant
les quasi-isomorphismes :

391 (i) condition (5.5.13.1).
(ii) Le complexe K est déployé pour tout foncteur image directe de dimension cohomo-
logique < N, relatif a un isomorphisme de topos f : fet - T.

Qu’il y ait un calcul des fractions a droite résulte de 5.5.13 et du fait que, via les
résolutions flasques canoniques tronquées (4.2.9), tout complexe K vérifiant (i) s’envoie
dans un complexe vérifiant (i) et (ii).
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5.5.17.  Soit un morphisme de S-schémas u : X — Y. On suppose que Symg(X ) et
Symg(Y) existent, qu’il existe un entier N tel que le foncteur u,, soit de dimension < N
sur la catégorie des .4-Modules, et que le foncteur Ru, transforme complexes bornés de
tor-dimension < 0 en complexes de tor-dimension < 0. Ces deux derniéres conditions
sont automatiques si u est propre, A de torsion et Y cohérent (i.e. quasi-compact, quasi-
séparé) (5.2.8.1, 5.2.10).%

Soit K € Ob K»2%(X, .4) un complexe vérifiant les conditions (i) et (ii) de 5.5.16,
avec N comme ci-dessus. D’apres 5.5.14, la fleche

Pt LT%(K) — Ty(K)
est un quasi-isomorphisme. De méme, la fleche
y tu, K = Ru, K

est un quasi-isomorphisme.
On définit la fleche de Kiinneth symétrique de LT,
comme le composé

Ru,(K)dans R Sym"(u), LT (K)

ext ext

(5.5.17.1) k" : LI, Ru, K<— LIMu, K — Igau, K ——— Sym'(u), [5.(K)

ext

— Rsym (u)* xt(K) (_ Rsym (u)* nxt(K)-

Il résulte de 5.5.16 que les morphismes (5.5.17.1) définissent un morphisme entre
foncteurs de D><0( X, 4) dans D"'(Sym’;(Y), A)

(5.5.17.2) k" LT

ext

Ru, — RSym'cu, LI

ext?

appelé encore morphisme de Kiinneth symétrique.
Ce morphisme est caractérisé par la propriété 5.5.18 ci-dessous.
. Soient S, X, Y et u comme plus haut, K € Ob Cb’ZO(X, A) un complexe de tor-

dimension < 0, K; € Ob Ch20(y, A) et K, € Ob Cb(Sym';(X), A). Soit v un u-homomorphisme

(0.2) de K dans K, et soit # un homomorphisme (au sens ordinaire, comme tous ceux

qui suivent) de I';;(K) dans K,. On dispose de morphismes

a) I'h(v) @ I'L(K;) — Sym (), Tl (K) (5.5.12.0)
b) Sym’c(u), (1) : Sym'¢(u), I'5(K) — Sym'¢(u), K>,
de composé
@' 1 I (Ky) — Sym'((w), Ky,
définissant, par composition
@ : LI’ (K;) — RSym"(u),K,.
De plus, v et t induisent :

: LT K — K,.

ext

{ v K, — Ru K

On a alors :

39. N.D.E. : la cohérence de Y peut étre remplacée par la condition plus faible que la dimension des
fibres de u est bornée.

393
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PROPOSITION 5.5.18. Sous les hypothéses 5.5.17.3, le diagramme suivant est commutatif
dans D (Sym (Y), A) :

kn
LrenXt Ru K (Kiinneth symétrique) R Symg(u)* LFenXt K
LT% (") RSym'(u), (t")
4
LT% K, RSym’o(u), K.

La démonstration est toute pareille a celle de 5.4.1.5 et laissée au lecteur.
5.5.19. On suppose dorénavant A de torsion. Soitu : X — Yun morphisme compac-

tifiable de S-schémas :

394 Onlsuppose que Symf’g(X ), Sym”S()_() et Sym'é(Y) existent. Pour tout Module Fsur X, on
a alors

(5.5.19.1) Toq (i F) = Sym'c(j), Tl (F),

et cet isomorphisme passe trivialement aux catégories dérivées (5.5.14.4 (vii’)). On définit
le morphisme de Kiinneth symétrique entre foncteurs de DPr=0( X" 4)dans Db’torfo(Sym'g(Y), A

(5.5.19.2) ky ou k" : LI Ruy — RSymg(u), LI,

u

comme étant le composé
dfn (5.5.17.2)
Ru, ~ LT Ru,j —— RSym @), LT

ext

LI

ext ext] !

RS S Lr
m ym! (@), Sym'¢(j) LI

- RSym (u), LT, ext

5.5.20. On laisse au lecteur le soin de faire les vérifications suivantes, faciles en
principe en utilisant 5.5.18.

. (Caractere intrinséque). Le morphisme (5.5.19.2) est indépendant du choix de la
compactification # de u.

. (Transitivité). Soit un diagramme de S-schémas

x3v5 z,
395 avec u et v quasi-projectifs; on suppose que Symg,(Z ) existe (donc aussi Sym';(Y) et

40. N.D.E. : Comment montrer que Sym ((u) est de type fini en général ? Cette condition est néces-

saire pour que R Sym  (u), soit défini.
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Symg(X ) (SGA 1V 1.7, EGA 11 4.5.4)). Le diagramme de foncteurs suivant est alors com-
mutatif

kn

vu

LT R(vu), R Sym’(vu), LTy

n n

kU k“
LT Ru Ru, RSym’((v), LT & Ru, RSym’(v), RSym'((u), LI

. Le morphisme de Kiinneth symétrique est compatible aux changements de base ou
d’espace du type 5.5.9 (iv) (v) (vi). De facon plus précise, on a les compatibilités suivantes
avec les morphismes 5.5.14.4 (iv') (v') (vi’).

(iv”) Pour toute .A-algébre A’, et tout S-morphisme quasi-projectif u : X — Yle

diagramme
L , ~ L , ~ L ,
LI Ruy(K)® 4 A" ————— LI(Ruy(K)® 4 A") ———— LI Ru(K® 4A")
ki ku

L ~ L ~ L
RSym'(u), LI (K)® 4 A" —— RSym"(u), (LIl (K)® 4A") —— RSym",(u), LIy (K@ 4 A")

est commutatif.
(v") Pour tout changement de base g : S’ — .S, donnant lieu a un diagramme a
carrés cartésiens

X' g X
Y’ ul ] Y
Y - S ,

le diagramme de foncteurs, tout analogue a (iv”), est commutatif :

Sym! ()" Ll Ry —————— LI%8"* Ruy —————— LI Rulg"

X
n k"
ku u!

~

— RSym'g(u’) LTlg"™.

ext

Symg(g”)*R Sym'g(u), LT —= RSym'g(u’), SymZ(g’)*LF"
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(vi”) Pour tout changement de base radiciel g : Y' — Y, donnant lieu a un dia-
gramme cartésien de S-schémas

X' X
u' u
Y’ g Y,

le diagramme de foncteurs suivant est commutatif :

Symi((g)* LI g Ruy ——————— LIgug" Ruy LI} Rujg"™

Lkﬁ lk:j/

Sym'((g)* R Sym'c(u), LI, ——R Sym"S(u’)!g’*LFe”X,[ ——R Sym'o(u'), LI 8"™
THEOREME 5.5.21. (Formule de Kiinneth symétrique). Soient .S un schéma cohérent (=
quasi-compact quasi-séparé) annelé par un faisceau d’anneaux commutatifs de torsion A,
a fibres des anneaux noethériens. On annéle chaque S-schéma par I'image réciproque de
A. Soitu : X — Y un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Quels que soient I’entier

n>0et K € ObD>r=<0(X A), la fleche de Kiinneth symétrique (5.5.17.2)
k" LT

ext

Ru,K — RSym'((u), LI 5K

ext
est un isomorphisme dans Db’torso(Sym"S(Y), A).
La démonstration de ce théoréme occupera toute la suite de 5.5.

REMARQUE 5.5.21.1. L’hypothése de quasi-projectivité sert seulement a assurer que
u admet une compactification u

x3X5y
telle que les schémas Sym'c(X), Sym"S()_() et Sym'¢(Y) existent pour tout n. Le langage

des espaces algébriques devrait permettre de remplacer cette hypothése par la seule hy-
pothese que u est compactifiable.

La premiere partie de la démonstration consiste a ramener par dévissage 5.5.21 a un
cas «irréductible » :

LEMME 5.5.22. Le théoréme 5.5.21 est impliqué par le cas particulier suivant :

() Pour tout corps algébriquement clos k, toute courbe projective et lisse X sur k et
tout nombre premier {, les fleches de Kiinneth symétriques (obtenues pour Y =
S = Spec(k), A = Z/l, K = Z/l ; voir explications ci-dessous)

(5.5.22.1) LI''(RI'(X,Z/0)) — RF(Sym’;(X), Z/0)
sont des isomorphismes (n > 0).

Dans (5.5.22.1), le symbole I" a un malencontreux double usage : dans 'expression
RT; il désigne le foncteur « sections globales » ; dans ’expression LI, il désigne le fonc-
teur 5.5.2.3. On utilise dans cette formule I'isomorphisme I'/}(Z/{) ~ Z/¢.

Soient donnés S, X, Y, u et A comme en 5.5.21.
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LEMME 5.5.22.2. Soit une suite exacte de complexes dans C>29(X, A), de tor-dimension
<0:

00— K —K—K"—0.

Si les fléches de Kiinneth k" (n > 0) relatives a deux des complexes K', K et K" sont

toutes des isomorphismes, alors les fléches de Kiinneth relatives au troisieme sont aussi des
isomorphismes.

On se ramene au cas ou u est projectif, et ou les complexes K’, K, K” vérifient les
conditions (i) et (ii) de 5.5.16, pour N au moins égal au double de la dimension des fleches
de u. Les fleches de Kiinneth symétriques sont alors données par (5.5.17.1).

Montrons par récurrence sur n que si pour i < n et deux des complexes K', K, K”,
les fleches k' sont des isomorphismes, alors les fleches k' (i < n) sont des isomorphismes
pour le troisieme.

Pour le voir, on note que grace a 5.5.15, le morphisme

(a) k" . LT" ,Ru,K — RSym"(u), LT K

ext ext
peut se représenter par un morphisme de complexes filtrés
k,n . Ko I Kl
de filtration finie, ce morphisme induisant sur les quotients successifs des fleches iso-
morphes aux fleches composées

. L . . L .
(b)) LI Ru,K'V LI"7 Ru, K" — RSym"(u),(LT: K’V LI K")
suivantes :
L X
. L ‘ KV . . L . ‘
LT Ru,K'V LIS Ru K" —~— RSym'(u), LT’ K’V RSym"(u), LT"7/(K")
. . L . .
de:fn Vin—ix(R Sym'(u), LT, K’ X RSym" ' (u), LI’ (K"))
5.4.3 ' . L
— VxR Sym'(u) X R Sym”_’(u))*(LFéxtK’ X LFg’X;iK”)
, L , . L .
= RSym"(w), Vi s (LTI K' R LTI K™ S R Sym" (), (LTI K’V LI K").

D’apreés ’hypothese de récurrence (et la formule de Kiinneth), ces fleches sont des
quasi-isomorphismes pour i # 0, n. Deux quelconques des assertions suivantes im-

pliquent donc la troisiéme : (a) est un quasi-isomorphisme ; (b)) est un quasi-isomorphisme ;

(b,) est un quasi-isomorphisme. Il s’agit la des trois fleches qui étaient en question,
C.QFD.
. Supposons vraie I’assertion (x) envisagée dans 5.5.22, et prouvons 5.5.21. Soient
donc S, X, Y, A, K etu comme en 5.5.21. Le probléme est local sur S, qu’on peut supposer
affine. Tout complexe K est extension successive de complexes de la forme i)i* K pour
i inclusion dans X d’une partie affine localement fermée. Par dévissage (5.5.22.2), on
peut donc supposer K de la forme i, Ky, pour une immersion i : X; — X de source
affine. La compatibilité 5.5.20.2 permet de remplacer X par X, K par K; et de supposer
donc u affine. Factorisons u comme un composé u = u; ... u; de morphismes a fibres de
dimension < 1. La compatibilité 5.5.20.2 montre qu’il suffit de prouver que les fleches
k" relatives aux u; et a un quelconque complexe K sont des isomorphismes. On est ainsi
ramené au cas S affine, u de dimension relative < 1.
. Pour que k" soit un isomorphisme, il suffit que ses restrictions aux fleches géomé-
triques de Sym’((Y') le soient ; la compatibilité 5.5.20.3 (v"") nous rameéne donc a supposer
S spectre d’un corps algébriquement clos k.
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. Pour tout point rationnel y de SymZ(Y), il existe une partie réduite finie Y’ de Y
telle que y soit dans I'image de Sym} (Y'). La compatibilité 5.5.20.3 (vi”) nous permet
donc de supposer que Y est somme d’un nombre fini de copies de Spec(k).

.S1Y = 1Y}, alors tout complexe K sur X est somme de complexes concentrés sur
I'un des schémas X; = u~!(Y;). Par dévissage (5.5.22.2) et d’apreés la compatibilité 5.5.20.3
(vi”), il suffit de prouver 5.5.21 pour chacun des morphismes u; : X; — Y;. Par 5.5.22.5,
ceci nous ramene au cas ou

Y =S = Spec(k), k algébriquement clos, dim X < 1.
Le faisceau A se réduit maintenant a un anneau noethérien A. La proposition sui-

vante permettra de se ramener au cas ou A est un corps.

PROPOSITION 5.5.23. Soient A un anneau noethérien (commutatif), K € Ob D™(A) un
complexe borné supérieurement de A-modules et n un entier. Les conditions suivantes sont
équivalentes

(i) K est de tor-dimension < n
L
(ii) Pour tout x € Spec(A) et touti < —n, H'(K @ k(x)) = 0.
A

On a (i) = (ii) trivialement. Supposons (ii). Pour prouver (i), nous prouverons par
récurrence noethérienne sur le fermé F de Spec(A) que si un module N vérifie N, =0

pour x & F, alors Hi(KéA N)=0pouri < —n.

Soit I 'unique idéal qui définisse F tel que A/I soit réduit, et soit N, le sous-module
de N annulé par I*.Ona N = h_r)n N,,. Puisque les foncteurs Tor commutent aux limites
inductives filtrantes, on se rameéne au cas ou il existe k tel que N = N, de sorte que N
est extension successive de modules tués par /, et la suite exacte longue de cohomologie
nous ramene au cas ou N est déja un A/I-module.

Soit # un point maximal de F, et définissons des A/I-modules M et M, par la suite
exacte

(5.5.23.1) 0— M; — N5 N ® k() — M, —> 0.

Ona (M), =0(j = 1,2). Si pour chaque fermé G C Favec & G on désigne par
M; ¢ le sous-module de M; formé des sections de M a support dans G, on a

M_] == 11_1’)1’1 Mj,G'
ngG
D’apres I’hypothése de récurrence et un passage a la limite, on a donc

. L
H'(K®, M;)=0 pour i<-—n.

Le module N ® k() est un vectoriel sur k(#), donc une somme de copies de k(7).
Par hypothese, on a

Hi(Ké (N®k(n)=0 pour i<-—n.

Si I est 'image de la fleche i de (5.5.23.1), on dispose de suites exactes
. L . L . L
H™(K® My) — H'(K® I) — H'(K® (N ® k(1))
L L L
HKQ®M,)— H(KQN)— H(KQI),

L
dont on tire que H'(K® N) =0 pouri < —n, C.Q.FD.
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COROLLAIRE 5.5.24. Pour qu’une flecheu : K — L dans D™(A) soit un isomorphisme,
il suffit que pour tout x € Spec(A), la fléche

L L
u, - K®, k(x) — L ®, k(x)

soit un isomorphisme dans D~ (k(x)).

Soit M le cone (mapping cylinder) de u. Par hypothese, on a M éA k(x) = 0 pour
tout x € Spec(A). D’apres 5.5.23, on a donc M = 0, et u est un isomorphisme.

. Poursuivons la démonstration de 5.5.22, interrompue en 5.5.23. D’apres la compa-
tibilité 5.5.20.3 (iv") et 5.5.24, le morphisme k" relatif 3 K € Ob D**"20( X A) est un iso-

morphisme si et seulement siles morphismes k" relatifs aux KQLZ) 1k(x) € Ob DHor20( X k(x))
sont des isomorphismes, pour x € Spec(A). Ceci nous ramene au cas ou A est un corps
de caractéristique £ > 0.

. La suite exacte (ou C désigne un cdne)

0— K[-1] — CK[-1] —— K — 0

montre que les fleches k" sont des isomorphismes pour K si et seulement si elles le sont
pour K[—1] (5.5.22.2).
. Les suites exactes 404

0—o0,,K— K—0,K—0

montrent que pour les fleches de Kiinneth soient un isomorphisme, pour K complexe
plat, il suffit qu’elles le soient pour les composantes de K, placées en degré 0 (5.5.22.2 et
5.5.25.2).

. Soit donc K un faisceau de A-vectoriels. Ce faisceau est limite inductive de faisceaux
constructibles (IX 2.7.2), automatiquement plats puisque A est un corps, et par passage
a la limite, on se raméne au cas K constructible, réduit au degré zéro.

. Si un complexe K est facteur direct d'un complexe L, le morphisme k" relatif a K
est facteur direct du morphisme k" relatif a L, donc un isomorphisme si ce dernier en
est un. La méthode de la trace (IX 5.8) s’applique donc et il suffit de traiter le cas ou F
est de la forme jiAy/, pour j : X' — X quasi-fini. La compatibilité 5.5.20.2 permet de
remplacer X par X', d’ou la réduction

X est de dimension < 1 et K = Ay.

. On peut supposer X réduit.Sij : U — X est'ouvert de lissité de X, de complément
i . F — X, lasuite exacte

0— jij*Ay — Ay — §Hji*Ay — 0

nous ramene par dévissage aux cas ou X est soit une courbe lisse, soit un ensemble fini.
De plus, la formule

L
Ax = AQy, (ZIh)y
rameéne par 5.5.20.3 (iv") au cas ou Ay = Z//.

Si X est une courbe, on plonge X dans la courbe projective et lisse correspondante, 405
et un nouveau dévissage ramene a I'un des deux cas suivants
(i) X est une courbe projective et lisse, Y = .S = Spec(k) avec k algébriquement
clos, A=27Z/0,K =7Z/¢.
(ii) X est une somme d’'un nombre fini de copies de Spec(k), Y = S = Spec(k) (k
algébriquement clos), A = Z/{, K = Z//.
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Un ultime dévissage de (Z/¢) y en les faisceaux (Z/¢) y+, pour X' composante connexe
de X, raméne dans (i) et (ii) a supposer X connexe. Le cas (ii) est alors trivial. Ceci prouve
5.5.22.

LEMME 5.5.26. Le théoréme 5.5.21 est conséquence des deux cas particuliers suivants de
I’assertion () de 5.5.22 :

Cas 1. On suppose que k = C.
Cas 2. On suppose que k est de caractéristique p > 0 et que { = p.

Avec les notations de 5.5.22, désignons par p la caractéristique de k. Si p = O, le
principe de Lefschetz (s’appuyant ici sur la compatibilité 5.5.20.3 (v”), et sur XII 5.4)
permet de se ramener au cas ou k = C.

Reste a traiter le cas ou p > 0 et ou £ # p. La courbe X se remonte en une courbe X’
sur 'anneau W (k) des vecteurs de Witt sur k (SGA 1 III 7.4). Posons .S = Spec(W (k)),
soit le diagramme

X ,; X' X
I f! f
n S Spec(k),

et soient f,, f, et f,, les projections respectives de SymZ(X), Symg(X’) et SymZ(X,;)
sur Spec(k), S et 5. On sait que f, est un morphisme projectif et lisse (la projectivité est
évidente ; pour la lissité, le plus simple est de se ramener au cas ou X' = P}q, auquel cas
Symg(X ") ~ P" comme il résulte du théoréme des fonctions symétriques élémentaires).

D’apres le théoréme de spécialisation XVI 2.2, les faisceaux R’ f,,, (Z/{) sont localement
constants sur S. Il en est de méme des faisceaux L'I'"(Rf}Z/{). Pour vérifier que la
fleche de (5.5.22.1) relative a X sur k est un isomorphisme, il suffit donc d’apres 5.5.20.3
(v") de prouver I'énoncé analogue pour la fibre générique géométrique X5 de X sur S.
Le corps k(7) est de caractéristique 0, et, vu la premiére réduction, ceci prouve 5.5.26.

Pour prouver 5.5.21 dans les deux cas particuliers 5.5.26, on comparera le morphisme
de Kunneth symétrique d’une part a son analogue transcendant (5.5.27 et 5.5.28) d’autre
part a son analogue cohérent (5.5.29 a 5.5.37).

5.5.27. Sip : X — Sestune application continue entre espaces topologiques, avec
S annelé par un faisceau d’anneaux commutatifs .4, les constructions 5.5.7, 5.5.8 s’ap-
pliquent telles quelles pour définir un foncteur I'/;, des modules sur X dans les modules

sur Symg(X) = X"/G,,. Les sorites 5.5.7 a 5.5.18 se transposent. De méme, si S, X et Y
sont des espaces topologiques localement compacts séparés

u

X Y

2

et si les fibres de u sont de dimension cohomologique bornée, le sorite 5.5.19, 5.5.20 du
morphisme de Kiinneth symétrique en cohomologie a support propre se transpose.

Sip : X — S est un morphisme de schémas de type fini sur C, les foncteurs I'" et
LTI commutent aux foncteurs « passage au transcendant ». Enfin, si X, Y, S, A, K sont
comme en 5.5.21, avec .S séparé de type fini sur C, et si on désigne génériquement par e
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les morphismes de sites de type € : X — X, le diagramme suivant est commutatif :

n

e*Lr"

ext

RU!K

€*R Sym’;(u)! LI K

ext

(5.5.27.1)

kn an

LT

ext

Ru‘;‘“e*K

RSym'o(u™™), LT e* K.

5.5.28. D’apreés la compatibilité (5.5.27.1), et un cas élémentaire du théoréme de
comparaison (XI 4.4 ou XVI 4.1), pour traiter le cas 1 de 5.5.26, il suffit de vérifier que
si X est une courbe projective non singuliere complexe, alors ’analogue topologique de
(5.5.22.1) est un isomorphisme.

L’espace topologique X" est triangulable (ce fait est ici trivial, car X est un revéte-
ment ramifié de la sphere de Riemann). L’analogue topologique du lemme de dévissage
5.5.22.2 nous rameéne alors a prouver

() Si D est un simplexe fermé (de dimension 0, 1 ou 2), la fleche de Kiinneth symé-
trique topologique

(5.5.28.1) k" : LI'"RI'(D,Z/{) — RI'(Sym"(D),Z/?¢)
est un isomorphisme.
On a
RI'(D,Z/t) = Z/! placé en degré 0,
et donc

LI'"RI'(D,Z/0) = Z/¢ placé en degré 0.
D’autre part, Sym" (D) est contractible, et on a encore
RI'(Sym"(D),Z/¢) = Z/¢ placé en degré 0.

Les H' des deux membres de (5.5.28.1) sont donc nuls, et la fleche induite sur le H 0
s’identifie a 'identité de Z//.

5.5.29. Pourl’application que nous avons en vue, il y a intérét a regarder un faisceau
quasi-cohérent sur un schéma X comme étant un faisceau quasi-cohérent de O-modules
sur le site étale de X.

Soit p : X — S un morphisme quasi-projectif de schémas (cf 5.5.21.1 ¥°). Si F est un
faisceau de O y-modules sur X, alors

n
a) On désigne par Q) F le faisceau de modules sur (X/S)% produit tensoriel des
Ox1sy -mod;lles images réciproques de F sur (X/S)% ;

b) le faisceau (X) F est un faisceau G,-équivariant. Par passage aux invariants, il
définit un faisceau TS, (F) sur Sym’;(X) : si o est la projection de (X/S)" sur
Sym';(X ), on a

n

(5.5.29.1) TSi(F) = (0, F)°".

Supposons que p soit plat; comme en 5.5.8, on définit alors le foncteur I'’}, comme

étant le 0™ dérivé gauche du foncteur T'S”.,. Avec les notations de 5.5.2.5 et 5.5.8, si

Pl_)PO_)g_)O

40. Tout ce qui suit, y inclus 5.5.34, est valable en supposant seulement que X et Y admettent des
faisceaux inversibles amples relativement a .S (sans supposer X et Y de type fini sur .S).
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est une présentation plate de &, alors la suite

Jo

Tngt(Pll) Tngt(PO)

[‘enxt(g?)

J1

est exacte. Si x est un point géométrique de Sym’;(X) comme en 5.5.7.1, on a (cf. (5.5.8.1))

¢
(5.5.29.2) T F)x = 0, ®c (Q) T (F,),
1

J4
avec C = ® Symgs((ﬂyi).
1

Il suffit en effet de vérifier cette formule dans le cas trivial ou les fibres de & sont libres.
On notera que O, est plat sur C, étant 'hensélisé strict de C au point fermé image de x.

5.5.30. Supposons X et .S affines, p plat et # quasi-cohérent. Soient .S = Spec(A),
X = Spec(B) et soit F = HOY(X, %), de sorte que F est le faisceau F~ défini par le
B-module F. On lit alors sur (5.5.29.1) que

TS, (F)=TSK(F)",
et, par dérivation, on a donc
(5.5.30.1) Il (F) =T4(F)".

Le foncteur I/}, apparait donc comme un foncteur I'” «relatif a A », ce que (5.5.29.2)
exprimait déja sous forme locale.

5.5.31. On désignera par D>°"s<0(X, (9) la sous-catégorie de D’(X,9y) formé
des complexes de () y-modules qui, en tant que complexes de p~! (0 g)-modules sont de
tor-dimension < 0.

Soit la condition

. K € 0bC»2%(X, 9 y) et, en chaque point géométrique x de X, K, est homotope a
un complexe de Oy ,-modules, a degrés positifs, plat sur Og .

Le morphisme p étant plat, de sorte qu’il y a « assez » de O y-modules plats sur S, on
vérifie comme en 5.5.13.2 que D>'Ts<O(X, (9 ) se déduit de la catégorie des complexes
K € Ob K>20(X, 0 y) vérifiant (5.5.31.1) en inversant les quasi-isomorphismes.

On lit sur (5.5.29.2) et 5.5.6.1 que siu : K — L est un quasi-isomorphisme entre
complexes vérifiant (5.5.31.1), alors I',(#) (au sens de DoLD-PUPPE) est encore un quasi-
isomorphisme. Le foncteur I}, se dérive dés lors en

(5.5.31.2) LIy @ DMOs=0(X, 0) —> DPOrs=U(Sym/g(X), Ogymrx)

ext

5.5.32.  On désignera par Dg’ct;)}rlSSO(X ,Ox) la sous-catégorie de D**°'s<0(x, ()

formée des complexes a cohomologie quasi-cohérente.

Des arguments standards permettent, comme en 5.5.17, de définir une fleche de Kiin-
neth symétrique du type suivant :

Soit u : X — Y un morphisme de S-schémas quasi-projectifs et plats sur .§'; pour

K € Ob Dgfgﬁs SO(X , O x),lafléeche de Kiinneth symétrique k" dans szgﬁs SO(Sym’b’,(Y), )
est une fleche
(5.5.32.1) k" : LTZRu,K — RSym’u, LI" K.

On laisse au lecteur le soin de vérifier les propriétés formelles de (5.5.32.1) qui seront
utilisées, notamment la suivante :
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LEMME 5.5.33. Si S est de caractéristique p > 0, et siu : X — S est propre et plat, le
diagramme de fléches de Kiinneth symétriques (5.5.17.2) et (5.5.32.1) est commutatif (Y =
S, K=Z/pouly):

kn
LIz, Ru,(Z/p) — RSym'((u),(Z/p)

.

LI5Ru,(0) R Symg(u)*(D

PROPOSITION 5.5.34. Sous les hypothéses de 5.5.32, la fleche de Kiinneth symétrique
(5.5.32.1) est un isomorphisme.

a) La question est locale sur .S, qu’on peut supposer affine.

b) Pour tout point x de Symg(Y), il existe un ouvert affine Y; de Y tel que x soit
dans Sym"S(Yl). Par localisation, on peut donc supposer Y affine.

c) Tout complexe K du type considéré peut se représenter par un complexe K|,
de modules quasi-cohérents sur .S, nul en degrés < 0. Si I/ est un recouvre-
ment affine de X, alors K admet une résolution finie par des sommes de com-
plexes de la forme j, j* K pour j inclusion d’un ouvert affine (complexe de Cech
alterné). Utilisant I'analogue quasi-cohérent du lemme de dévissage 5.5.22.2,
ceci nous ramene au cas ou il existe un ouvert affine j : X; & X de X et

K| € Dot (X,,0) tel que K = Rj,K,.

d) Vul'analogue quasi-cohérent de la transitivité 5.5.20.2, il suffit de prouver 5.5.34
pour uj et j. La réduction b), appliquée a j, nous ramene enfin au cas ou X, Yet .S
sont affines. On peut alors représenter K par un complexe K, € C>29(X, )
a composantes S-plates et quasi-cohérentes (4.1.9). Les foncteurs Ru, et LI™"
se calculent alors sans plus devoir résoudre K,, et il reste a noter que, d’apres

(5.5.30.1), pour F quasi-cohérent sur X, on a
Fenxtu*g_) Symg(u)*renxt'%
les deux membres s’identifiant a
I'y(F)” pour & =F~,
C.QFD.

5.5.35. Traitonsle cas2 de 5.5.26. Avec les notations de 5.5.22, le diagramme suivant
est commutatif (5.5.33) :

LT"(RT(X,Z/p)) RI(Sym!(X),Z/p)

(5.5.35.1) l
LI"(RT(X,0)) RI(Sym”(X),0),

et d’apres 5.5.34, la fleche @ est un isomorphisme. L’endomorphisme de Frobenius F :
x — xP de O agit p-linéairement sur RI'(X, O) et sur RI’ (Symz (X), 0). 1l agit donc aussi
p-linéairement sur LI'"(RI'(X,0)). On vérifie que k" et F commutent.

La théorie d’Artin-Schreier nous fournit des suites exactes

0 — HI(X,ZIp) — H'(X,0) =5 HI(X,0) — 0,

et de méme pour Sym'(X). Pour déduire que @ est un isomorphisme du fait que @ en
soit un, il nous reste a vérifier le
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413



414

415

224 XVIL. COHOMOLOGIE A SUPPORTS PROPRES

LEMME 5.5.36. Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0, K € CZ%(Z/p) un
complexe de Z/p-vectoriels de dimension finie, L € CZ°(k) un complexe de k-vectoriels de
dimension finie, F un endomorphisme p-linéaire de L etu : K — L un morphisme. On
suppose que H*(Fu) = H™(u), et que les suites

0 — Hi(K) — Hi(L) —% Hi(L) — 0
sont exactes. Alors, les suites
0 — HI(IMK) — HI(I"L) =5 HI(I"L) — 0
sont exactes.
Puisque H*(Fu) = H™(u) et que Z/p est un corps, il existe une homotopie
Fu—u=dH + Hd.
Le corps k étant parfait, on peut écrire
FHy— Hy=H.

Remplacgant u par u — (d Hy + Hyd), on peut supposer que Fu = u.

Le foncteur S qui a chaque k-vectoriel V' muni d’'un endomorphisme p-linéaire F
associe le Z/p-vectoriel V' des v € V'tels que Fv = v est un foncteur exact. L’hypothése
signifie donc que morphisme

K — LS

est un quasi-isomorphisme. Reste a prouver que le foncteur .S commute au foncteur I"".
Ce point résulte aisément du lemme bien connu suivant, dont la démonstration est laissée
au lecteur :

LEMME 5.5.37. Un vectoriel de dimension finie V sur un corps parfait k, muni d’un
endomorphisme p-linéaire F, admet une et une seule décomposition

V=W+V,
avec VS @ k — V,, F(V,) C V, et F|V, nilpotent.

Ceci achéve la démonstration de 5.5.21.

6. Le foncteur f,

On se propose de donner une construction directe du foncteur f, de 5.1.11. On utili-
sera ensuite cette construction pour définir le « morphisme trace » (6.2.3) pour les mor-
phismes plats quasi-finis de présentation finie.

6.1. Nouvelle construction du foncteur f,. Soit f : X — S un morphisme
localement de type fini. Une partie P de X est dite propre sur S si elle est I'image d’un
sous-schéma de X propre sur S.

PROPOSITION 6.1.1. Soit f : X — S un morphisme localement de type fini et quasi-
séparé.
(i) Une partie de X propre sur S est localement fermée, et est fermée si f est séparé.
(i) Si f est séparé, la réunion de deux parties de X propres sur S est propre sur S.
(iii) Pour tout S-schéma U, désignons par @ x(U) I'ensemble des parties de U X g X
propres surU. Le foncteur @ y est un faisceau pour la topologie fpqc. Si f est séparé,
@y est un faisceau d’ensembles ordonnés filtrants pour la relation d’inclusion.
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416 Les assertions (i) et (ii) sont triviales, et la seconde assertion de (iii) résulte de (ii).
Le foncteur U — P(U Xg X) est un faisceau pour toute topologie pour laquelle les
recouvrements soient surjectifs. Il résulte de EGA IV 2.3.14 et EGA IV 2.7.1 (vii) que @
en est un sous-faisceau.

Si F est un faisceau étale d’ensembles pointés sur un schéma X, rappelons (IV 8.5.2)
que le support d’une section s de J est le complémentaire du plus grand ouvert ou s = 0,
0 désignant la section marquée.

DEFINITION 6.1.2. Soient f : X — S un morphisme localement de type fini et séparé,
et F un faisceau d’ensembles pointés sur X. On désigne par f\F le sous-faisceau de f,F

dont les sections sur U (étale sur S) sont les sections de I sur U X g X a support propre sur
U.

Il résulte de 6.1.1 que f,F est effectivement un faisceau.
On vérifie aisément que :

LEMME 6.1.3. Si f est le composé gh de deux morphismes séparés localement de type
fini, il existe un et un seul isomorphisme de foncteur f, ~ g h, rendant commutatif le
diagramme

~

/i g h

f* — g*h*'

Si f est une immersion ouverte (resp. un morphisme propre) le foncteur f, est le
foncteur de prolongement par zéro (resp. le foncteur f,). D’apres 6.1.3, les définitions
6.1.2 et 5.1.11 coincident donc dans leur domaine commun de validité.

Les propriétés du foncteur f, vérifiées dans le § 5 restent valable dans le cas plus
général 6.1.2.

PROPOSITION 6.1.4. Soit f : X — S un morphisme séparé localement de type fini.

(i) Le foncteur f, est exact a gauche (i.e. commute aux limites projectives finies) et
commute aux limites inductives filtrantes.
(ii) Si f est quasi-fini, le foncteur f| est un foncteur exact de la catégorie des faisceaux
abéliens sur X dans celle des faisceaux abéliens sur S.
(iii) Pour tout diagramme cartésien

X' X
s f
s —f .5

il existe un isomorphisme de changement de base rendant commutatif le diagramme

g*f! .~ f!/gl*

g f — fig"”,

417
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dans lequel la seconde fleche horizontale est la fléche de changement de base XII
4.1.

PREUVE. Quel que soit U € Ob S|

et>

AFWU) = lim Tp(F),
PedU)

on a

et pour U quasi-compact quasi-séparé, le foncteur & — f,7(U) commute aux limites
projectives finies et aux limites inductives filtrantes, comme limite inductive filtrante
(6.1.1 (iii)) de foncteurs ayant ces propriétés.

Ceci prouve (i). L’assertion (ii) résulte aussitot de (iii) (prendre comme changements
de bases les points géométriques de .5).

L’assertion (iii) est de nature locale sur S, qu'on peut supposer affine. Soit I I'en-

J
semble ordonné filtrant des ouverts de X de type fini sur S. Si U < X est un ouvert de
X, (finTF|0) = f,(ji(F|U)) s’envoie dans f,(F). De plus

Fi(F) = T (f T IU).
Uel

Ceci permet de supposer X de type fini sur .S et d’appliquer le lemme de Chow (EGAII
21€me &q Y4 pour trouver un morphisme projectif et surjectif : p° : X9 — X tel que fp°
soit compactifiable. Soit X! = X0 x X9 et p! la fleche naturelle de X! dans X. La suite

0—F = pdp™F = pip™F

est exacte (VIII 9.2).

Compte tenu de la fonctorialité de la fleche de changement de base, et de (i), il suffit
de vérifier (iii) pour les faisceaux p? P F et Pl p!"F. Par le changement de notations
(p' ~ p) on se rameéne donc a supposer F de la forme p?G. L’assertion (iii) pour le
couple (f, p? G) équivaut a I'assertion (iii) pour les couples (p2, §) et (fp?, G). On conclut
par 5.2.7 (i), applicable car p® et fp° sont compactifiables.

CONTRE-EXEMPLE 6.1.6. Le foncteur Rf) ne coincide en général pas avec le foncteur
dérivé du foncteur f). Si X est affine sur un corps algébriquement clos k, on a en effet

HF= @ HAP).

xeX (k)

et le i®M¢ foncteur dérivé de f, vaut donc en F
P Hi.
xeX (k)
Par contre, si X est lisse et irréductible, et de dimension 1,
H2(X, pgn) ~ 210"

pour ¢ premier a la caractéristique de k.

6.2. Le morphisme trace en dimension relative 0. Le résultat principal de ce n°
est le théoréme 6.2.3. Il est recommandé au lecteur de ne pas lire les préliminaires tech-
niques 6.2.1, 6.2.2. Ceux-ci permettent, dans la démonstration de 6.2.3, de ne considérer
que des morphismes f finis, réduction qui, via EGA IV 18.12, est de toute facon assez
évidente.
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6.2.1. Soit f : X — S un morphisme quasi-fini séparé. Quel que soit U € Ob S,
designons par ¥ ((U) la catégorie des couples formés d’un ensemble pointé fini /, de
point marqué noté 0, et d’'une décomposition de f*U en parties ouvertes et fermées
U= Hie[ V;, avec V; fini sur U pour i # 0. Un morphisme de ¢ = (V;),c; dans ¢’ =
(V;")ier’ est un morphisme o de I’ de dans I tel que pour i € I, onait V; = UjEO'_l(i) V.
On dit que @' raffine ¢ s’il existe un morphisme de ¢ dans ¢’.

Soient 7 un faisceau de groupes abéliens sur S,U € Ob S, ¢ = (V;);c; € Ob ¥ ((U),
I'* = I\{0}, et f; la projection de V; sur U. On a

AT = fo f3T10) & @ fi fi(TI0).
i#0
d’ou une fleche composée
6.2.1.1) 7, TN — @ f1. /5T W) — fif*T|U.
i#0

Sio : I — Jest un morphisme d’ensembles pointés, on désigne par ‘o : F/  —
F1" 1a fleche de coordonnées ’aij =Idsio(i) = j, et taij =0sic(i)#j.Sic : I' > 1
est un morphisme de ¢ dans ¢’, le diagramme

* to‘
F'u F
6.2.1.2) \ /
T(p T(p/

HTIU

I/* |U

est commutatif. De plus, ‘(6p) = 'p’o. Les ¥ (U) forment une catégorie fibrés ¥, sur
S ; les constructions précédentes commutent a la localisation et définissent donc un

Sei-foncteur ¢ = (V));ef € V4(U) — FI'|U de ¥ dans la S.-catégorie des faisceaux

sur des ouverts étales de .S, et un morphisme de foncteurs Ty ' FIr U - f,f*T|U.

PROPOSITION 6.2.2. (i) La catégorie ¥y est localement filtrante a droite (V 8.1.1)
sur Sg.
(ii) Les fleches (6.2.1.1) définissent un isomorphisme
T lim FUNWU S £ 5 F|U.

—
o=(V)ie €Y (U)

Si S est strictement local de point fermé s, le S-schéma X admet une décomposition
@ € ¥ 4(S) en parties ouvertes et fermées X = Hie ; Xi indexée par un ensemble pointé
1 telle que la fibre de X, en s soit vide, que les X; (i # 0) soient finis sur .S et que la fibre
de X; (i # 0) en s soit réduite a un point (EGA IV 18.12.1). Une telle décomposition est
un élément final de ¥ /(.S). De plus, en vertu de 6.1.4 (iii) (ou parce que c’est évident) la
fibre en s de la fleche 7, (6.2.1.1) est un isomorphisme.

Dans le cas général, soit x un point géométrique de S et ¥, la fibre de ¥/ en x,

¥, = lim ¥ (U),
U(x)

pour U voisinage étale de x. Soit .S, le localisé strict de Sen x, X, = X Xg S, et f :
X, — S,. Les sorites de passage a la limite montrent que la catégorie ¥, est équivalents

41.N.D.E. : voir [C, 2.6], cité dans la N.D.E. (14) page 143.
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ala catégorie @ (S,), donc filtrante a droite. Il en résulte que ¥, est localement filtrante
a droite. De plus, la fibre en x de 7 s’identifie a la fleche

Tx:h_r)n?)lcx_)(f!f*?)x
v

X

et, d’apres ce qui précede, cette fleche est un isomorphisme.

THEOREME 6.2.3. On peut d’une et d’une seule facon définir, pour tout morphisme f :
X — S, séparé, plat de présentation finie et quasi-fini, et tout faisceau abélien & sur S, un
morphisme trace

TI’f . f|f*? — F
de sorte que les conditions suivantes soient vérifiées :

(Var 1) Ty 1 est fonctoriel en F .
(Var 2) Tr s est compatible a tout changement de base, i.e. pour tout diagramme cartésien

g/

X’ X
jf’ lf
Y g S

le diagramme de foncteurs suivant est commutatif :

f,'f'*g* —_ f!/g/*f* —_ g*f[f*

jTrf, xg™ jg**Trf
g g"
423 (Var 3) Tr ; est compatible avec la composition, i.e. si f est le composé f = gh de deux mor-

phismes séparés, plats, de présentation finie et quasi-finis, le diagramme suivant
est commutatif :

lg!*Trh*g*

28"

lTrg

Id.

Var4) " (Normalisation). Si f est fini de rang constant n, ’homomorphisme composé

Tr
F > [T = fif*F —> T

est la multiplication par n.
Notons tout d’abord que les conditions (Var 2) a (Var 4) impliquent que

LEMME 6.2.3.1. Si X = X'U X", alors, posant f' = f| X" et f" = f|X", le morphisme
Tr,:
S

f!f*?:f!/f,*feaf!,,f,/*? N ‘97
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est somme de Tr ) et Trpn.

XN

Si on applique (Var 2) a j’, pour le changement de base par j’, et (Var 4) pour 'ap-
plication identique, on voit que

Tr;/ Wi F — T

est 'application canonique définie par la décomposition de f*F en somme directe

Sion applique (Var 3)a f' = foj’, on voit que le diagramme suivant est commutatif

f!,f,*? flf*?
T:jx\ Try

F ;

ce qui, joint a ’énoncé analogue pour f”, n’est autre que 6.2.3.1.

Soit f : X — .S un morphisme quasi-fini séparé plat de présentation finie. Quel
que soit U € Ob.S, soit ¥,(U) la sous-catégorie pleine de ¥ (U) (6.2.1) formée des
décompositions (V;);c; telle que, pour i # 0, V; soit localement libre de rang constant
sur U. Les catégories ¥ (U) forment une sous-catégorie fibrée de ¥, cofinale dans ¥ .

Soient F et G des faisceaux abéliens sur S. D’apres 6.2.2 (ii), il revient au méme de
se donner un morphisme g : f,f*F — G ou de se donner, pour chaque décomposition
@ =))er € ?’}(U), un morphisme g, : F' U - g|u, compatible aux morphismes
‘o de (6.2.1.2). Si f; est la projection de V; sur U, g, est la fleche de coordonnées les
fleches composées :

. g
8o - TW = [i fiFIWU = fLf*TIU - G|U.

On en déduit qu’il existe une et une seule fleche Tr ;, compatible a la localisation étale
et vérifiant (Var 4) et 6.2.3.1. Il est clair que cette fleche vérifie (Var 1) et (Var 2).

Pour vérifier (Var 3), on se raméne par changement de base au cas facile ou .S est le
spectre d’un corps algébriquement clos.

6.2.4. Une pondération d’'un morphisme quasi-fini séparé f : X — Sestladonnée,
pour chaque point géométrique x de X d’un entier n(x), ne dépendant que du point de
X image de x, cette donnée vérifiant :

(*) Quels que soient U € Ob S, et la partie ouverte et fermée X, de f~1(U), fi-
nie sur U, la fonction qui a chaque point géométrique s de U associe le nombre

ZXEXl(s) n(x) est localement constante.

Si f = gh est le composé de deux morphismes pondérés, on pondére f en posant
np(x) = np(x) - ng(h(x)).

Sile morphisme f’ se déduit par un changement de base g d’un morphisme pondéré
f, on pondere f’ en posant n;/(x) = n (g’ (x)).

Les arguments qui précedent prouvent en fait :
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PROPOSITION 6.2.5. On peut d’une et d’une seule facon définir, pour tout morphisme
quasi-fini séparé pondéré f : X — S et tout faisceau abélien F sur S, un morphisme
trace Tr, @ f\f*F — F, qui soit fonctoriel en F, compatible aux changements de base et
a la composition, et vérifie :

(Var4) S f est fini et s’il existe un entier n tel que, pour tout point géométrique s de S, on
ait erx(s) n(x) = n, alors la fleche composée

Tr
F— [T = (ST 5T

est la multiplication par n.

EXEMPLE 6.2.6. Soient .S un schéma réduit et noethérien géométriquement unibranche
(par exemple normal), et f : X — .S un morphisme quasi-fini séparé. Pour tout point
géométrique x de X d’image s dans .S, soit U, (resp. U,) I'anneau strictement local de X
en x (resp. de S en s). Le schéma Spec((,) est réduit et a un unique point maximal 7. De
plus, O, est fini sur ¢J;. On pose n(x) = rgn((ﬂx). On vérifie que n(x) est une pondération
de f, d’ou un morphisme trace Tr.

6.2.7. Soitu : X — Y un morphisme séparé quasi-fini plat de présentation finie.
Le morphisme trace (6.2.3) étant fonctoriel, il définit, pour tout complexe de faisceaux
abéliens K sur Y, un morphisme de complexes

(6.2.7.1) Tr, : uu*K — K.

On appellera encore, au choix, morphisme trace, morphisme de Gysin ou morphisme u,
tout morphisme déduit de (6.2.7.1) ou 6.2.3 par application d’un foncteur. Par exemple
les suivants.

Soit un diagramme commutatif

X . Y
S
avec g séparé localement de type fini. Pour tout faisceau abélien J sur Y, le morphisme
trace définit un morphisme

u

8! (Tru)

(6.2.7.2) Tr, ou u,:@ fuwdF ~guu*F —— g .

Si g est compactifiable, et si K est un complexe borné inférieurement a cohomologie
de torsion, ou un complexe de g*.A-modules pour A faisceau d’anneaux de torsion sur
S, le morphisme trace (6.2.7.1) induit de méme

u

Rg\(Tr,)
(6.2.7.3) Tr, ou u, : Rfiu"K ~ Rguu*K —— RgK,
Rig(Tr,)
(6.2.7.4) Tr, ou u, : RIfiu*K ~ Riguu*K ——— RigK.

Pour § spectre d’un corps algébriquement clos, (6.2.7.4) est un morphisme
(6.2.7.5) u, : H(X,u*K) — HI(Y, K).

On voit donc que la cohomologie a supports propres présente un caractére covariant
vis-a-vis des morphismes quasi-finis.
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6.2.8. Soientu : X — Y comme en 6.2.7, A, = [0,n] 'ensemble type a (n +
1)-éléments et X, le produit fibré itéré (n + 1)"P!¢ de X au-dessus de Y. Les X, forment
un schéma simplicial augmenté vers Y (cf. VBIS). On désignera par u,, : X, — Yle mor-
phisme d’augmentation. Si  est un faisceau abélien sur Y, les faisceaux F, = u, u;F
forment, en vertu (6.2.7.2) (appliqué apres le changement de langage S — Y, X — X,
Y — You X,), un faisceau simplicial augmenté vers 7. Le faisceau différentiel des
« chaines non dégénérées » de ce faisceau simplicial a par définition pour #*™¢ compo-
sante le quotient de 7, conoyau de la somme directe des opérateurs de dégénérescence
de but F, et des morphismes ¢ — €(c) pour ¢ opérateur de symétrie.

PROPOSITION 6.2.9. Sous les hypothéses précédentes, pour u étale séparé de type fini
surjectif et pour tout faisceau abélien 7 surY, on a

(i) Les faisceaux F , forment une résolution (gauche) de F .

(ii) Le complexe différentiel des chaines non dégénérées du faisceau simplicial (F ) est
une résolution (gauche) de 5 . Si les fibres géométriques de u ont toutes au plus d
points, cette résolution est de longueur < d.

Par changement de base, il suffit de vérifier cet énoncé pour Y le spectre d’'un corps
algébriquement clos, auquel cas 6.2.8 se raméne au calcul de I’homologie simplicial d'un
simplexe.

Soient (U;),cy un recouvrement ouvert fini du schéma Y, 7 un faisceau abélien sur Y
et, pour chaque partie Pde I, soit jpl'inclusion de Up = N;c pU; dans Y. Supposons choisi
un ordre total sur 1. Si X = ]_[ie ;Ui et siu est la projection de X sur Y, la résolution
6.2.9 (ii) de J est donnée par

(6.2.9.1) (T nag= P Jpip?
|P|=n+1

Cette résolution garde un sens pour [ infini.

6.2.10. Sous les hypothéses de 6.2.9, soient A un faisceau d’anneaux de torsion sur
Yet K € Ob™ (Y, A). On annéle X par u*.A. La résolution 6.2.9 (i) (resp. 6.2.9 (ii)), étant
fonctorielles en J, définit une résolution de K par un double complexe K;. Cette ré-
solution s’appelle la résolution de Cech extraordinaire (resp. extraordinaire alternée) de
K.

Soit un diagramme commutatif

X . Y
S ;
avec g compactifiable. Avec les notations de 6.2.8, si f,, est la projection de X, sur S, on

a Rf,, = Rgu,. Le complexe K, filtré par le degré semi-simplicial, définit donc une
suite spectrale

(6.2.10.1) El‘P’q = Rfpr!(u;K) —> RP*ig K.
Les diftérentielles d; proviennent des fleches simpliciales, de sorte que

(6.2.10.2) EyP = HP(RIf, (usK)) => RPHig K.
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Sous les hypothéses de (6.2.9.1), on trouve de méme une suite spectrale
(6.2.10.3) EfM = @ Rif,(iK)=> RP"gK.
| P|=p+1
Les suites spectrales (6.2.10.1) et (6.2.10.3) s’appellent les suites spectrales de localisa-
tion en haut.

PROPOSITION 6.2.11. Si f est un morphisme étale, séparé de type fini, le foncteur f, est
un adjoint a gauche du foncteur f*, et admet le morphisme trace pour fléche d’adjonction.

On sait que si X est un objet d’un site S, le foncteur f* de restriction des faisceaux
abéliens a X admet un adjoint a gauche f|. Si F est un faisceau abélien sur X, f,Fest le
faisceau engendré par la préfaisceau

v— @ Fo.
éeHom(V,X)

Dans le cas étale, notons provisoirement ce foncteur f, !0 . De sa propriété d’adjonction
résulte aussitot que sa formation commute a tout changement de base. Le morphisme
trace définit un morphisme ¢ de f\J dans f !0 J, compatible a tout changement de base.
11 suffit de voir que ¢ est un isomorphisme fibre par fibre, i.e. pour S spectre d’un corps
séparablement clos, ou cela est trivial.

. On prendra garde que cette interprétation de f| ,0 est spécifique au cas du site étale
et ne s’étend pas au site fpqf d’'un préschéma, par exemple.

6.3. Variante de la trace pour des coefficients continus. On démontre dans ce
n° les assertions de GROTHENDIECK [5, n° 6], et on applique ces résultats a la définition
d’'un « morphisme trace » pour des faisceaux fppf convenables.

6.3.1. Soit A un anneau commutatif. Si L et M sont deux A-modules projectifs de

m m m
type fini, I'application u — /\ u, de Hom(L, M) dans Hom( A L, /\ M), est compatible
a tout changement de base et m'1“¢ (5.5.2.2). D’apres 5.5.2.3, elle définit un morphisme

(6.3.1.1) /m\ : I'"Hom(L, M) — Hom(/m\ L,/m\M)

m m
tel que, apres tout changement de base, pour u € Hom(L, M), on ait A(y" () = /\ u.
Puisque Hom(L, M) est plat, ce morphisme s’identifie (5.5.2.5) a un morphisme
m m m
(6.3.1.2) /\ : TS™Hom(L, M) — Hom(/\ L. /\ M).
N.B. On peut aussi définir un tel homomorphisme dés que 2 est inversible dans A : un
m m
élément symétrique de () Hom(L, M) définit un homomorphisme symétrique de X) L
m m
dans Q) M, et celui-ci passe au quotient pour définir un homomorphisme de /\ L dans
m
A M.
Etant donnés trois A-modules projectifs de type fini, le diagramme

I'"Hom(L, M) ® I'" Hom(M, N) I'""Hom(L, N)

(6.3.1.3) l}"\@,}”\ l}"\
Hom(A L, A\ M) ® Hom(A M, \ N) — Hom(/\ L, A\ N),

dans lequel les fleches horizontales sont déduites des fleches de composition (et, pour la
m m m

premiére, de (5.5.2.8)), est commutatif. Ceci traduit la formule A\(vu) = Ave Au.
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Si L est un A-module libre de rang n, (6.3.1.2) définit un morphisme canonique
(6.3.1.4) det : I'"End (L) =TS"End,(L) — A,
qui est un homomorphisme d’algebres d’apres (6.3.1.3). Par définition, on a
(6.3.1.5) det(u®") = det(u; L).

Si L est de plus un module sur une A-algebre B, (6.3.1.4) définit par composition un
homomorphisme d’algébres

(6.3.1.6) det; : TS"(B) — A.
LEMME 6.3.2. Supposons que L s’insére dans une suite exacte
E:0—L —L—L"—0

avec L’ (resp. L") localement libre de rang n, (resp. n, ). Soient n = ny+n,, a le morphisme
« gradué associé » du groupe End(E) des endomorphismes de Uextension E dansEnd(L") ®
End(L") et, pour X et Y deux A-modules plats, soit f le morphisme de T S"(X @ Y) dans
TS™"(X)Q®TS"(Y) déduit de 'isomorphisme (5.5.2.6)
TS"XoY)~ @ TS"X)®TS" (¥Y).
n’+n"=n
Le diagramme suivant est commutatif :
TS

T S"(End(E)) LIS T.S"(End(L’) @ Ens(L")) . TS™(End(L")) ® TS"™(End(L"))

det ® det

T .S"(End(L)) dot A

D’apres la propriété universelle 5.5.2 de T'S", il suffit de vérifier que pour u € End(E)
les deux images de u®" coincident. Si au = (u’,u”"), ces images sont respectivement
det(u) et det(u’). det(u”), d’ou la conclusion.

LEMME 6.3.3. Soient A un anneau commutatif, B une A-algébre commutative, C une
B-algébre non nécessairement commutative, E un B-module libre de rang n sur A, et F un
C-module libre de rang m sur B. On suppose C plat sur A. D’apres la propriété universelle
5.5.2.2de I'"™ et 5.5.2.3, il existe une unique fleche c : T S"(C) — TSYTSF(C) telle
qu’aprés tout changement d’anneaux A — A’, on ait 6(c®"™) = (c®™)®". Le diagramme
suivant est alors commutatif :

. TS" (detp) e om
TS"(B) TSITS"(C)
detp o

det
A L TS"™(C).

PREUVE. D’apres 5.5.2.2 et 5.5.2.3, il suffit de montrer que les deux images d’un élé-
ment u®"" de T S""(C) coincident. Ces images sont detp(det z(u)) et det E®jp F(u); elles
s’expriment en termes de A, B, E, Fetu € Endz(F) et, pour vérifier qu’elles coincident,
on peut au préalable remplacer B par son image (commutative) B; dans End(E), et Fpar
F ®p B,. La formule a prouver est alors la formule de calcul par bloc des déterminants
(BourBakl, Alg. Chap. 8 § 12 lemme 2 p. 140).
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Lorsque C n’est plus nécessairement plat sur A, la méme démonstration fournit plus
généralement un diagramme commutatif d’algebres

I (det )
r(B) S ITC)
(6.3.3.1) dety .
A detE®BF Fzm(C).

6.3.4. Si B est une A-algebre commutative, Spec(T'S"(B)) n’est autre que la puis-
sance symétrique ni€me de Spec(B) sur Spec(A), i.e. le quotient de (Spec(B)/Spec(A))"
par la groupe symétrique (SGA 1V 1).

Si X est un S-schéma séparé sur S, on dira qu'un U y-module quasi-cohérent F sur
X est fini localement libre (resp. et de rang n) sur S si son support est fini sur .S et si son
image directe est localement libre de rang fini (resp. de rang n) sur S. Par support de F,
on entendra encore le sous-schéma de X défini par I'annulation de J (qui est un Idéal
quasi-cohérent, F étant quasi-cohérent de type fini).

Si F est fini localement libre sur .S, de rang n et de support E, le schéma E est affine
sur .S'; par globalisation sur .S, F définit, via (6.3.1.6), une section o (F) de Symg(E),

d’ou, par fonctorialité, une section o(F) de I'espace algébrique ! Sym"S(X )
(6.3.4.1) o(F) € I'(Sym'((X)/.S).
En particulier, si f : S’ — S est fini localement libre de rang n, on obtient, pour
JF = Og, une section canonique
(6.3.4.2) 1 € I'(Sym'c(S")/S).
PROPOSITION 6.3.5. Soient X un schéma séparé sur S et F |, F 5 deux O y-modules finis

localement libres de rang n, et n, sur S. On pose n = n; + n,. Soit d la fleche canonique
d: Symg1 (X) % Symg?(X) — Sym'((X). Si & est une extension de F | par F», on a

o(F)=d(6(F),0(F),)).

On peut remplacer X par le support (fini sur S) de | @ 7, et supposer S affine.
Traduite en terme d’anneaux, la proposition résulte alors de 6.3.2.

LEMME 6.3.6. Si X est un schéma séparé sur S, & un O y-module fini localement libre
de rang n sur S et si £ est un faisceau inversible sur X, on a
oc(F)=0c(F Q@ L).
Remplacons X par le support (6.3.4) de 7. Localement sur .S, £ est alors isomorphe

a Oy, et Iassertion devient triviale.
Le lecteur vérifiera :

PROPOSITION 6.3.7. Pour tout diagramme de S-schémas séparés sur S

41. M. ArTIN, Algebraization of formal moduli I, dans Global Analysis : Papers in Honor of K. Ko-
daira, Princeton University Press, 1969, 21-71. On n’aura a utiliser la construction précédente que lorsque
Symg(X ) existe en tant que schéma, ce qui est le cas pour X quasi-projectif sur .
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et tout O y-module F fini localement libre de rang n sur S, le Oy-module u,J est fini
localement libre de rang n sur S, et

(Sym’, u)(o(F)) = o (u, ).

. Notons enfin que la construction des morphismes o (6.3.4.1) et f (6.3.4.2) est compa-
tible a tout changement de base, ce qui a un sens d’apres 5.5.2.7.

437
Application 1. Le cas des courbes lisses.

6.3.8. Soit f : X — Sune courbe lisse et quasi-projective sur .S, i.e. un morphisme
lisse quasi-projectif purement de dimension relative 1. La théorie des schémas de Hilbert
GROTHENDIECK [5]) montre que le faisceau fpqc Div'y,¢ qui, a chaque S-schéma §’,
associe 'ensemble des diviseurs relatifs sur X’ = X Xg .S’ qui sont finis sur S et de
degré n, est un faisceau représentable.

Pour chaque diviseur relatif E sur X, fini de degré n sur S, on dispose d’un élément
canonique (6.3.4.2) t(E) € Sym’;(E), d’image o(E) dans Sym’;(X ). Cette construction,
étant compatible a tout changement de base, définit

(6.3.8.1) o : Div,g — Symg(X) : E— 0(Op).

Chaque section s de f définit un diviseur relatif fini sur .S de degré 1, le diviseur s(.5).
Le morphisme

(X1S)" — Divys * (8)o<icn —> D, 5i(S)
est symétrique, et induit donc un morphisme
(6.3.8.2) a : Sym'((X) — Divlys.

PROPOSITION 6.3.9. Les morphismes o et a de 6.3.8 sont des isomorphismes inverses ['un
de l'autre.

PREUVE. a) oa = Id. Il suffit de prouver que la fleche composée
(X/S)" 5 Sym',(X) = Divy,g = Sym',(X)
est 7. Pour n = 1, 'assertion est claire ; le cas général s’en déduit via le 438
LEMME 6.3.9.1. Avec les notations de 6.3.5 et (6.3.8.1), on a
o(E+ F)=d(c(E),oc(F)).
Ce lemme résulte de 6.3.5, 6.3.6 et de la suite exacte
0—O0-F)®0p — Opyp— Op— 0.

b) On sait que Div'y,g est lisse sur S (il n’y a pas d’obstruction a relever infinité-
simalement des diviseurs sur une courbe (cf. SGA 3 XI 1)). Le morphisme ax :
(X/S)" — Div'y,¢ est un morphisme quasi-fini surjectif entre schémas lisses sur
S de source a fibres équidimensionnelles. Il est donc plat (EGA 0y 17.3.5), donc
ar est un épimorphisme de faisceaux fppf, donc a l'est aussi. Compte tenu de
a), ceci achéve la démonstration de 6.3.9.

LEMME 6.3.10. Soient k un anneau commutatif, M un k-module libre et u un endomor-
phisme de M. Désignons par N gey,—1)=0 la norme de k[T')/ det(u—T) a k. Pour P € k[T],
on a alors

Netw-1)=0(P(T)) = det(P(u), M).
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Il s’agit de vérifier une identité algébrique entre les coefficients de la matrice de u et
les coeflicients de P. Pour prouver 6.3.10, il suffit donc (grace a des arguments familiers)
de traiter le cas ou k est un corps algébriquement clos et ol u est semi-simple, de valeurs
propres a;.

On a alors

detu—T)=1II(a; - T)
Nietu-1y=0(P(T)) = I P(a;) et
det(P(u), M) = II P(a;).

.Soient f : X — S'un morphisme quasi-projectif, de présentation finie, plat a fibres
purement de dimension 1 et Cohen-Macaulay ; ces conditions sont donc vérifiées si X
est une courbe lisse quasi-projective sur S. Soit 7 un O y-module, fini localement libre
sur S. Le module  étant nul sur un ouvert dense fibre par fibre de X, on dispose d'une
fleche canonique y : Oy — det*(F) (SGA 6 XI ou MUMFORD [8, Chap. 5 § 3]). On
désignera par 6(F) le diviseur défini par I'idéal annulateur de coker(y) (Ibidem); ce
diviseur est fini sur S.

PROPOSITION 6.3.11.1. Sous les hypothéses 6.3.11.0 et avec les notations de 6.3.8 et (6.3.4.1),
si J est de rang n, alors 6(5) est de degré n et

o(F) =o(6(F)).

DEMONSTRATION. a) Cas f lisse. On se raméne de fagon standard au cas .S local
artinien a corps résiduel algébriquement clos. L’additivité (6.3.5) de o permet de
supposer le support de J concentré en un point rationnel x de X. On vérifie
aussitot que si T est une uniformisante en x, définissant p : X — AIS, alors
P+(Os(7)) = Os(p, o) (car les constructions effectuées commutent au passage au

complété). On se raméne par la et 6.3.7 au cas ou X = A,

SiX = A}g et si S est affine, S = Spec(k), alors 7 s’identifie a un k-module
localement libre M, muni d’'un endomorphisme u (I’action de 7). Le module M,
en tant que k[T ]-module, admet la résolution

0— kT)®, M > k[T)|®, M > M — 0,

oue(P®m) = P(u)(m)etou p(1®m) = 1Qum—T @m.De laformule ¢ = u—T,
on déduit que le diviseur 6(F) admet pour équation det(u — T, M) = 0.

Pour vérifier 6.3.11.1, il suffit de montrer que, apreés tout changement de base
et pour toute ¢ section de O x-ona

dety (o, M) = dety (@, O5.57))(= Ni7ys(@))-

Pour ¢ = P(T), c’est ce qu’affirme 6.3.10.
b) Cas général. Explicitions d’abord I’énoncé a prouver sous la forme plus concrete
suivante :

COROLLAIRE 6.3.11.2. Sous les hypothéses 6.3.11.0 sur f : X — S, soient M
un module localement libre de type fini sur X, et u un endomorphisme de M tel
que detu soit une section de Oy réguliére sur chaque fibre X (d’ou résulte que
Cokeru = M/u(M) et Cokerdetu = Oy/detu sont tous deux plats de présen-
tation finie sur S et a supports quasi-finies). Supposons que le support commun*?
de ces faisceaux soit fini sur S, de sorte qu’ils définissent des faisceaux localement

42.N.D.E. : le support de M/uM au sens de 6.3.4 est un sous-schéma du support de 9/ det u défini
par un Nilidéal.
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libres de type fini sur S. Alors pour toute section ¢ de Oy, les déterminants par
rapports a O s de @ opérant sur Coker u et sur Coker det u sont égaux :

(6.3.11.3) detg(, M/u(M)) = detg(p, O/ detu).

On notera que cet énoncé implique 1’égalité des rangs des deux Modules lo- 441
calement libres envisagés sur .S, par raison d’homogénéité (lorsqu’on y remplace
@ par T'@, T une section « indéterminée » de (). D’ailleurs, remplacant ¢ par
1+ T @, ou T est une telle indéterminée (de fagon précise, on fait un changement
de base S’ = S[T] — S), on déduit de (6.3.11.3) la formule en apparence plus
générale

(6.3.11.4) Polg(p, M/uM)(T) = Polg(@, O x/ detu)(T)
sur les polyndmes caractéristiques.

Pour prouver (6.3.11.3), nous allons nous ramener au cas lisse déja prouvé.
Par localisation étale sur .S, on se raméne au cas ou .S est strictement local de
point fermé s, puis par additivité on se rameéne au cas ou le support de M/u(M) a
un seul point sur X, soit x. Quitte a faire une extension plate de la base, on peut
supposer 'extension résiduelle k(x)/k(s) triviale, et quitte a remplacer X par un
voisinage assez petit de x, et a ajouter a @ une fonction qui induise 'opération
nulle sur M/u(M) et sur O y/ det u (ce qui ne modifie pas la formule a prouver),
on voit aisément qu’on peut supposer que ¢ induit une section de Oy _réguliére
en x, donc (quitte a rapetisser X) définit un morphisme quasi-fini et plat

p: X — X' =S[T].

Par localisation étale sur X et sur X', on peut donc supposer qu'on a un mor-
phisme fini et plat p comme dessus, avec X' lisse sur S, et ¢ = p*(¢’), ou ¢’
est une section de . Posons alors

M’ =p (M) , u =p.w),
P =Cokeru , Q = Cokerdetu,
P’ =Cokeru’ , Q' = Cokerdetu’.
On sait quon a 442
detu’ = Ny,xsdetu, donc Q' = Coker Ny, y/(detu).
On a trivialement
detg(@, P) = detg(¢’, P'),
et d’apres la formule (6.3.11.3) prouvée dans le cas lisse,
detg(@’, P') = detg(e’, Q")
de sorte qu’il reste a prouver la formule
detg(@’, Q") = detg(@, Q),

qui équivaut a la formule (6.3.11.3) a établir. On voit donc que la validité de celle-
ci dépend que de la section detu de Oy, ou encore qu’elle équivaut a la méme
formule dans le cas ou M est remplacé par Oy, et @ par detu. Mais dans le cas
M = Oy la formule (6.3.11.3) est tautologique ! Cela acheve la démonstration.

REMARQUE 6.3.11.5. Dans le cas ou .S est artinien, I’égalité des rangs sur .S de Coker u 443
et Coker detu (notations de 6.3.11.2) est un cas particulier de EGAIV 21.10.17.3, dont
(6.3.11.3) peut étre considéré comme une version « relative ».
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PROPOSITION 6.3.12. Soient X et Y deux courbes quasi-projectives de présentation finie,
plates a fibres CohenMacaulay sur S, etu : X — Y un morphisme quasi-fini et plat.
Le diagramme suivant

Uy

Divly, ¢ Divy, g
UX L Gyl
S n
Symg(X ) ym @ Sym”S(Y)

est alors commutatif **.

Puisque u, (D) = 6(u,0p), 6.3.12 résulte de 6.3.7 et 6.3.11.1.

Application 2. Le morphisme trace.

6.3.13.  Soit G un faisceau abélien sur le grand site fppf d’un schéma .S (0.10). Sup-
posons que G vérifie la condition suivante.

. Pour tout morphisme affine plat de présentation finie f : X — Y de S-schémas, et
pour tout entier n > 1, le morphisme

HomS(Sym';,(X), G) — Hom((X/Y)", G)

444  est injectif et a pour image I’ensemble des morphismes symétriques de (X/Y)" dans G.
Cette condition est stable par changement de base.
Soit f : T — .S un morphisme fini localement libre de rang n. Soit pr, la jeme
projection de (T'/S)" dans T, et ¢ la section (6.3.4.2) de Symg(T). Siu € G(T), alors
D pr;_k (u) est un élément symétrique de G((T/S)") et définit donc

u, € G(Sym’;(T)).
On pose
Tr ((u) = 1" (uy,).
Lorsque f est fini localement libre, on définit Tr f(u), localement sur .S, par la formule

précédente. Cette construction est compatible a tout changement de base et définit donc
un morphisme trace

(6.3.13.2) Tt, @ f,./*G — G.

6.3.14. La condition (6.3.13.1) est vérifiée dans les cas suivants

a) Si G est représentable, par définition des puissances symétriques.

b) Pour G I'image réciproque sur Sg, ¢ d’un faisceau sur le petit site étale de
(0.10).

c¢) Pour G défini par un O g-module quasi-cohérent G,

L’énoncé c) se rameéne a (5.5.2.7).

445 PROPOSITION 6.3.15. Pour G vérifiant (6.3.13.1), on a :

(i) Le morphisme Tr ; est fonctoriel en G, donc additif.
(i) Sa formation est compatible a tout changement de base S’ — S.
(i) SiT = [, T;, de sorte que f,G ~ ¥ f;.G, onaTr; = X Try,.

42. Le morphisme u, est défini parce qu’on se limite aux diviseurs finis sur .S. On prend par exemple
pour définition u, (D) = 6(u,0 ), formule qui coincide avec EGA IV 21.5.5 pour u fini.
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(iv) SiT est de rang constant n sur S, le morphisme composé

TI'f
G— f.f*C—>G

est la multiplication par n.
(v) Le morphisme trace est compatible a la composition (cf. 6.2.3 Var 3).

Les assertions (i) et (ii) sont claires, et (iii) et conséquence facile de 6.3.5. Avec les
notations de 6.3.13, si u € G(.), alors u,, est n fois 'image réciproque de u, de sorte que
Tr ((f*u) = 1% (u,) = nu.

Pour prouver (v), on se ramene, par localisation étale sur .S et utilisant (iii), a prouver
que pour

f=gh:s" s L

avec g et h finis localement libres de rangs constants n et m, le diagramme

G(S” G(S')

) Try,
(6.3.15.1) \ /
Try Tr,

G(S)

est commutatif. Pour u € G(S”), considérons le diagramme

Sym" (1)
Sym"S(S’) Sym’; Sym';, (S
Tr, (),
(Up)n
(6.3.15.2) ¢ G
unm
S d Sym'"(S™).
La fleche verticale de droite est définie car S” est plat sur S'; chaque triangle est com- 446

mutatif et (v) sera donc conséquence de la commutativité du bord extérieur.

Traduisant en terme d’anneaux, c’est une conséquence du cas particulier B = FE et
C = Fde 6.3.3.

6.3.16. Soit maintenant f : T — S un morphisme quasi-fini plat de présentation
finie. Si & est un faisceau fppf sur 7, on définit son image directe a support propre f|F
sur .S comme le préfaisceau qui a .S’/ associe I’ensemble des sections de Fsur T" dont
le support est propre sur .S’. Ce préfaisceau est un faisceau d’aprés 6.1.1. Avec la notation
de 6.1.1, on peut aussi 'exprimer comme limite inductive locale (V 8.2).

AFWO)= lim f(F|V),
VeoU)
formule qui rend compte du fait assez évident que les propriétés de f, se raméne a celles 447

de £, pour f’ fini. On trouve ainsi :

PROPOSITION 6.3.17. On peut d’une et d’une seule facon définir, pour tout morphisme
f T — S séparé quasi-fini plat de présentation finie et pour tout faisceau fppf G sur S
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vérifiant (6.3.13.1), un morphisme trace
vérifiant :

(i) Pour f fini on retrouve le morphisme (6.3.13.2).
(ii) Les conditions (Var 1) a (Var 4) de 6.2.3 sont remplies, mutadis mutandis.

Le morphisme quasi-fini finduit un diagramme commutatif (cf. (0.11)) de sites (dans
lequel a, est le foncteur « restriction »)

Tt = T
jf tfet
Sfppf - S et*
On a, pour G sur Tfppf,
fra, ~a, f.

On dispose aussi d’'un morphisme « de changement de base »
. * *
c: fao, — a.f".

On laisse au lecteur le soin de vérifier la compatibilité suivante entre les morphisme
traces 6.2.3 et 6.3.17. Pour G sur S, ¢ vérifiant (6.3.13.1), le diagramme suivant est com-
mutatif :

N ~
fonf@,G = funa,['G <= a, [ f*G
(6.3.17.1) TrfL(().z,z,) a, Trfj(6.3.17)

a,G a,G.

En termes plus concrets, ceci signifie que si G est un faisceau fppf sur .S, qui par
restriction au site étale définit un faisceau étale @, G, et si u est une section a support
propre de I'image réciproque f¢(a,G), d'image u; dans f*G, les éléments Tr /(u) (au
sens 6.2.3) et Tr p(u;) (au sens 6.2.17) coincident dans G(.S).

EXEMPLE 6.3.18. Soit f : .S’ — S un morphisme fini localement libre de rang n et
ueI'(S’,0g)=Homg(S’, Eg).43 Le morphisme u définit un morphisme

Sym(u) : Symg(S’) — Sym';(EE?) = Spec(S[o; ... 0,1,

ou les o; sont des fonctions symétriques élémentaires (cf. BourBaki, Alg. 5, App. I n°
2*%). On a alors (par un calcul facile laissé au lecteur) :

(6.3.18.1) [Sym(u) o t]*(0;) = o0;(u),
oute I (Sym’;(S’)/S) est I’élément canonique (6.3.4.2), et ou on désigne par o;(u) le

i*me coefficient du polynome caractéristique de la multiplication par u dans f,© /. On
en déduit que les applications « trace »

G,(S") — G,(S)

Gp(S") — G,(S)

43. N.D.E. : ici E} désigne la droite affine sur S.
44. N.D.E. : référence a vérifier. Probablement IV § 6 n° 1 dans la nouvelle version.
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sont respectivement la trace et la norme usuelles ; en effet, le morphisme Sym’;(Eg) -

Ejg déduit de la loi additive (resp. multiplicative) sur E1S est donné par la fonction o
(resp. 6,) sur Symg(Eg) ~ Spec(S[oy, ...,0,]).

On déduit alors de (6.3.17.1) que pour n inversible sur S le diagramme de faisceaux
étales

(6.3.18.2) Trftm.s) lzvf LNf
0 Hn Gm Gm 0

est commutatif.

PROPOSITION 6.3.19. Soit un diagramme commutatif

. Y
x %
S
dans lequel X et Y sont des courbes lisses quasi-projectives sur S et u un morphisme quasi-

fini.

X

(i) Si D est un diviseur sur X fini sur S (voir note p. 238) et g une section de Gy sur
Y ona

Trps(u*g) = Tr,, pys(8)-
(i) Si E est un diviseur surY fini sur S, g une section de G y sur X et siu est fini, on a

Trgs(Trxv(8)) = Trppys(8)-
PREUVE. (i) Soit g, la section de G sur Sym'é(Y) déduite de g (6.3.13). D’apres
6.3.12,on a
Trpys@'e) T o(D)*(u*g), = o(D)* (Sym'sw)*g,) = Sym’s(u)  6(D))*(g,)
= o(u,D)*(g,) = Tr, p(g,)-
(ii) La formule (ii) résulte de 6.3.15 (ii) et (v) :
Trps(Trxy(8)) = Trgs(Tr,s prp(8)) = Trye gy 5(8).

Application 3. Trace d’un torseur.

6.3.20. Soit G un faisceau sur le grand site fppf de .S qui vérifie (6.3.13.1). Soit u :
X — Y un morphisme fini localement libre de S-schémas et K un G y-torseur sur X.
Supposons que, localement fppf sur Y, le torseur K sur X soit trivial. Tel est le cas si K
est trivial localement pour la topologie étale.

PROPOSITION 6.3.21. Sous les hypothéses 6.3.20, il existe a isomorphisme unique preés
un et un seul torseur Tr (K) sous Gy sur Y, muni d’un morphisme Tr, ou TrX : u K —
Tr,(K), qui, pour g section locale (au sens fppf) de G surY et k section locale deu, K, vérifie

Tr&(gk) = Tr, () - Tr¥ (k).

Le probléme est local sur Y; on peut donc supposer K trivial : K = G y. Une solution
du probléme est de prendre K = Gy et pour morphisme trace le morphisme (6.3.13.2).
On vérifie aussitot que c’est la seule.

Le foncteur trace 6.3.21 est défini en particulier lorsque G vérifie la condition suivante
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Pour tout S-schéma X, tout torseur sous G y sur X est localement trivial pour la topo-
logie étale. Cette condition est vérifiée pour G un groupe lisse, pour G image réciproque
d’un faisceau sur le petit site étale de .S, ou pour G défini par un faisceau quasi-cohérent
sur S.

On a par construction

(6.3.21.2) Tr,(K) = u,(K) X, g, Gy

6.3.22. Pour définir un foncteur trace sous des hypothéses plus générales, le point
clef est, pour f : X — T un morphisme quasi-projectif plat de présentation finie de
S-schémas, de définir un foncteur raisonnable K — K, des G y-torseurs sur X dans
les G ,-torseurs sur Z = Sym;(X ). On a tout d’abord, f,, désignant la projection de
Sym;(X ) sur T, le lemme suivant, qui se démontre comme 6.3.21 :

LEMME 6.3.22.1. Avec les notations précédentes et si, localement sur T, le torseur K est
trivial, alors il existe, a isomorphisme unique pres, un et un seul torseur K, sur Sym’}(X ),
muni d’'un morphisme a : [, K — f,.(K,), qui pour g section locale (fppf) de f.Gy et k
section locale de f, K vérifie a(gk) = g, - a(k) (notation de 6.3.13 pour g, ; la définition de
g, ici utilise I’hypothése de platitude etc.).

Le cas général se traitera par une descente un peu canulée. Tout d’abord :

PROPOSITION 6.3.23. Soit un diagramme commutatif

X

. Y
(6.3.23.1) \ /
T

de T-schémas plats de présentation finie et quasi-projectifs, avec u étale surjectif. Alors, le
systéeme semi-simplicial des schémas Sym;((X/Y)kH) est un hyperrecouvrement pour la
topologie étale du schéma Sym:(Y).

PREUVE. a) On aura a utiliser le résultat auxiliaire.
. Soient (X,Y,T) comme plus haut,t € T, Z un T-schéma somme d’un nombre
fini de T-schémas Spec(k;), pour k; extension finie de k,,** et un diagramme com-
mutatif de T-schémas

(6.3.23.3) / N

tel que x et y soient des immersions fermées. Soit z € Sym’}(Z), et soient x(z) et
¥(z) ses images dans Sym;(X ) et Sym;(Y). Alors, Sym’}(u) est étale en x(z).

La formation du schéma Sym’}(X ) est compatible a tout changement de base
T' — T(5.5.2.7). Par réduction au cas noethérien, on en déduit que Sym;(X ) est
de présentation finie sur T'; il est par ailleurs plat sur 7°(5.5.2.4). Grace au critere
de platitude fibre par fibre, on se rameéne pour prouver (6.3.23.2) au cas T spectre
d’un corps. Le complété de Sym'}(X ) en z a alors pour algebre affine la limite
projective des algebres affines localisées en x(z) des schémas Sym';(Z ), pour

45.N.D.E. : ici k, désigne le corps résiduel de T'en ¢.
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Z, voisinage infinitésimal de Z dans X. Par hypothése, u induit des isomor-
phismes entre les voisinages infinitésimaux de Z dans X et dans Y. Le complété
de Sym’%(u) en x(z) et y(z) est donc un isomorphisme, et ceci prouve (6.3.23.2).

On déduit de 6.3.23.2 que le schéma somme, pour z € Sym;(Z), des hen-

sélisés en y(z) de Sym;(Y) ne dépend que de Z et du T-schéma X % somme
des hensélisés de X en les divers points de Z. On désignera ce schéma par la
notation Sym;”(X g) ; il est fonctoriel en X %

b) Par passage a la limite, pour prouver 6.3.23, il suffit de montrer que pour y €
Sym’%(Y), fermé dans sa fibre, I'image réciproque sur '’hensélisé de Sym'}(Y)
en y du schéma simplicial Sym'}((X /Y)k*+1y est un hyperrecouvrement pour la
topologie étale. Ce probleme est local sur T pour la topologie étale ; on se ra-
mene par la au cas ou il existe un diagramme (6.3.23.3) avec y = x(z) (en tuant
les extensions résiduelles par une extension séparable de k;). Le systéme semi-
simplicial considéré se déduit alors du systeme

Symp" (X[, /Y2)),  augmenté vers  Sym)"(Y2)

par changement de base, de sorte qu’il suffit de considérer ce dernier. Le systeme

semi-simplicial des (X 5—1 ( Z)/Yg)k"'1 est semi-simplicialement homotope au sys-

\ h h h : 5 hn h
teme constant Y7, car X ( Z)/ Y7 admet une section. Le systeme Sym_ " ((X]_, 2)

est donc de méme homotope a Sym?"(Y?), et en particulier en est un hyperre-
couvrement. Ceci prouver 6.3.23.

6.3.24. Soient f : Y — T un morphisme quasi-projectif plat de présentation finie
de S-schémas, et K un Gy-torseur sur Y. Considérons le probleme suivant :

. Définir, pour tout morphisme u : X — Y, avec X quasi-projectif plat de présenta-
tion finie sur 7, un torseur (#*K),, sur Sym;(X ), et pour tout v : X’ — X un isomor-

phisme ¢, : (v*'u*K), =~ Sym;(u)*(uK)n, de sorte que
(i) les isomorphismes ¢, sont compatibles a la composition ;

(ii) pour u* K localement trivial sur 7, on retrouve le torseur de 6.3.22.1, et sa va-
riance.

D’apres 6.3.23, la question d’existence et d’unicité d’une solution a 6.3.24.0, pour
tout torseur déduit de K par une image réciproque du type envisagé en 6.3.24.0, est
une question locale pour la topologie étale sur Y. En particulier, si G vérifie (6.3.21.1), le
probléme 6.3.24.0 admet une et une seule solution.

Supposons maintenant que G vérifie :

(6.3.24.1). Pour tout entier n et pour tout diagramme de S-schémas affines

X - Y
N A
T ,

avec f et g plats de présentation finie et u fini localement libre surjectif, le schéma semi-
simplicial tronqué (Sym;((X 1Y )k+1 No<k<2> augmenté vers Sym;(Y), est de descente (GIRAUD
[3]) pour la catégorie des G-torseurs.

6.3.24.1 bis. On déduit de fagon standard de 6.3.23 que la condition (6.3.24) implique
la condition analogue, ou on suppose seulement f et g plats de présentation finie quasi-
projectifs et u plat surjectif. Localement pour la topologie étale, u admet en effet des
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quasi-sections finies localement libres et on conclut par 6.3.23 et GIRAUD [3] appliqué a
un diagramme formant carré de données de descente.

456 Etant donné un Gy-torseur K sur un 7-schéma Y quasi-projectif plat de présentation
finie, il existe par définition un morphisme fidelement plat de présentation finie u :
X — Ytel que u*K soit trivial.*® Si u; désigne la projection de (X/Y)*! sur Y (i > 0),
les torseurs (u; K),, (6.3.22.1) sur les schémas Sym';((X/Y)H'l) forment une donnée de
descente (i = 0, 1,2) sur ce schéma semi-simplicial augmenté vers Sym;(Y). Supposons
que G vérifie la condition :

(6.3.24.2). Les données de descentes construites plus haut sont toutes effectives (cf. 6.3.24).

Alors, on désignera par K|, le torseur sur Sym;(Y) (déterminé a isomorphisme unique
pres) défini par cette donnée de descente.

6.3.25. Supposons que G vérifie (6.3.21.1) ou les conditions (6.3.24) (456). On laisse
au lecteur le soin de donner un sens au formulaire suivant et de le vérifier :

. Changement de base. Soit un carré commutatif

X’ X
f'j Lf
T’ T.

Désignons par g, la fleche de Sym;, (X') dans Sym'%(X ). Pour X torseur sous G sur X,
ona
gn K, = (g K),
457 Soit maintenant f : X — T et K un G y-torseur sur X.
. Changement de groupe. Soit r : G| — G, un morphisme entre groupes vérifiant
tous deux (6.3.21.1) ou (6.3.24), (456). On a

r(K,) ~ r(K),.
. Additivité en K. On a
(K"+K"), ~ K, + K, .
. Additivité en n. Soient n; et n, deux entiers, n = n; + n, et
a @ Sym,"1(X) Xy Sym,"(X) — Sym:"r(X)
la fleche canonique ; on a alors
a*K, ~pri K, +pr; K, .

. Multiplicativité en n. Soient n et m deux entiers et a la fleche canonique de Sym"T(Sym¥ (X))

dans Sym;m(X) (cf. 6.3.3).On a
a*(K,,) ~(K,),-

6.3.26. Supposons que G vérifie (6.3.21.1) ou (6.3.24), (456). Si f : X — Testun
morphisme fini localement libre de rang n entre S-schémas, si ¢ est la section (6.3.4.3) de
Sym;(X ), et si K est un G y-torseur sur X, on définit un Gy-torseur Tr /(K) sur T par la

formule
(6.3.26.1) Tr (K) = 1*(K,,).
458 Si f est localement libre, on définit Tr /(K), localement sur T, par la méme formule.

46. N.D.E. : on peut supposer T affine. Alors il existe u comme énoncé qu’on peut méme supposer
affine pour pouvoir ensuite appliquer ’alinéa précédent.
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Cette définition, via un isomorphisme canonique et fonctoriel, est équivalente a la dé-
finition 6.3.21 dans leur domaine commun de validité (la définition 6.3.21 fournissant
une solution au probléme de descente posé). On déduit aussitot de (6.3.25.1), (6.3.25.2) et
(6.3.25.3) que le foncteur Tr ; est compatible aux changements de base T’ — T, compatible
aux changements de grouper : G| — G,, compatible a I’addition des torseurs.

La commutativité du bord extérieur du diagramme (6.3.15.2), et (6.3.25.1) (6.3.25.4)
fournissent une compatibilité a la composition des morphismes :

Trfg(K) ad TI'f(Trg(K))
6.3.27. Dans le cas particulier des courbes relatives, on a de plus :

CONSTRUCTION 6.3.27.1. Si f : X — S est une courbe lisse et quasi-projective sur .S,
D, et D, deux diviseurs relatifs finis sur S et K un G-torseur sur X, on a, posant Tr p,,5(K) =
Tr (K| D), un isomorphisme canonique

TrD1+D2(K) ~ TrD1 (K) + TrDz(K).

Cet isomorphisme se déduit aussitdt de I'isomorphisme (6.3.25.4) et de 6.3.9.1. Enfin
les arguments de 6.3.19 fournissent encore :

CONSTRUCTION 6.3.27.2. Soit un diagramme commutatif

X - Y
N
S ,

dans lequel X et Y sont des courbes lisses quasi-projectives sur S et u un morphisme quasi-
fini.
(i) Si D est un diviseur sur X fini sur S et K un torseur sous G sur Y, on a (cf. note
p. 238) :
Trps(u* K) = Try, pys(K).

(ii) Si E est un diviseur surY fini sur S, K un torseur sous G sur X et siu est fini, on a
TrE/S(TrX/Y(K)) o~ TrM*E/S(K).

PROPOSITION 6.3.28. Soient A et B deux R-algebres (commutatives) etu : A — B un

homomorphisme qui fasse de B un A-module localement libre de type fini et fidéle. Alors le
k+1
complexe co-semi-simplicial d’algébres (T SE(Q) B))y>0 est, en tant que T' S} (A)-module

A
différentiel co-semi-simplicial, une résolution scindée de T S{(A).

k+1
PREUVE. Le complexe de modules associé au module co-semi-simplicial TS} () B)

A
ne dépend que du A-module B, muni d'un homomorphisme de modulesu : A — B.En
tant que A-module, B peut s’écrire B = A @ L, et ceci permet d’expliciter un opérateur
d’homotopie.

Rappelons que :

PROPOSITION 6.3.29. Soient A un anneau, B* une A-algébre co-semi-simpliciale, et
¢ : A — B le morphisme structural. Pour que le foncteur image réciproque de modules
(= extension des scalaires) €* soit fidéle (resp. pleinement fidele) il suffit que la suite de
A-modules

0— A— B°
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Jo—i1 .
(resp. 0 = A - B® —— B!) soit exacte, et le reste aprés tensorisation par un quelconque
A-module.

La démonstration est triviale et laissée au lecteur.
On déduit de facon standard de (6.3.28) (6.3.29) le

COROLLAIRE 6.3.30. La condition (6.3.24) est vérifiée par tout groupe affine G.

(Utiliser qu’un torseur sous G est représentable par un schéma affine sur T)

Il ne devrait pas étre difficile d’étendre 6.3.30 a tout groupe G représentable par un
espace algébrique *°. Je conjecture que la condition (456) est vérifiée par tout groupe
représentable par un espace algébrique, et plat. On a I’énoncé canularesque :

PROPOSITION 6.3.31. Soit une suite exacte sur .S
065645 HSo.

Supposons que G’ et H, donc G vérifient (6.3.13.1), que G’ vérifie (6.3.21.1) et que G vérifie
(6.3.24). Alors, G vérifie (456).

Ceci s’applique par exemple a un groupe affine noyau d’un épimorphisme de groupes
représentables et lisses.

PREUVE DE 6.3.31. Soit K un G-torseur sur X. Par 6.3.23, la question est locale sur X
pour la topologie étale ; il suffit donc de traiter le cas ou r(K) est trivial. Les G-torseurs
K tels que r(K) soit trivial s’identifient aux G’-torseurs triviaux K’ munis d’un isomor-
phisme k : H — u(K'). Posons Z = Sym;(X ). Le morphisme de torseurs triviaux

k induit k, : H, = u(K,), et le G-torseur correspondant sur Sym"T(X ) représente la
donnée de descente considérée.

7. Appendice

7.0. Préliminaires. Nous utiliserons dans cet appendice les résultats de VBIS, dont
nous conservons les notations.

7.0.1. Soit Sch, la catégorie dont les objets sont les schémas quasi-compacts et
quasi-séparés, les morphismes étant les morphismes de schémas séparés de type fini :
on désigne par & la catégorie bifibrée au-dessus de Schy, a catégories fibres des catégo-
ries opposées a des topos, définie par les faisceaux étales sur les schémas (Vbis 4.3.0). On
se fixe une fois pour toutes un objet R de Sch, et on désigne par £ la catégorie bifibrée
au-dessus de Sch,p déduit de £. Soit enfin A un anneau du topos I(£%) qui vérifie les
conditions suivantes :

(i) A est une section cocartésienne de £% au-dessus de Schyp.
(ii) Pour tout schéma X de Sch,g, A y est un faisceau de torsion.

Ceci posé, nous travaillerons avec la catégorie Mod(L(E%), A) (2?).

On se propose de définir, pour tout morphisme f : X — Y de Sch,g, un foncteur
Rf, : D(X,Ayx) = D(Y, Ay), coincidant avec le foncteur précédemment défini lorsque
f est compactifiable, et faisant des catégories D(X, A y) pour X variable une catégorie
cofibrée au-dessus de Sch, z.*

46. Algebraic Spaces par M. ARTIN. Yale University, Whittemore Lectures, May 1969.

47. N.D.E. : Tout morphisme de Sch, est compactifiable d’apres le théoreme de compactification
de Nagata (voir la N.D.E. (14) page 143). Cet appendice montre comment éviter 'usage du théoréme de
compactification dans la définition de R f, en s’appuyant sur le lemme de Chow (7.0.6).
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7.0.2. Bien que tout les résultats de cet appendice soient énoncés dans le cadre expli-
cité en 7.0.1, on pourrait les transcrire avec des modifications évidentes dans le cadre sui-
vant : on prend pour section de I{E%) la section constante de valeur le faisceau constant
Z et on se limite pour tout schéma X a la catégorie dérivée D (X) définie par les
complexes de faisceaux de groupes abéliens dont les faisceaux de cohomologie sont de
torsion (?7?).

LEMME 7.0.3. Soit un diagramme commutatif de schémas

X' X
(7.0.3.1) f’L jf
Y’ Y.

J
ou f, f' sont propres et j, j' sont des immersions. Alors pour tout complexe K * de D{}, (X"),
la fléche canonique®
Jie RTfUK") — RYf, 0 ji(K")
est un isomorphisme.

En vertu du «lemma on way-out functors » ([6] I 7.1), il suffit de montrer que pour
tout entier i et pour tout faisceau F de torsion, la fleche

(7.0.3.2) J1o RUfI(F)— R'f, o j\(F)

est un isomorphisme.

En prenant les images fermées de j et j’ on est ramené au cas ou j et j' sont des
immersions ouvertes dont les images sont partout denses : la propreté de f et de f’
entraine alors que le diagramme (7.0.3.1) est cartésien. Dans ces conditions, le théoréme
du changement de base pour un morphisme propre, sous la forme XII 5.2, montre que,
pour tout point géométrique & de Y, la fléche (j, o R f] (F))e — (R f, » Ji(F))g est un
isomorphisme.

CONSTRUCTION 7.0.4. Soient D une catégorie, X et Y deux D-objets de Sch,y tels que
pour toute fleche @ — f de D, les morphismes X; — X, et Y5 — Y, soient propres.
Soit j : X — Y un morphisme tel que pour tout objet « de D, j, : X, — Y, soit une
immersion : I'isomorphisme (7.0.3.2) pour i = 0 vérifie les conditions de compatibilités
usuelles et permet de construire un foncteur exact :

Ji * Mod(I(X), A) — Mod(I(Y), A)
(cf. ?? pour les notations) qui induit un foncteur triangulé, encore noté j, :
Ji + DUX), A) — DY, A))

Alors, pour tout objet @ de D, on a un diagramme commutatif, ou j,, désigne le
foncteur « prolongement par 0 » usuel :

Jr

D(I(X), A) DY), A)
Re}; Reg
D(X,, ﬂxa) - D(,, AYa)'

al

48. N.D.E. : la définition de cette fleche est semblable a celle de (5.1.5.2) modulo un dévissage facile.
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CONSTRUCTION 7.0.5. Soit un diagramme commutatif dans Sch, p

!

). & ! X
(7.0.5.1) f’j lf
Y’ ! Y

oui, i’ sont des immersion, f un morphisme propre et f' un morphisme propre surjectif. I
définit un diagramme commutatif d’objets simpliciaux de Sch,p

X'|Y'] -1~ [X|Y]
(7.0.5.2) » L Luf

Cy o

ouj, : [X'|Y'], = [X|Y], est une immersion pour tout n. Avec ces notations, on a un
isomorphisme canonique
i! — R+ﬁf>< °j! ° L+ﬂ;/.

En prenant les images fermées de i et i’ on peut supposer que i et i’ sont des im-
mersions ouvertes dont les images sont partout denses. Le diagramme (7.0.5.1) est alors
cartésien et f est surjectif. De plus, pour tout entier n, j, est une immersion ouverte et
le diagramme

(X'|Y'], 2 [X]|Y],

J |

Y’ Y

]
est cartésien.
Dés lors L+ﬁ; oi) est isomorphe a j, ° L+ﬁj‘,, s utilisant le fait que u s est une augmen-
tation de descente cohomologique (??), on trouve une suite d’isomorphismes

iy — R'Up, o L*(@}) o iy — RVl o jyo LT},
d’oti I'isomorphisme voulu.*

Enfin, nous utiliserons la variante suivante du lemme de Chow, dont la démonstra-
tion se trouvera dans EGA II 2™ édition,”° et qui est une amélioration de (XII 7.1) :

LEMME 7.0.6. Soient S un schéma quasi-compact et quasi-séparé et f : X — S un
morphisme séparé de type fini. Alors il existe un diagramme commutatif

X' i X
o
S

vérifiant les conditions suivantes :

49.N.D.E. : plus directement, sans supposer /' surjectif, on a encore une suite de fléches canoniques
iy — i, R"up Luy — Rfuy, j LT u},

dont la deuxiéme est un isomorphisme (7.0.3). Lorsque f’ est surjectif la premiére en est aussi d’aprés la
descente cohomologique et le composé coincide avec 'isomorphisme construit dans le texte.
50. N.D.E. : Voir [C, 2.6], cité dans la N.D.E. (14) page 143.
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(i) p est propre et surjectif
(i) il existe un ouvert dense U de X tel que p induise un isomorphisme de p~'(U) sur
U

(iii) f' est quasi-projectif.

7.1. Définition de R* f,.

466

DEFINITION 7.1.1. Soit f : X — S un morphisme de schémas. Une pseudo-compactification

de f consiste en la donnée d’un diagramme commutatif

Xl —_— Tl
ml
7.1.1.0
( ) X /
1
S

ou p, est propre et surjectif, j, est une immersion et f| est propre.

7.1.2. Soit f : X — Sunmorphisme de Sch,y : d’apreés le lemme de Chow (7.0.6), f
possede une pseudo-compactification (py, j;, f). Le diagramme (7.1.1.0) définit un mor-
phisme

[X,1X] 25 (7,181

encore noté j;, tel que j;, soit une immersion pour tout n. On pose alors R+ fi =
Rtu feodine L+ﬁ[’§l de sorte que I'on obtient un foncteur triangulé de D (X, A y) dans
D*(S, Ay).

CoONSTRUCTION 7.1.3. Pour tout couple ((py, j1, f1), (P2, Jo. [2)) de pseudo-compactifications

de f, on a un isomorphisme a;, : RTWf, — RY? f, tel que pour toute autre pseudo-
compactification (ps, jz, f3), on ait ayz o A, = 3.

a) On définit un systeme simplicial double [[ X, X,|X]] en posant
(X1, Xo [ X sy = [X11X1, X [X3]X],

De méme on pose

[[Xl |X]][n]x[m] = [X1 |S]n,

les morphismes [[ X} |X]][n]><[m] - [[X; |X]][n]><[m’] induits par les morphismes
[m'] — [m] étant tous égaux a I'identité. On définit de la méme maniere les
systémes simpliciaux doubles [[T},T5|S]] et [[T;|S]], de sorte que I'on a un
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diagramme commutatif

([T}, T,|S1] [([T}|S51]

[[X1, X2 X1] [[X]1X1]

m “n

AxA
CS

Upipy

upl

AxA
CX

467 ou j, est une immersion degré par degré. Le procédé de calcul exposé dans Vbis
2.3 permet de construire un morphisme

He N - . S 12
RV f — R+”f1f2* o jion °L+up1p2* = R*(12 1,

qui s’obtient a partir d’'un morphisme de triple complexes de faisceaux sur .S.
b) a; est un isomorphisme :

Pour démontrer ceci, on peut fixer le premier indice n provenant de [[Tl , Tz]] il
n m

dans le morphisme de triple complexes précédent et regarder le morphisme de
double complexes ainsi obtenu. On vérifie que ce morphisme n’est autre que
I'isomorphisme défini dans le lemme 7.0.5 pour le diagramme

| |

[X,1X1, (71151,

c¢) On construit de la méme maniére un isomorphisme
RO £ 2 Rt 0 im0 LTT—"
fi— Upr, oJ12re B tp p,

et 'on pose aj, = a5! o ;.
Pour vérifier la relation a3 e aj, = a3, on utilise un objet simplicial triple : on laisse
468  au lecteur le soin de vérifier que I'on obtient un diagramme commutatif :

R+(2’3)f' - R+(2)fy - . R+(1’2)fy

~

R+(1’2’3)f;

R+(3)f! R"'(l)f!

~ |7

R+(1’3)fy
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CONSTRUCTION 7.1.4. Soient Z — Y et Y 1) X deux morphismes de Sch,g. Pour tout
triple ((py, j1- f1)> (P25 J282)- (D3, J3. (f€)3)), 0t (py, ji, f1) est une pseudo-compactification
de f,(p,, jo, &) une pseudo-compactification de g et (p3, jz, (f g)3) une pseudo-compactification
de f g, on a un isomorphisme R*( f, o R*® g, 5 R*O)(fg), compatible avec les isomor-
phismes a;; définis précédemment.

Nous procéderons en plusieurs étapes :
. Soit (py, jy» f1) (xresp. (py, jo, f>)) une pseudo-compactification de f : ¥ — X (re-
sp.deg : Z > Y):

z 2 22¢> T,

e

(7.1.4.1.1) T, J1 Y, p1 %
Vi lf
X

Le morphisme Z' = Z Xy Y; — Y| déduit de g par changement de base est muni
d’une pseudo-compactification :

j/
T} =Ty, Xy Y, <2227, Xy Y, = Z}

(7.1.4.1.2) N\ ZXxyY, =2
&
|
Y,
On choisit maintenant une pseudo-compactification de j; o g5°! 469

.
Ty, — 1 T

|»

(7.1.4.1.3) o T, %, ¥, = T4
s
T, (J;q/l

qui définit une pseudo-compactification du composé fg : on notera R*12)(fg), le fonc-
teur correspondant.

. Les données précédentes permettent de définir un isomorphisme R*1?)(fg), «— R*( fo
R+(2)g' :

51.N.D.E. : dans le texte original, on a pris une compactification, qui est possible grace au théoreme
de compactification. Le but de 'appendice étant d’éviter ce théoréme (cf. la N.D.E. (47) page 246), I'éditeur
s’est permis de la remplacer par une pseudo-compactification et de légérement modifier 7.1.4.2. Une autre
solution serait de se borner aux pseudo-compactifications (p,, j;, f;) dont f; est projectif.
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On dispose d’un diagramme commutatif, ou Z} = T’ X1y Z) et toutes les fleches
se déduisent naturellement de (7.1.4.1.1), (7.1.4.1.2) et (7.1.4.1.3).

4

[Ty X] a (T} Y] <2— (2} Z] ~— C4
\ \ ll lg

7.1.42.1 & i 2
(7.1.4.2.1) [T}]X] 1Y) —Cf
lf

I,lf1
Cx

470 On va définir une fléche naturelle :

ﬁ : R+(l)f! ° R+(2)g! N R+(12)(fg)!

dont on va montrer que c’est un isomorphisme.
Pour cela nous utiliserons deux lemmes :

LEMME 7.1.4.2.2. Soit un diagramme commutatif :

XIL)TI

p1L lh'

X——T
J
fL/
S

ou h, h' sont propres, p, est propre et surjectif et j, j, sont les immersions. Alors la fleche
canonique

R*h, e j, — Ry,
est un isomorphisme.
En effet, d’apres (7.0.5) la fleche
Jir—> Ry, o jyy o LV,
est un isomorphisme. D’ot le résultat en appliquant R*h,.
LEMME 7.1.4.2.3. Avec les notations du diagramme (7.1.4.2.1), les fléches canoniques

R*Wf e R*u, , — RYiy, o jy)
R*®g o RYF, — R*u, , o R*(g}p), ° j3)

sont des isomorphismes.

471 Nous n’établirons que le premier isomorphisme, laissant au lecteur le soin d’en dé-
duire le deuxieme.
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Avec des notations évidentes et les notations de 7.1.3 a), on a un diagramme com-
muatif

J1

[Y,]Y] [T}]X]
[[Y;, Y, Y]] ] LT, T, X1] iy,
ul’l
¢ Y / X
ﬁpl /
J1 “y
[Y,]Y] [T}]X]

ou g et k sont les deux projections de [[Y7, Y;|Y]] a [Y;|Y]. Grace a la descente cohomo-
logique, R% . o jy, s’identifie a R* % . o j;° R*q, L*q*, qui, d’aprés 7.0.3 appliqué aux
faces antérieure et supérieure du cube ci-dessus, s’identifie 2 Rtu fieodine Rk, o Ltq*.
En vertu du théoréme de changement de base, ce dernier foncteur s’identifie a R*u Fix®
jue L™, , o R™u, ,, qui est par définition R f o R+ﬁpl*.52
Le lemme (7.1.4.2.3) étant établi, on dispose d’une suite d’isomorphismes
R+(12)(fg)! — R+ﬁf1* °R+g§’ °j1/! ojél! o LTF*

— Rfug o jj o RY(gyp), o gy o LTF*

— R*Wf o R, , o R¥(ghp), o j5, o L*F*

- R+(l)f! ° R+(2)g! ° R+?* o L17*

< Rt f, 0 RT@g,

dont le composé donne f.
. Si(ps3, j3, (f g)3) est une pseudo-compactification de f'g, on définit un isomorphisme

Y123

RV [, o R¥ g, 12, R0 £y,

en composant (133 avec f.

. Soient maintenant (py, jis, f1/) et (pyr, jor, &»r) deux autres pseudo-compactifications

de f et de g et un diagramme (7.1.4.1.3) ; on vérifie que le diagramme suivant est com-
mutatif :

RH02(fg) <L R 7 o ROy,

“(12><1’2’>L l“n'*“zz’

R+(1/2f)(fg)! <ﬁ/_ R+(1’)f! o R+(2,)g!

en considérant un diagramme du type (7.1.4.2.1) ou les objets simpliciaux sont remplacés
par des objets simpliciaux doubles.

52. N.D.E. : la démonstration dans le texte original est légérement différente et utilise 7.1.4.2.2.
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On en conclut que le diagramme suivant est commutatif :

Y123

RYO(fg), <——— RV f, 0 RT g,

*33/ L Lalll *(122/

Y11 /
RGN (fg), L2 R £, 0 R¥2)g,

pour toute pseudo-compactification (ps/, jzr, (fg)3/) de fg, ce qui acheve la démonstra-
tion de 7.1.4.

7.1.5. Enchoisissant pour tout morphisme f de Sch,z une pseudo-compactification,
de telle maniere qu’a un morphisme identique soit associée la pseudo-compactification
triviale, on définit pour tout morphisme f : X — Y un foncteur triangulé

R*Yf, : DY (X, Ay) — D' (Y, Ay)
et tout couple (f, g) de morphisme, un isomorphisme

Cre

R*fg — R*f o R*g,
De plus si f est une identité, R f) est le foncteur identique et ¢ g st l'identité.

PROPOSITION 7.1.6. La correspondance f — R™ f, définit un pseudo-foncteur normalisé
de Sch, g dans la 2-catégorie des catégories. En d’autres termes, les catégories DY (X, A y)
pour X objet de Sch g peuvent étre organisées en catégorie cofibrée sur Sch g en posant,
pour tout morphisme f : X — Y deSchy :

Hom (K, L) = Hom(R" f\K, L)
avec K € DY (X, Ay) et L € DT (Y, Ay).

rg
1l s’agit de voir que I'identification R f'g — R*f | o R g, est compatible avec les
composés triples. Soitdonch : T — Z, g : Z — Yet f : Y — X trois morphismes de
Sch,g : en vertu de ce qui précede, il suffit, pour vérifier cette compatibilité, de la vérifier
aprés un choix arbitraire de pseudo-compactifications pour 4, g et f.
On dispose d’un diagramme :

p3

SSSIL

(7.1.6.1) \ \ \ .

Tl <—)Yl éY
f
X

ou toutes les fleches obliques sont propres et ou p;, p, et p; sont propres et surjectifs.
Un diagramme du type (7.1.4.4) construit sur (7.1.6.1) permet alors de conclure.

ProposITION 7.1.7. Si f © X — S est un morphisme compactifiable, le foncteur Rf)
coincide avec celui défini dans I'exposé XVIIL.
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En effet, il existe un diagramme commutatif :

Xl LTI

pll lh'

X——T

fL%

DEFINITION 7.1.8. Si f : X — Y est un morphisme de Sch,, le foncteur R* f| que
Pon vient de définir s’appellera le foncteur image directe a supports propres (au sens des
catégories dérivées). Le foncteur HY o R* f,, noté RYf,, s’appellera le g™ foncteur image
directe a supports propres.

auquel on applique (7.1.4.2.2).

Avec ces notations, on laisse au lecteur le soin de vérifier la

CONSTRUCTION 7.1.9. Soit (xy, j;, f1) une pseudo-compactification de f © X — Yet
désignons par n| le morphisme canonique [X||X], — X. Alors, pour tout complexe K" de
DY(X, Ay), il existe deux suites spectrales biréguliéres :

(7.1.9.1) EP" = R1f\(KP) = RPMf\(K")
(7.1.9.2) EM = RI(f o z}),(xV"(K")) => RPY9f(K")

(Prendre par exemple la résolution flasque canonique de jj, ° L"'ﬁ;;1 (K") (cf. XVII
(4.2)), puis son image directe par u 7 ).

7.2. Quelques propriétés de R™ f,.

PROPOSITION 7.2.1. Soit f : X — Y un morphisme de Sch,p de dimension relative
< d. Alors le foncteur R* f| est de dimension cohomologique < 2d.

Il s’agit de montrer que pour tout faisceau Fde A y-modules sur X, ona R’ f,(F) =0
pour i > 2d. (On en déduit alors, par un argument standard, que pour tout complexe K"
de DY (X, Ay) tel que H'(K') =0 pouri > k,ona R f,(K") = 0 pour i > k + 2d).

Soit U = (U;);c un recouvrement fini de X par des ouverts affines. On définit (6.2.9)
une résolution gauche K;, — Fde Fen posant :

K= @B Jjpipd
| P|l=—n+1

ou pour chaque partie Pde I, jp est I'inclusion de U, pU; dans X.
On déduit de (7.1.9.1) une suite spectrale

Elff= @ R(fiphJjy(F)=> RFF4f\(F)

| P|l=—p+1
PcCI non vide

et le fait que f jp soit compactifiable, cas justiciable de 'exposé X VII, montre que Ef? = 0
pour p > 0 et ¢ > 2d; on en déduit alors que R" f\(F) = 0 pour n > 2d, ce qu’il fallait
démontrer.

PROPOSITION 7.2.2. Soient f : X — Y un morphisme de Sch\gp et K* un objet de
D (X, Ayx) de tor-dimension finie. Alors R f\(K ") est de tor-dimension finie.
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Comme précédemment, soit &/ = (U,),c; un recouvrement fini de X par des ouverts
affines. La fonctorialité de Kj; permet de fabriquer une résolution gauche bornée de K*
par des complexes de tor-dimension finie, car cette derniére propriété se vérifie point
par point (4.1.9) : nous noterons K;; le double complexe ainsi obtenu, le deuxiéme indice
correspondant a celui de K. Avec les conventions de (Vbis 2.3.2), on dispose pour tout
entier n d’une suite exacte, ou I'opération o, est prise dans CH(C*t*(Mod(X, Ay)) :

0 — (=)™ K — (64,01 (K;)s — (6<,(K;))s — O
d’ol un triangle distingué dans D (X, Ax) :
KI’H—I,'
u

(o<, (Kp))s (O<ni1(Kgp))s

Utilisant le fait que RT f ,(KZH") est de tor-dimension finie pour tout ~ (5.2.10), on
en déduit que R* f1((6.((K};))s) = R" f(K") est de tor-dimension finie.

REMARQUE 7.2.3. L’argument précédent ne permet pas d’affirmer que R* f\(K ") est
de tor-dimension < k dés que K~ est de tor-dimension < k (cf. 7.3.7).

PROPOSITION 7.2.4. Soit un diagramme cartésien dans Sch,p, :

X' N X
f! l lf
S’ — S
Alors pour tout complexe K de D* (X, Ay), le morphisme canonique
£ o R*A(K) T R f g ()
est un isomorphisme.

Soit (7, j;, f1) une pseudo-compactification de f : on en déduit par changement de
base une pseudo-compactification (x|, j{, f{) de f’ et un diagramme commutatif :

Ty T
Ji
J1
Xl’ X,
ﬂ'{ fl, 7[1
1
X’ " X
f! S
S’ 2 S

qui permet de définir la fleche chg.
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On dispose alors, d’apres (7.1.9.2), d'un morphisme de suites spectrales birégulieres :

g o RU(f o z]) (] (K")) —g* o RP*f)(K")

lu’l’q LchK

RI(f" oz ") (" (g""(K"))) — R* f] o g"*(K")
et chg- est un isomorphisme puisqu’il en est de méme pour les u}? d’aprés (5.2.6).

7.3. Définition de R f,. Nous nous proposons maintenant d’étendre « de fagon rai-
sonnable » le foncteur R* f, en un foncteur Rf, : D(X, Ay) — D(Y, Ay), pour tout
morphisme f de Sch,y.

7.3.1.  Soit (p;, j;, f1) une pseudo-compactification de f et Fun A y-module : pre-
nant la résolution flasque canonique de jj, ° Lﬁ;fl (F) (ct. 4.2), puis son image directe par
f1, puis le complexe simple associé au complexe double ainsi construit, on obtient un
complexe de Ay-modules :

SU(F) S"(F)
(7.3.1.1) 0 — X0F) — XN(F)... X"(F) — X" (F)....
fonctoriel en F et isomorphe dans D*(Y, Ay) a RT f,(F).

D’aprés 7.2.1 H'(X'(F)) = 0 pour i > 2d, ou d est un entier tel que la dimension

relative de f soit < d, de sorte que le complexe

(73.12) 0— X%F) — XY(F) — ... — T?"1(F) — Ker S*)(F) — 0
est canoniquement isomorphe dans D* (Y, Ay) au complexe (7.3.1.1). De plus :

LEMME 7.3.2. Les foncteurs 20 . %1 Ker S?? sont exacts en F.

L’exactitude des foncteurs X" résulte de ’exactitude de la résolution flasque cano-
nique et du fait que I'image directe par un morphisme d’une suite exacte courte de fais-
ceaux flasques est encore une suite exacte courte.

Pour voir I’exactitude de Ker S%9, on considére, pour une suite exacte courte 0 —
F' - F - F" — 0 de faisceaux sur X, le diagramme

KerSZd(F’) IZd+1(F/) 12d+2(F1).“

| l |

ker S?4(F) —— X2+ (F) —— X24+2(F) ...

| | |

ker Szd(F”) x2d+l(Fr/) I2d+2(F”)
et la suite exacte d’homologie associée a la suite exacte
0 — 052041 (X' (F')) — 050411 (X (F)) — 050441 (X (F")) — 0

permet de conclure.
On dispose maintenant du lemme général suivant :

LEMME 7.3.3. Soient A et B deux catégories abéliennes et Je" un objet de Cb(F ex(A, B))
ou F ex(A, B) désigne la catégorie des foncteurs exacts de A dans B. Alors, en associant a
tout complexe K de C(A) le complexe simple associé au double complexe Je (K *) on obtient
un foncteur triangulé K(A) — K(B) qui préserve les quasi-isomorphismes.
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On écrit le foncteur en question comme un composé

C(A) — C’(C(B)) l) C(B)

ou le foncteur (), est le foncteur complexe simple associé et on utilise (Vbis 2.3.2.2.
Remarque) : les détails sont laissés au lecteur.

EXERCICE 7.3.4. Montrer que pour tout complexe K de D" (X, A y), la fleche cano-
nique
Tpq X (K) — X(K")
induit un quasi-isomorphisme sur les complexes simples associés.

On remarquera pour cela que la fleche canonique
lim (7., (K "), — (X (K,
k>2d
est un isomorphisme, puis que les faisceaux de cohomologie d’'un complexe commutent
aux limites inductives filtrantes.
7.3.5. Soit R(l)f! : D(X,Ay) - D(Y, Ay) le foncteur défini par (7.3.1.2) grace
a 7.3.3. En vertu de 7.3.4 on peut le calculer directement a partir de (7.3.1.1) et on peut
vérifier qu’il « ne dépend pas » de la pseudo-compactification choisie. Il faudrait alors
vérifier les énoncés 7.1.3,7.1.4 et 7.1.6 en supprimant les exposants +, ce que le rédacteur
n’a pas eu le courage de faire.

DEFINITION 7.3.6. Le foncteur Rf, : D(X, Ay) — D(Y, Ay) construit en 7.3.5 s’ap-
pelle encore foncteur image directe a supports propres.

7.3.7. On peut alors montrer que le foncteur Rf, commute aux changements de
base et que les énoncés (5.2.9) et (5.2.10) restent vrais pour tout morphisme de Schg, ce
qui justifie les constructions que 'on vient de faire.

479



Bibliographie

[1] A. Dold and D. Puppe. Homologie nicht-additiver Funktoren. Anwendungen. Ann. Inst. Fourier 11
(1961), 201-312.
[2] Gabriel-Zisman. Calculus of fraction and homotopy theory, Ergebnisse, Bd 35, Springer 1967.
[3] J. Giraud. Méthode de la descente, Mémoire n° 2 de la Société Mathématique de France (1964).
[4] R. Godement. Théorie des faisceaux, Hermann, 1958. Act. Scient. Ind. n° 1252, (Paris).
[5] A. Grothendieck. TDTE IV : les schémas de Hilbert. Séminaire Bourbaki 221. Mai 1961. Repris dans
FGA.
[6] R. Hartshorne. Residues and Duality. Lecture Notes in Mathematics n° 20. Springer 1966.
[7] D. Lazard. Thése — Paris 1968.
[8] D. Mumford, Geometric Invariant Theory, Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete 34,
Springer-Verlag, 1965.
[9] M.Nagata, « A generalization of the imbedding problem of an abstract variety in a complete variety »,
J. Math. Kyoto Univ. 3 (1963), 89-102
[10] N. Roby. Lois polynémes et lois formelles en théorie des modules. Ann. E.N.S. 80 (1963), 231-348.
[11] J.L. Verdier. Catégories dérivées (état 0), multicopié par 'TH.E.S.
[12] J.L. Verdier. Catégories dérivées (a paraitre dans Grundlehren der Math. Wiss, Springer).
[13] J.L. Verdier. Dualité dans la cohomologie des espaces localement compacts. Séminaire Bourbaki 300.
Nov 1965.

259

480






EXPOSE XVIII

La formule de dualité globale

P. Deligne

0. Introduction

0.1. Leprésent exposé est consacré a la dualité de Poincaré. Cette dualité est construite

sur le modéle de VERDIER [1], qui traite le cas des espaces topologiques séparés locale-
ment compacts. On montre a priori que le foncteur R f, de 'exposé XVII admet un ad-
joint a droite Rf" et on établit bon nombre de ses propriétés, avant de le calculer plus
explicitement dans le cas des morphismes lisses.

La possibilité d'une telle construction semble reposer sur les propriétés suivantes du
foncteur Rf,

a) Pour I'existence d’un adjoint Rf" et ses propriétés formelles :
(I) le foncteur R f, commute aux changements de base ;
(I) les foncteurs R’ f, commutent aux limites inductives filtrantes ; ils sont nuls
pour i assez grand ;
(II) le foncteur Rf, peut se calculer « au niveau des complexes », i.e. a partir
d’un foncteur entre catégories de complexes.
b) Pour le calcul de cet adjoint dans le cas ou f est lisse :
(IV) le calcul de R f\((Z/nZ)y;) pour U « petit ».

0.2. Au§3n°1, quiest indépendant des §§1, 2, on construit le foncteur Rf! ;on
y utilise des constructions spéciales a la situation, et non seulement (I) (II) et (III). Cela
rend ce n° assez déplaisant ; le rédacteur confesse ne pas toujours avoir bien compris ce
qui se passait.

Le § 2 est consacré au point (IV); il est purement formel a partir du § 1, ou est étudiée
la cohomologie des courbes.

Au § 1, on établit nettement plus qu’il n’est nécessaire pour le § 2, en étudiant aussi
le cas de coeflicients continus. Ce paragraphe a été profondément influencé par SERRE
[6]. Les points utiles pour la suite sont :

a) le n° 1.1, consacré au morphisme trace dans le cas des courbes, et généralisé en
2.9;

b) le théoréme d’effacement 1.6.9. Le lecteur prét a admettre un argument trans-
cendant peut lire le n° 1.6, a partir de 1.6.6 (2° démonstration), indépendamment
des n° 1.2 4 1.5°%. L’ingrédient essentiel de 1.6.9 est I'une ou I'autre forme de la
dualité de Poincaré pour les courbes lisses sur un corps algébriquement clos, et
le lemme d’acyclicité XV 2.6 (préliminaire au théoréme de changement de base
lisse XVI 1.1). Sa conclusion est généralisée en 2.14.

Le n° 3.2 recueille les fruits du § 2.

53. N.D.E. : En premiére lecture, on ne saurait trop recommander de suivre ce chemin : aprés le
§ 1.1, passer directement aux § 2 et § 3.
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262 XVIIL. LA FORMULE DE DUALITE GLOBALE

0.3. La méthode de VERDIER en dualité de Poincaré permet de définir le foncteur
Rf' pour f compactifiable. Cette généralité a pour contrepartie que les compatibilités
a vérifier ne sont pas familieres, et parfois, méme pour les plus triviales, telles 3.2.3, de
démonstration abracadabrante. Le rédacteur avoue ne pas en avoir démontré autant qu’il
aurait da.

Le lecteur intéressé pourra sans difficulté, a partir de 'appendice a I'exposé XVII,
étendre la définition de Rf' au cas des morphismes séparés de type fini de but, un schéma
cohérent (i.e. quasi-compact quasi-séparé).

0.4. Le résultat principal 3.2.5 est énoncé en termes concrets qui permettraient de

revenir formellement au point de vue qui avait été celui du séminaire oral, ou le foncteur

483 Rf' était défini seulement pour les morphismes lissifiables via une factorisation par un

morphisme lisse et une immersion. On trouvera une esquisse de la démonstration du
séminaire oral dans VERDIER [16].

1. Cohomologie des courbes
484

1.1. Le morphisme trace.

1.1.1. Soient n un entier > 1 et X un schéma sur lequel » soit inversible. Le faisceau
i, (IX 3.1) sur X est alors un faisceau de modules localement libre de rang 1 sur le fais-
ceau d’anneaux constant Z/n. Pour i € Z, on désigne par la notation Z/n(i) sa puissance
tensorielle i¢™e,

(1.1.1.1) Z/n(i) = Hom(Z/n, G,,)®".

Sin = dn’,application d’exponentiation par d établit un isomorphisme

, o~
Ry ®Z/n Zin" — Ky
d’ou des isomorphismes, dits canoniques :

1.1.1.2 Zin(i) ®,,, ZIn' = ZI/n' ().
Z/n

Si Fest un faisceau abélien tel que nF = 0, on pose
(1.1.1.3) F(i) = F ®g, Z/n(i).

Sidéjan’ F = 0,l'isomorphisme (1.1.1.2) permet d’identifier F®,,Z/n(i) et F ®,» Z/n' (i),
de sorte que F(i) ne dépend que de F et non du choix de n. Plus généralement, si F est
un faisceau de torsion premier aux caractéristiques résiduelles de X (XVII 0.13), et si ,, F
est le noyau de la multiplication par m dans F, on définit F(i) comme étant la limite
inductive, pour m inversible sur X tendant multiplicativement vers I'infini

(1.1.1.4) F(i) = lim , F(i).

m

Le foncteur F — F(i) est exact. Si f : Y — X est un morphisme de schémas
(resp. un morphisme de schémas quasi-compact quasi-séparé), et si F est un faisceau de
485 torsion sur X (resp. sur Y), premier aux caractéristiques résiduelles de X, ona f*(F(i)) ~
(f*F)(i) (resp. on a (f, F)(i) ~ f,(F(i))). Si A est un faisceau d’anneaux sur X, annulé
par n inversible sur X, il se prolonge en un foncteur exact K — K(i) de D(X, .A) dans
D(X, A). Ce foncteur commute aux foncteurs image réciproque et aux foncteurs image
directe.
Les foncteurs F — F(i) s’appellent parfois les foncteurs de « twist a la Tate »
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DEFINITION 1.1.2. Une courbe plate sur un schéma S est un morphisme f : X — S
plat de présentation finie et séparé a fibres purement de dimension un.

L’expression « purement de dimension un » n’exclut pas le schéma vide. Contraire-
ment a EGAII 7.4.2, on admet ici qu’une courbe sur un corps soit vide, mais on exige
qu’elle soit séparée.

Lorsque S est le spectre d’'un corps, on parlera simplement de courbe sur .S'; une
courbe sur un corps est quasi-projective’?.

1.1.3. Soit X une courbe sur un corps algébriquement clos k d’exposant caractéris-
tique p premier a un entier n > 1. Supposons d’abord X réduite, et soit X une courbe
complete sur k dont X soit un ouvert dense.

Le complément Y = X — X est de dimension 0. La suite exacte de cohomologie (XVII
5.1.16.3) induit donc un isomorphisme

(1.1.3.1) H2(X,ZIn(1)) = H*(X,ZIn(1)).
On dispose de plus d’'un isomorphisme IX 4.7 (donné par la théorie de Kummer)
(1.1.3.2) H?*(X,Z/n(1)) = Pic(X)/n = (Z/n)*

ou ¢ désigne 'ensemble des composantes irréductibles de X, ou de X, cela revient au
méme.

Si X n’est plus nécessairement réduite, et si ¢ est 'ensemble de ses composantes
irréductibles, désignons, pour i € ¢, par n; la multiplicité de X au point générique #; de

la i®™¢ composante irréductible de X :

n; =1g(Ox,).

On sait que 'application de restriction de ch(X, Z/n(1)) dans HCZ(Xred, Z/n(1)) est
un isomorphisme, d’ou, via (1.1.3.1) et (1.1.3.2) appliqués a X, .4 un isomorphisme cano-
nique entre H2(X,Z/n(1)) et (Z/n)°. On désignera par Try ou simplement Tr la fleche
composée

(1.1.3.3) Tr : HX(X,ZIn(1)) = (ZIn)* = Z/n,
ou
(a)ied) = Y, mia;.
Si F est un groupe abélien annulé par n, on dispose d’'un isomorphisme
H2(X,F(1))«— F @ H*(X, Z/n(1))
et donc via (1.1.3.3) d’'un morphisme trace

(1.1.3.4) Tr : HX(X,F(1)) — F.

54. N.D.E. : Dans EGAII 7.4.10, cet énoncé n’est établi que sous une hypothese supplémentaire de
normalité sur X et il est annoncé (EGAII 7.4.12) qu'une démonstration dans le cas général apparaitra
dans EGA'V, qui n’a pas paru. Le lecteur pourra corriger en exercice cette lacune. Ceci est de toute fa-
con sans conséquence pour la construction du morphisme trace, puisqu’elle peut se faire en procédant
d’abord localement (sur des ouverts quasi-projectifs) puis en recollant les morphismes traces comme dans
la démonstration de 1.1.6.
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Sin = n'd, le diagramme

0 I, G, —G, 0
(1.1.3.5) xdl ¥
0 H, G, -G, 0
est commutatif et donc aussi le diagramme
H2(X,Z/n(1)) ———— (Z/n)*

(1.1.3.6)

|

H2(X,Z/n' (1)) ———— (ZIn")*

487 d’apreés la définition IX 4.7 de I'isomorphisme (1.1.3.2).
La fleche (1.1.3.4) ne dépend donc que de F, et non du choix de 'entier n premier a
p tel que nF = 0. Par passage a la limite, on la définit pour tout groupe abélien F de
torsion premier a p.
Le lemme suivant résulte aussitot des définitions.

LEMME 1.1.4. Sous les hypotheses précédentes, si, pour i € c, U; est un ouvert non vide
de X contenu dans la i*™® composante irréductible, le diagramme

@ HZ(U;, F(1)) -

iec

H2(X, F(1))

@ TI‘U TrX
i€c !
est commutatif.
LEMME 1.1.5. Soient X et Y deux courbes sur un corps algébriquement closk,u : X - Y

un morphisme quasi-fini et plat et n un entier premier a l'exposant caractéristique p de k.
Le diagramme suivant, dans lequel Tr,, est la fleche (XVII 6.2.3), est alors commutatif

H2(X. Z/n(1)) T H2(Y. Z/n(1))

TVX TI'Y

Z/n

Le lemme 1.1.4 permet de se réduire au cas ou X et Y sont irréductibles, X .4 et Y,4
étant de plus lisses. Si e (resp. f) est la multiplicité de X (resp. Y) au point générique, et
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si e = d f, les triangles marqués + du diagramme suivant sont commutatifs :

HZ(X,Z/n(1)) = H*(X .4, Z/n(1))
+
TrX e. TrXred
(1.1.5.1) Tr, Z/n d-Try
TIY f TrYred
+
H2(Y,Z/n(1)) = H2(Y,.4,Z/n(1)),

Son contour est commutatif, ainsi qu’on le déduit de la commutativité du diagramme

wZiny(1) Uyeq, ZInx_ (1)
Tru d. Trured
Ziny(1) ~ Ziny_(1).

Il suffit de vérifier cette derniére compatibilité au point générique de Y, ce qui est trivial.

Pour établir la commutativité du triangle de gauche dans (1.1.5.1), il ne reste donc
plus qu’a établir celle du triangle de droite. On peut donc dorénavant supposer de plus
que X et Y sont réduits®.

Soient X et Y les courbes complétes lisses contenant X et Y comme ouverts denses
(EGATI 7.4.11). Le morphisme u se prolonge en un morphisme plat# : X — Y (EGATI
7.4.9) et, d’aprés 1.1.4, il suffit de vérifier 1.1.5 pour u.

D’aprés (XVII 6.3.18.2), le diagramme de faisceaux sur Y, dans lequel N désigne la
norme,

0 U, u, G, u,G, —=0
|Tru N N
0 I, G, —~ -G, 0,

est commutatif, donc aussi le diagramme

~

Pic(X)/n H2(X,Z/n(1))
| N Try
Pic(Y)/n —=— H2(Y, Z/n(1)),

et il reste & noter que si £ est un faisceau inversible de degré 1 sur X, sa norme est
encore de degré 1 (ce fait résultant de la compatibilité EGA IV 21.10.17, compte tenu de
la définition EGA IV 21.5.5 de la norme d’un diviseur).

55. N.D.E. : Ce paragraphe a été ajouté dans cette édition, et les deux suivants ont été modifiés.
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PROPOSITION 1.1.6. Il est d’une et d'une seule facon possible de définir, pour toute courbe
plate compactifiable f : X — S et pour tout faisceau de torsion F sur S, premier aux
caractéristiques résiduelles de S, un morphisme trace

Tr, : R*f\(f*F(1)) — F,

fonctoriel en F, de formation compatible a tout changement de base (cf. XVII 6.2.3, (VAR 2))
et qui, pour S le spectre d’un corps algébriquement clos, coincide avec le morphisme trace
(1.1.3.4).

Le morphisme Tr ; nous est donné fibre par fibre ; son unicité est donc claire.

Soit p : P}g — § la droite projective sur S et n un entier inversible sur .S. On a
Pic S(Pls) = Zg, d’ou par la théorie de Kummer (IX 3.2) un morphisme Z/n — R'p.Z/n(1),
dont on vérifie fibre par fibre (XII 5.2) que c’est un isomorphisme. Son inverse Tr,, induit
fibre par fibre le morphisme trace (1.1.3.4).

Soit f : X — S une courbe plate sur .S telle qu’il existe un S-morphisme quasi-fini
et plat u de X dans Pg. En vertu de 1.1.5, le morphisme composé Tr, o Tr, (XVII 6.2.3)
admet pour fibre en un quelconque point géométrique de .S le morphisme trace (1.1.3.4).
En particulier, il ne dépend pas du choix de u.

Supposons que X soit une réunion de sous-schémas ouverts U; tels qu’il existe un
morphisme quasi-fini et plat de U; dans PL. Si a; (resp. ;) est l'inclusion de U; (re-
sp- U;; = U; nU;) dans X, la suite

Y RA(fay)Zin(1) 3 ) R(fa) Zin(1) - R?f,Zin(1) = 0.

est exacte, d’aprés (XVII 6.2.9) et I'exactitude a droite de R?f, (puisque R?f, = 0). On
vérifie fibre par fibre, par 1.1.5, que la somme des morphismes trace Y. R>(fa;),Z/n(1) —

1
Z/n, se factorise par un morphisme trace Tr de R?f,Z/n(1) qui, fibre par fibre, induit
(1.1.3.4).

Pour un X général, soit j : X’ — X le plus grand ouvert de X tel que f|X’ soit
un morphisme de Cohen-Macaulay (cf. EGA IV 12.1.1 (vi)). Tout point x de X’ a un
voisinage U, dans X’ tel qu’il existe un S-morphisme quasi-fini u, de U, dans PL. Ce
morphisme est automatiquement plat (EGAIV 11.3.10 et 15.4.2) et X’ vérifie donc les
hypotheéses précédentes. De plus, X' est dense fibre par fibre dans X ; le morphisme de
R?(fj))Z/n(1) dans R?f,Z/n(1) est donc un isomorphisme comme on le voit fibre par
fibre et la fleche composée

- Trs;
Tr, : REAZIn(1) < RE(f ) Zin(1) —> Zin

induit fibre par fibre (1.1.3.4).
Si F vérifie nF = 0, on a (XVII 5.2.6)

(1.1.6.1) R>f,Z/n(1) @ F = R%f,(f*F(1))
et on définit Tr ; comme la fleche composée
Tr; : R2fy(f*F(1)) < R*f,ZIn(1)® F — F.

Dans le cas général, on définit Tr ; comme limite inductive des morphismes trace relatifs

aux faisceaux , F pour n inversible sur .S. Ces fleches induisent fibre par fibre (1.1.3.4) et

commutent donc a tout changement de base, C.QFD.
On vérifie fibre par fibre a 'aide de 1.1.4, 1.1.5 et (1.1.6.1), les résultats suivants :
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LEMME 1.1.7. Soient f : Y — S une courbe plate compactifiable sur S,u : X — Y un
morphisme quasi-fini plat de présentation finie, et F un faisceau de torsion sur .S, de torsion
premiére aux caractéristiques résiduelles de S. Le diagramme suivant est commutatif :

R*(fu),(fu)* F(1) === R® fy(uu*) f*F(1) il R*fif*F(1)
Trp, Try
F F,

LEMME 1.1.8. Soientu : Y — .S un morphisme quasi-fini plat de présentation finie, f :
X — Y une courbe plate S-compactifiable (XVII 3.2.1), et F comme en 1.1.7. Le diagramme
suivant est commutatif56 :

R2uf)(uf)*F(1) =———u,R%f, f*u*F(1) bl uu*F
Tr, s Tr,
F F

On vérifie de méme a partir de (1.1.3.2) :

LEMME 1.1.9. Si f : X — S est une courbe lisse compactifiable, et si les fibres géomé-
triques de f sont irréductibles, alors le morphisme trace (1.1.6) est un isomorphisme.

1.2. 1l-acyclicité de I’espace projectif. Dans ce n°, on utilise en principe toujours
la topologie fppf (XVII 0.10).

1.2.1. Soient € un Module localement libre sur un schéma .S, supposé partout de
rang > 2, p : P(e) — S le fibré projectif correspondant et G un faisceau abélien sur le
grand site fppf de .S’ (XVII 0.10). Chaque couple (K, ¢) formé d’un torseur K, sous G et
d’un homomorphisme ¢ : G, — G définit un p*G-torseur K (K, @) sur P(¢), somme
de K, et de I'image par ¢ du G,,-torseur (1)’

(1.2.1.1) K(Ky, @) = Ky + 0O(1).

On fait des couples (K|, @) une catégorie en posant

@ si p#o

Hom((K,, @), (K., ®')) =
(Ko Koo =3 gk k) s pm g,

Le torseur K(K), @) dépend alors fonctoriellement de (K, ). Il est compatible a la lo-
calisation, et définit donc un foncteur du champ sur .S des couples (K|, @) dans le champ
sur .S des p* G-torseurs sur P(¢) (= le champ ayant pour sections sur U/S les p*G-torseurs

56. N.D.E. : Cette compatibilité mérite qu’on lui consacre quelques arguments. Pour la vérifier, on
peut tout d’abord se ramener par changement de base au cas ou S est le spectre d’un corps algébriquement
clos k. On peut ensuite supposer que Y est connexe et non vide, auquel cas Y — S admet une (unique)
section S — Y qui est une immersion fermée définie par un idéal nilpotent. Les arguments de la démons-
tration de 1.1.6 permettent de supposer que X = P}. Il ne reste plus alors qu’a observer que la multiplicité
de Yest égale ala multiplicité de X en son point générique. Voir aussi la démonstration de la commutativité
de (2.9.3).

57.N.D.E. : Dans ce n°, on identifie de facon implicite les fibrés en droites et les G,,-torseurs par la
correspondance qui associe a un fibré en droites le faisceau de ses sections inversibles, sur lequel G,, agit
par multiplication. Le lecteur soucieux des détails sera probablement intéressé de savoir que, suivant la
convention de Grothendieck, le schéma projectif P(e) est le fibré des hyperplans de € et que de méme le
fibré vectoriel épointé V(e)* — P(e) est un ouvert de V(¢) qui est le spectre de I’Algébre symétrique de e.
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sur U X g P(¢)). Ces champs sont des champs en groupoide (= tout morphisme au-dessus
d’un U/S est un isomorphisme).

THEOREME 1.2.2. Sous les hypothéses 1.2.1, si G est un schéma en groupe commutatif
plat de présentation finie sur S, alors le foncteur K de 1.2.1 est une équivalence.

. Cet énoncé équivaut a la conjonction de

G5 p.p*G et
Hom(G,,,G) — R'p,p*G.

En effet, un morphisme de champs en groupoide est une équivalence si et seulement si
il induit un isomorphisme sur le faisceau engendré par le préfaisceau des classes d’iso-
morphie d’objets (2¢ formule) et un isomorphisme sur le faisceau des automorphismes
d’un objet local quelconque (1" formule).

On donnera deux démonstrations (1.2.4 et 1.2.5) de la pleine fidélité>®,

LEMME 1.2.3. Soit f : X — S un morphisme propre et plat. On suppose que [0y =
Og universellement et R' .0y = 0 universellement. Tout S-morphisme de X dans un
S-schéma en groupes de type fini G se factorise alors par f et une section de G ; plus préci-
sément, G — .G

Il suffit de prouver la 1*¢ assertion.

D’apres le lemme de rigidité (MUMFORD [4, 6.1. p. 115]; on notera que MUMFORD
n’utilise par ’hypothése noethérienne faite sur .S), il suffit de traiter le cas ou .S est le
spectre d'un corps algébriquement clos. Supposons tout d’abord que G soit un schéma
abélien, et soit G* le schéma abélien dual. Puisque G = G**,la donnéede ¢ : X - G
équivaut a la donnée d’un faisceau inversible £ sur X X G*, trivialisé le long de X X {e}
et algébriquement équivalent a zéro sur les fibres de la projection pr, de X X G* sur
X.Six :§ — X estun point rationnel de X, ona £ ~ pri(x X G*)*L ® M avec
M trivialisé le long de x X G* et X X {e}. La donnée de M équivaut a la donnée d’un
morphisme de schémas de G* dans Pic y/ g, transformant e en e. Puisque H' (X, 0y) = 0,
ona Pic())(/ s=0 M~0Oet L~ pr, £ "avec £’ algébriquement équivalent a zéro sur
G*, donc définissant g € G(S) tel que p = g o f.

Dans le cas général, G est extension d'un schéma abélien A par un groupe affine G,
Le résultat précédent nous ramene au cas ou A = 0, et on a alors

Hom (Spec(H(X, 9y), G) = Homg(X, G).

LEMME 1.2.4. Sous les hypothéses 1.2.1, si G est un schéma en groupes de présentation
finie sur S ou est défini par un faisceau quasi-cohérent sur .S, alors le foncteur (1.2.1.1) est
pleinement fidele.

A. Prouvons que si K(K), @) est isomorphe a K(K), '), alors ¢ = ¢’. Pour G
quasi-cohérent, on a ¢ = ¢’ = 0, et l'assertion est vide. Pour G de présentation
finie, d’apres (SGA 3 IX 5.1), il suffit de prouver I’assertion pour .S spectre d’'un

58.N.D.E. : A propos de 'essentielle surjectivité, il convient d’avertir le lecteur que la démonstration
utilisera la technique générale de démonstration expliquée dans I'introduction des EGA .

59. N.D.E. : Cela résulte de I'isomorphisme canonique Lie(Picy,g) = H'(X, @) = 0 qui s’obtient
en comparant ces deux groupes avec le noyau de Pic(X X, Spec(k[e])) = Pic(X) (ou .S = Spec(k)). Pour
plus de détails sur les propriétés des schémas de Picard, on renvoie a [6].
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corps algébriquement clos k. Soit alors T le plus grand sous-tore de G, et H =
G/T. La suite exacte de cohomologie fournit

0 — HO(P(e), T) » HO(P(e), G) — HO(P(e), H) o H'(P(e),T) A H'(P(e), G).

D’aprés 1.2.3, HO(P(¢), G) ~ G(k) et H'(P(¢), H) ~ H(k), de sorte que a est
surjectifet 6 nul. Si Y(T') = Hom(G,,,T),onaT ~ G, QY (T) et H'(P(e), T) ~
Y (T). L’injectivité de f exprime donc l'injectivité de la fleche canonique, définie
par O(1), Hom(G,,, G) ~ Hom(G,,,T) — H'(P(¢), G), et ceci prouve I'asser-
tion.

B. Prouver que le foncteur (1.2.1.1) est pleinement fidele est une question locale
sur . On se ramene donc a supposer que P(¢)/S admet une section s et il est
loisible de se donner un isomorphisme s*O(1) ~ 0% Si K (Ky, @) est isomorphe
aK(Ky,@'),onap = @' par Aet Ky ~ s*K(K, ) ~ s*K(K, @) ~ K. Grace
a la formule

(1.2.4.1) Hom(K (K, @), K(Kj, ¢')) ~ Hom(K(K, — Ky, ¢ — @), Gp(e)):
il ne nous reste plus qu’a montrer que
Homy,, (G, G) — Homy, (p*G, p*G).

Ceci résulte de 1.2.3.

1.2.5. Voici une autre démonstration, plus kiinnethesque, de la pleine fidélité. La
question est locale sur S'; d’apres (1.2.4.1), il suffit donc de vérifier que

=g si @#0

C’est exactement ce qu’exprime le lemme suivant®! :

LEMME 1.2.6. Soient € un module localement libre partout de rang > 2 sur S, G un
schéma en groupes de présentation finie sur S, ¢ : G, — G un homomorphisme de
groupes, V(€) le fibré vectoriel défini par €, V(e)* le fibré vectoriel épointé correspondant
etV : V(e)* — G un S-morphisme vérifiant ’identité suivante entre S-morphismes de
G,, X V(e)* dans G :

¥(4v) = ¥ (0)p(A).

Alors, @ = e, et W se factorise par la projection p de P(¢) sur S.

Il suffit de prouver la seconde assertion. On se rameéne aussitdt au cas .S noethérien,
puis, par (SGA 3 IX 5.1) et le lemme de rigidité (MUMFORD [6, 6.1 p. 115]) appliqué a
P(e) au cas ou § est le spectre d'un corps. Soient n un entier, W, et G, les voisinages

60. N.D.E. : On a ajouté dans cette édition cette donnée supplémentaire, nécessaire, qui manquait
dans I’édition originale.

61. ND.E. : Cette traduction mérite quelques éléments d’explication. Le fibré en droites (1) sur
P(e) devient canoniquement trivialisé aprés image inverse par la projection canonique V(e)* — P(e).
Aprés image inverse sur V(e)*, le G-torseur K(G, @) est donc aussi canoniquement trivialisé. Via cette
identication, un isomorphisme G — K(G, ) induit donc un automorphisme du G-torseur trivial au-
dessus de V(e)*, c’est-a-dire un S-morphisme V(¢)* — G. Pour provenir de P(¢), ce morphisme doit
vérifier une compatibilité semblable a celle qui est énoncée et réciproquement par descente fidélement
plate. A vrai dire, il semble au relecteur que la bonne condition a énoncer serait ¥ (iv) = @(1)~'¥(v),
mais c’est sans conséquence puisque I'on peut appliquer le lemme a ¥~! au lieu de I'appliquer a . La
condition ¥ (Av) = @(A)¥ (v) présente dans I’édition originale donne aussi un énoncé correct (puisque
'on peut remplacer @ par ¢~') mais elle a été changée pour qu’il ne soit pas nécessaire de modifier la
démonstration.
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infinitésimaux du ™€ ordre de la section nulle dans V(e) et G, g, lalgebre affine de
G, et P,(¥) : V(e)* - Homg(W,, G) la partie principale du n'*™® ordre de P92 Toute
section de Hom g(W,, G) définit, en translatant a droite par I'inverse de I'image de la
section nulle, un morphisme de W, dans G, qui transforme O en e, ceci définit

¥, = P,WP)¥! : V(e)* — Hom¢(W,,G,).

L’hypothése implique que ¥ commute aux homothéties, que I'on fait agir sur le second
membre par transport de structure a partir de leur action sur W, C V(e)*’. L’algébre
affine de W, est Z:;O Sym’(e). Vu son homogénéité, ¥, est donc défini par une section,
sur P(¢), du Op(.y-module

n
Y p* Hom(g,, Sym'(e))(—i).%
i=0
Les composantes d’indice i > 0 de ce module n’ont d’autre section que la section nulle,
et on en conclut que
Y, =0.
Ceci, valant pour tout n, implique que ¥ se factorise par une section de G.

Cette seconde démonstration s’étend pour prouver la variante analytique suivante
de 1.2.4. Lorsque G est affine, la démonstration de 1.2.2 peut se faire indépendamment
de cette variante.

1.2.7. Soient L le corps des fractions d'un anneau de valuation discréte complet O,
U,, le groupe rigide analytique « fibre générique » du complété formel de G,, et O(1)" le
U,,-torseur sur P’; complété formel de O(1). Si G est un groupe rigide analytique sur L,
le foncteur (K, @) — p*Ky + @O(1)" (cf. 1.2.1) est un foncteur pleinement fidéle de la
catégorie des couples (K, ¢) formés d'un G-torseur sur Spec(L) et de ¢ € Hom(U, G),
dans la catégorie des p*G-torseurs sur P .

LEMME 1.2.8. Soient k un corps d’exposant caractéristique p et f : X — Spec(k) un
schéma propre sur k vérifiant HO(X,Oy) = k et Picy = 0°. Pour tout schéma en groupe
affine commutatif de type fini G sur k, ne contenant pas de tores, on a R' f,(f*G) = 0.

62. N.D.E. : En termes plus concrets, P,(¥) est le morphisme qui correspond par adjonction au
morphisme V(e)* Xg W, — G (que nous noterons aussi P,) obtenu en composant ¥ et le morphisme
V(e)* Xg¢ W, — V(e)* induit par I’addition sur V(e) sur ces sous-schémas. En termes des foncteurs des
points de ces S-schémas, on peut 'interpréter plus concrétement en disant que si v est une section de
V(e)* et t une section de W, alors P,(¥)(v,1) =V (v +1).

63. N.D.E. : Avec les notations ci-dessus, on peut caractériser ¥, par la relation ¥,(v,1).¥(v) =
¥ (v + t). On en déduit aussitot que si A est une section de G,,, alors ¥,(4Av, A1) = ¥, (v,1), ce qui cor-
respond a la commutation aux homothéties annoncée pourvu que l'on fasse agir correctement G,, sur
Hom(W,, G,), a savoir qu’une section A de G,, agisse par composition a droite avec la multiplication par
Iinverse de A sur W,,.

64. N.D.E. : Pour vérifier cette affirmation en détail, on peut commencer par définir 'image inverse
de cette section sur V(e)* ; on obtient alors tautologiquement une section s = (s, ..., s,) du fibré trivial
obtenu est tensorisant le faisceau structural avec ’espace vectoriel Z’n: 0 Hom(g,,, Sym'(¢)). Elle vérifie la
relation s,(v) = A's;(Av). Ceci constitue bien une donnée de descente pour obtenir une section sur P(e)
comme voulu. Il est également possible d’argumenter en disant que les sections s; s’étendent a V(e) tout
entier (puisque I'origine est un fermé de codimension > 2 dans V(¢)). Par densité de G,, dans !, ces sections
étendues s, vérifient la relation s,(v) = A's;(Av) pour A € !. En faisant A = 0, on obtient s; = 0 pour i > 0.

65.N.D.E. : Le lecteur pourra trouver une introduction au langage de la géométrie analytique rigide
dans [13]. L’inexistence de sections non-triviales pour les faisceaux ((n) pour n < 0 dans ce contexte
résulte par exemple d’une version rigide de GAGA, voir [9].

66. N.D.E. : On trouvera une définition de Pic” dans un cadre plus général en 1.6.4.
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Il suffit de montrer qu’apres tout changement de base, ¢ : S — Spec(k), le fonc-
teur f* de la catégorie des G-torseurs sur .S dans celle des G-torseurs sur X g est une
équivalence. Ce probléme est local sur Spec(k), de sorte que pour le résoudre on peut se
ramener au cas ou X a un point rationnel, ou G est extension successive de groupes G,
ay, Wy, ZIp et Z/L; pour {; premier a p et ou Z/¢; ~ py;.

On sait que Lie(Picy) = H'(X, Ox) = 0. D’apres 1.2.3 et I'existence d'une sec-
tion, les foncteurs f* considérés sont pleinement fidéles ; il suffit donc de prouver que
R f.(f*G) = 0, ou, par dévissage, que

R'f,G,=R'f,a,=R'f,p,=R'f,ZIp=R'f,Z/(; = 0.

Pour G,, cela résulte de ce que HY(X, Ox) = 0. Le cas de a,, (resp. Z/p) s’en déduit
via 1.2.3, par la suite exacte longue de cohomologie définie par la suite exacte

p
O—>ap—>Gax—>Ga—>O

x—xP
(resp. 0—Zp—G,— G, —0 (p#1)).

Le cas de Z/{; (resp. de p,,) se déduit de I'isomorphisme Z/¢; ~ My, de 1.2.3 et de la suite
exacte longue déduite de la suite exacte de Kummer

0—p,—6G,—¢G, —0.

LEMME 1.2.9. Soient S un schéma local artinien, s un point géométrique de S, f : X —
S un morphisme propre et plat, et G un schéma en groupe commutatif plat de type fini sur
S. On suppose f lisse ou G affine. Si H(X, 0) = k(5), si PicE(E = 0 et que G5 ne contient
pas de sous-groupe G,,, alors le foncteur f* de la catégorie des G-torseurs sur S dans celle
des f*G-torseurs sur X est une équivalence.

a. Le probléme posé est local sur .S lorsqu’on prend pour morphismes de localisa-
tion les morphismes u : S’ — S finis et plats. Ceci permet de supposer que f
admet une section x®’. Le foncteur f* est alors pleinement fidéle, d’aprés 1.2.3
et I'existence de x, et il reste a montrer que tout torseur, trivialisé le long de x,
est trivial.

b. Supposons que .S soit le spectre d’'un corps. Si G est affine, 'assertion résulte
de 1.2.8. Si X est lisse, et si G est extension d’une variété abélienne A par un
groupe affine G, désignons par G" I'image réciproque de , A dans G. Le groupe
H'(X, A) est de torsion (RaynauD [5, XIII 2.6]), donc réunion des images des
H(X, ,A). Le groupe H(X, G) est dés lors réunion des images des HY(X,G").
Les groupes G" étant affines, on conclut encore par 1.2.8.

c. Prouvons le cas général (en supposant I'existence d’une section x) par récur-
rence sur la longueur de S. Soit i : S < .S un sous-schéma défini par un idéal
I de carré nul et de longueur 1.

Les G-torseurs Psur X, tels que x* P soit trivial, sont d’aprés ’hypothése de récur-
rence des déformations du G-torseur trivial P sur X X Sj. Si G est lisse, et si L est
I’algebre de Lie de G, ces déformations sont classifiées par

H' (X, f(LQ®I)) =0,

ce qui prouve 1.2.9 dans ce cas.

67. N.D.E. : L’existence d’une section apres un tel changement de base peut se déduire de 2.3 et 2.4.
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Pour G plat sur S, cet argument se généralise en terme du complexe de Lie L de G;.
Si L N (G,/k(s)) est le complexe cotangent relatif de G, ce complexe L € DP(k(s)) est
le dual de Le*(L N (G,/k(s))). Ona H'(L) = 0 pour i # 0, 1(ILLusIE [3, VII 2.4.1]).

Les déformations sur .S (resp. sur X) du G-torseur trivial sur S, (resp. sur X)) sont
classifiées par HY(L®I (resp. par HI(XS, Sf*(L ® I)) (ItLusik [3, VII 2.4.4 (ii)]). Par
hypothése, on a H'(X,, Z°(f*(L ® I))) = 0 (car H'(X,,0) = 0) et H(L ® I) ~
HOX,,%"'(f*L ® I))). On en conclut que

HY(L®I) = H'(X,, f*(L®I)),

ce qui signifie que toute déformation sur X du G-torseur trivial sur X, est image réci-
proque d’une et d’une seule déformation a .S du G-torseur trivial sur S. Si cette défor-
mation est triviale le long d’une section, elle est donc triviale, ce qui prouve 1.2.9.

1.2.10. Prouvons 1.2.2 lorsque .S est artinien. Soit T le plus grand sous-tore de G ;
puisqu’on dispose déja de la pleine fidélité (1.2.4), le probleme est local sur .S pour la
topologie étale : on peut supposer T diagonalisable : T ~ G/ . Par 1.2.3, et 1.2.9 la suite
exacte de cohomologie fournit

R'f, TS R'f.G,

et assertion en résulte, puisqu’elle est triviale pour G = T et que Hom(G,,,T) —
Hom(G,,, G) (cf. 1.2.2.1).

1.2.11. Prouvons 1.2.2 lorsque S est noethérien local complet. Soit s une section
de p®8.
Si K est un G-torseur sur P(¢), il existe par 1.2.10 un unique couple (@, E/I\’) formé d’un ho-
momorphisme formel  : G,, — G et d’un isomorphisme formel P m + 65(9/6 ) =
K9 _Si G est affine, alors @ est algébrisable (SGA 3 IX 7.1). Admettons provisoirement
que, ainsi qu’on le prouvera en (1.2.13), § est toujours algébrisable en ¢ : G,, — G.

Si Ky =s*K, etsi K; = p*Ky+ @0(1), on dispose d’'un isomorphisme formel P
I/<\1 = K(/K—OT(p) 5 K, ie. d'une trivialisation formelle de K — K. En vertu de GAGA
formel, cette section est algébrique, ce qui prouve 1.2.11. Plus précisément, si G est quasi-
affine, alors K — K est représentable et on utilise EGAIII 5.1.4. Dans le cas général, on
procede de méme avec I'espace algébrique K — K.

1.2.12. Algébricité de @ : vérification préliminaire pour un trait de base. Supposons
que .S soit un trait complet, .S = Spec(V), et soit L le corps des fractions de V.

a) Sur L, il existe un unique triple (Ky;, @7, ¥7) :
¥, : K(Ky;.9;) — K|Spec(L).

b) D’apres (1.2.10) (1.2.11), et avec les notations de 1.2.7, on dispose d’une applica-
tion rigide analytique @; : U,, = G, d’un G-torseur K, et d’un isomorphisme
rigide analytique

—~

P prKy+@;0) S K.

68. N.D.E. : Comme plus haut, il convient de se donner aussi un isomorphisme s*O(1) ~ O.

69. N.D.E. : Il faut demander que cet isomorphisme devienne 'isomorphisme évident apres appli-
cation de s*.

70.N.D.E. : Il faut comprendre ici que si A est’anneau de .S, I sonidéal maximal et S, = Spec(A/I"),
un morphisme formel consiste en la donnée d’un systéme compatible de morphismes entre objets au-
dessus de S, pour tout n. La question de I'algébricité est de savoir si ce systéme compatible provient par
image inverse d’'une donnée similaire sur S.
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D’aprés 'assertion d’unicité 1.2.7, ¢ s’identifie a application déduite de ¢, .
Le morphisme formel ¥ de 1.2.11 induit donc sur p,, une application qui coincide
avec I'application déduite de ’application algébrique ¢; : G,, = G.
1.2.13. Algébricité de . L’application formelle § : G,, — G de 1.2.11 induit, pour ¢
inversible sur .S, des applications

90 2 Ty(G,) = Ty(G,,) — Ty(G).

D’apres (1.2.12) et (EGAII 7.1.9), pour tout point 7 de .S, il existe un morphisme algé-
brique ¢, : G, — G, tel que Ty(p,) = T,(@),. D’aprés (SGA 3 XV 4.1 bis) ¢ est donc
algébrisable.

1.2.14. Prouvons 1.2.2. Par passage a la limite, on se rameéne au cas S noethérien,
puis S noethérien local d’algébre affine A. Soit s une section de p. Soit K un G-torseur
sur P(¢). Sur S’ = Spec(;f), il existe un et un seul homomorphisme ¢’ : G, ¢ —
G tel que I'image réciproque K’ de K sur P(e) X g S’ soit de la forme K(Kjj, ¢"). Cet
homomorphisme ¢’ se descend en ¢ : G,, — G. Pour prouver la surjectivité essentielle
du foncteur 1.2.1, il est loisible de remplacer K par K — @O(1), i.e. de supposer que
@ = 0. Sur S’, il existe alors un et un seul isomorphisme ¥ : p’*“s*K’ Z K’, induisant
I'identité sur la section s. Ce morphisme se descend a S (descente fpqc de morphismes
de torseurs fppf), et ceci prouve 1.2.2.

VARIANTES 1.2.15. La conclusion de 1.2.2 est encore vérifiée dans les cas suivants.

(i) G est défini par un Module quasi-cohérent sur S.
(ii) G est image réciproque d’un faisceau de torsion sur le petit site étale de S.

Dans le cas (i), que les fleches (1.2.2.1) soient des isomorphismes est standard, compte
tenu de ce que la cohomologie fppf de G coincide avec sa cohomologie pour la topologie
de Zariski.

Dans le cas (ii), les fleches (1.2.2.1) sont des isomorphismes d’aprés le théoréme de
changement de base pour un morphisme propre et la simple connexité de P} pour k
algébriquement clos.

1.3. Intégration des torseurs.
1.3.1. Soient S un schéma et G un faisceau abélien sur le grand site fppf de S,
vérifiant les 3 conditions suivantes.

(i) Pour tout espace projectif p . P's — S, avecr > 1, on a, dans le grand site fppf de
S (XVII 0.10)

GS p.0'G et
Hom(G,,,G) = R'p,p*G

(ii) Pour tout n et tout S-morphisme affine lisse f : X — T, si K| et K, sont deux
G-torseurs sur Sym;(X), PensembleHom(K, K,) s’identifie a I'ensemble des mor-
phismes symétriques de I'image réciproque de K sur (X/T)" dans l'image réci-
proque de K, sur (X/T)".

Cette condition équivaut a la conjonction de :
(ii") Homg(Sym/}(X), G) — Homg((X/T)",G)", et
(ii"”) Sil’'image réciproque sur (X/T)" d’un torseur K sur Sym’%(X ) admet une section
symétrique, alors K est trivial.
(iii) G veérifie soit la condition (XVII 6.3.21.1), soit les conditions (6.3.24) et (456).
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La conclusion de 1.2.2 est donc vérifiée (cf. 1.2.2.1), ainsi que le formulaire XVII 6.3.26.

La condition (i) est discutée en 1.2.2 et 1.2.15. La condition (ii) est vérifiée dés que
G est représentable de présentation finie, ou image réciproque d’un faisceau sur le petit
site étale de .S, ou plat quasi-cohérent. La condition 1.3.1.1 est donc vérifiée dans chacun
des cas suivants.

(a) G est lisse de présentation finie (1.2.2 et XVII 6.3.21.1).

(b) G estimage réciproque d’un faisceau de torsion sur le petit site étale de S (1.2.15
(if) et XVII 6.3.21.1).

(c) G estaffine, et noyau d’un épimorphisme de groupes lisses (1.2.2 et XVII 6.3.3.1).

(d) G est défini par un faisceau quasi cohérent plat sur .S (1.2.15 (i) et XVII 6.3.21.1).

1.3.2. Soit f : X — S une courbe projective et lisse sur un schéma S, a fibres
géométriques connexes non vides. Soit £ un faisceau inversible sur X « suffisamment »
relativement ample au sens suivant.

. Pour tout point géométrique s de .S, si X est de genre g, alors

degxs(ﬂ) >2g—2,
degXS(,C) >1 si g=0, et degxs(ﬁ) >2 si g=1

On aalors R' f,£ = 0, et f, £ est localement libre de formation compatible a tout
changement de base, et partout de rang > 2. Si une section s de f, £ ne s’annule en aucun
point, le schéma D, des zéros de s, regardé comme section de £ sur X, est un diviseur

relatif (EGA IV 21.15.2), fini localement libre sur S puisque X/.S est de dimension relative
1. On a canoniquement

s OD,) = L.

Le diviseur D, ne dépend de s qu’a multiplication par une section de O prés. La construc-
tion précédente nous fournit donc un diviseur relatif Z , sur le schéma déduit de X par
le changement de base

P P(f,(OY) — S.

Soit K un torseur sous Gy, et soit K|Z , son image réciproque sur Z .. La trace de
ce torseur (XVII 6.3.26), de Z , a P(f,.(£)Y) est un torseur K . sur P(f,(£)Y):

K£ = Trz£/P(K|Z£)

En vertu de 1.2.2, il existe un triple, unique a isomorphisme unique pres, formé d’un
G-torseur (£, K] sur .S, d’'un morphisme ¢ ¢k - Gy — G et d'un isomorphisme

1.3.3. Si on note additivement la composition des torseurs, on a canoniquement

(13'3‘2) (p,C,Kl-'er = (p,C,Kl + ¢/C,K2'
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Soient £ et £, deux faisceaux inversibles sur X vérifiant (1.3.2.1),et £ = £ @ £,.
Le produit tensoriel des sections définit un morphisme

P(f.(LDVIXP(f,. (L)) z P(f.(£)Y)
pr2
pl"l
P(f.(L)Y) P12 P(f.(£5)Y) P
P1 )2
S S.

Onarn*Z;~Z; + Z,, d'ot unisomorphisme (XVII 6.3.27.1)
(1.3.3.3) m* K =pr{ K; +pr; K, .

On dispose d’un isomorphisme canonique
*0(1) = pr} O(1) @ pr}, O(1),
de sorte que (1.3.3.3) se réécrit
(P (L, K1+ ¢ ; kO(1) = p1p{L, K]+ pr} ¢ c xO(1) + prj @ ; xO(1)
= p12o{L 1 K1+ pip{ Lo, KT+ pri @ ¢, kO(1) + pr] @ ¢, kO(1).

On en déduit, par une double application de 1.2.2, un isomorphisme canonique
(1.3.3.4) (L1 ® Ly, K] =(L;, K]+ (£,,K]
et une identité

05,80,k =PsL K= PLyK
On voit donc que ¢ ; x ne dépend que de K, et on pose

(1.3.3.5) deg(K) = ¢ £ k-

On a donc

(1.3.3.6) K, ~ p*(£, K]+ deg(K)O(1).
(1.3.3.7) deg(K; + K,) = deg(K) + deg(K,).

Soit U un faisceau inversible localement facteur direct f, £, définissant une section
ude P((f,£)Y). Soit D, le diviseur relatif défini par les sections locales inversibles de /.

w*O(l) ~ Uy
et on déduit donc de (1.3.3.6) que
(1.3.3.8) WK =Trp 5(K) = (£, K] - deg(K)U™,

On laisse au lecteur le soin de vérifier la compatibilité :

71. N.D.E. : La notation Tr, ,5(K) est introduite plus bas en (1.3.5.0).
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PROPOSITION 1.3.4. Le diagramme suivant d’isomorphismes (1.3.3.1) et (1.3.3.4) est com-
mutatif

(L1 ® Ly, K| + K;] o (L1 ® L5, K 1+ (L; ® £, K]
U
2 (L1, K{]+(Ly, Ki1+ (L1, Ky1 + (L5, K> ]
¢

<£1,K1+K2]+<£2,K1+K2] >~ <£1,K1]+<£1,K2]+<£2,K1]+<£2,K2].

Les isomorphismes (1.3.3.1) et (1.3.3.4) sont de plus compatibles aux isomorphismes
d’associativité et de commutativité en un sens qu’on laisse au lecteur le soin d’expliciter.
La formule (1.3.3.4) permet alors de prolonger par «linéarité » la définition de (£, K]
lorsque £ ne vérifie plus nécessairement la condition (1.3.2.1).

1.3.5. Pour tout diviseur relatif effectif D sur X, on pose

Si O(D) vérifie (1.3.2.1), la section 1 de O(D) est une section de f,O(D), et engendre
en tant que telle un faisceau inversible localement facteur direct de f,O(D), dont elle
définit une trivialisation. L’isomorphisme (1.3.3.8) nous fournit donc un isomorphisme

(1.3.5.1) (O(D), K] = Trp,s(K).

On vérifie aussitot que les diagrammes
(O(D), K; + K;]

(1.3.5.2) 2
<(9(D), Kl] + <(9(D), Kz] ; TrDls(K]) + TrD/S(Kz)

TrDls(K] + Kz)

14

et

~

(O(Dy + Dy), K] Trp,+p,s(K)

i

(1.3.5.3) ! (XVII63.27.1)

(O(D,), K1+ (O(Dy), K1 —=Trp ;5(K) + Trp,;5(K)

sont commutatifs. Ceci permet, par linéarité, de définir 'isomorphisme (1.3.5.1) pour tout
diviseur relatif.

1.3.6. Soient D et E deux diviseurs de Cartier relatifs effectifs, et soit f une fonction
rationnelle telle que

div(f)=D - E,

i.e. un isomorphisme entre O(D) et O(E). L’isomorphisme f entre O(D) et O(E) définit,
par (1.3.5.1), un isomorphisme
(1.3.6.1) (f.K] : Trps(K) = Trgo(K).
On a, par (1.3.5.2) pour la seconde formule :

(fe, K]=(f,K](g. K]
(f, Ky + K] =(f,.K{]+(f., K]
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Si A est une section de O7%, alors, pour tout faisceau inversible £ sur X, la multipli-
cation par A est un automorphisme de £. Par transport de structure, cet automorphisme
induit sur les deux membres de (1.3.3.8) des automorphismes qui se déduisent I'un de
lautre via I'isomorphisme (1.3.3.8). On en déduit que

(4, K] = deg(K)(4) ;

si deg(K) # 0, 'isomorphisme ( f, K] entre Trp,g(K) et Trg,(K) dépend donc du choix
de f.

Soient A € I'(S,0%), g € I'(S, G), £ un faisceau inversible sur X et K un G-torseur
sur X. Si (4, g] est Pautomorphisme de (£, K] déduit par transport de structure des
automorphismes A de £ et g de K, alors, (4, g], identifié a une section de G, est donné par
(4, 8] = (A, K]+ (L, g]; puisque (U(D), g] = Trp,5(g), on tire de la formule précédente
que

(1.3.6.2) (4, g] = deg(K)(4) + deg(L).g.

1.3.7. Soit f : X — S une courbe projective et lisse sur .S et G un groupe sur S

vérifiant 1.3.1.1. Si X i T 5 S est la factorisation de Stein de f, alors z est un re-
vétement étale de S et le faisceau f,G,, est le tore HT /g Gm- Localement sur .S (pour
la topologie étale), X est somme d’une famille de courbes (X;);c; sur S a fibres géomé-
triques connexes non vides. Si K est un torseur sous G et £ un faisceau inversible sur
X, on pose alors

(£.K1= Y (LIX,. K|X]]

eton définitle degré de K : f,G,, = GI — G comme ayant les coordonnées deg(K | X;) :

G,, — G. Les constructions locales se globalisent et fournissent des foncteurs et mor-
phismes

(1.3.7.1) (£, Klx;s = Trps((L, Klxr)
(1.3.7.2) deg(K) : f.G,, = HGm — G : degX/S(K) = HdegX/T(K).
T/S T/S

Pour A un automorphisme de £, défini par un élément A, de I'(T',0}), on a

(1.3.7.3) (4, K] = deg(K)(A).

On définit le degré total de K comme le composé
deg(K)
degtot(XK) : G,, — f.G,, —— G.
Les résultats qui précedent fournissent :

ForMULAIRE 1.3.8. Pour toute courbe projective et lisse f : X — .S, on dispose d’'un
foncteur ( , ], de formation compatible a tout changement de base, qui a un faisceau
inversible £ sur X et a un torseur K sous f*G associe un torseur (£, K] sous G sur
S. Ce foncteur est muni des structures additionnelles suivantes et vérifie les conditions
suivantes :

. (£, K] est biadditif en £ et K; les isomorphismes de biadditivité sont compatibles
aux isomorphismes d’associativité et de commutativité, aux changements de base, véri-
fient la compatibilité (1.3.4) et sont compatibles aux isomorphismes (1.3.8.2) ci-dessous
(via XVII 6.3.25.3 et XVII 6.3.27.1).
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. On a, pour tout diviseur relatif effectif E sur X/, un isomorphisme canonique
(O(E), K] ~ Trg,5(K|E).
. Le degré (1.3.7.2) vérifie pour 4 € f,G,, automorphisme de £
(4, K] = deg(K)(A).
Pour 1 € G,,(.5), le degré total vérifie
(4, K] = deg tot(K)(4).

De méme, pour g € G(S) on a (£, g] = deg(L).g.
On en déduit un isomorphisme canonique :

(1.3.8.4) (f*£,K] =~ deg tot(K)(£).

Il résulte aussitot des définitions que pour tout homomorphisme ¢ : G - G’, on
dispose d’un isomorphisme canonique, compatible aux données qui précédent :

(1.3.8.5) (£, 9p(K)] ~ (£, K]).

.Soit u : X — Y un morphisme plat entre courbes projectives et lisses sur .S. On
dispose alors d’isomorphismes compatibles a la biadditivité et aux changements de base :

- Pour £ faisceau inversible sur X et K un Gy-torseur sur Y, on a
(L, u*K] = (N (L), K].

- Pour £ faisceau inversible sur X et K un G y-torseur sur X, on a
(L, K] = (£, Try,y K1.

De plus, ces isomorphismes vérifient une compatibilité évidente pour un composé uv
de morphismes de courbes; pour £ = O(E), ils s’identifient aux isomorphismes (XVII
6.3.27.2)

TrE/S(M*K) :) TI'”*E/S(K)
Tru*E/S(K) :) TrE/S Trx/YK.

Reste a prouver 1.3.8.6. On se ramene au cas X et Y a fibres géométriques connexes
non vides et on note que les formules explicites qui précedent fournissent, pour chaque
section s de £, qui ne s’annule pas en tant que section de I'image directe de .£, un iso-
morphisme ¥ du type voulu, homogene en s, et donc indépendant de s pour £ vérifiant
(1.3.2.1). Le cas général s’en déduit.

1.3.9. Sousles hypothéses 1.3.7, on a vu (1.3.8) que tout G-torseur K sur X définit un
foncteur (x, K], désigné ci-dessous par F (), muni des données additionnelles suivantes
et vérifiant les conditions suivantes :

(i) F est un morphisme de champ fppf sur S (XVII 0.10 et GIRAUD [1])
— de source le champ dont les T-objets, pour Tun S-schéma, sont les faisceaux
inversibles sur X,
— de but le champ des G-torseurs.
(i) Le foncteur F est muni d’isomorphismes d’additivité F(£; ® £,) — F(£) +
F(£,), fonctoriels, compatibles aux isomorphismes d’associativité et de com-
mutativité, et compatibles aux changements de base.
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THEOREME 1.3.10. Sous les hypothéses de 1.3.7, le foncteur @ : K +— (%, K] est
une équivalence entre la catégorie des G-torseurs sur X et la catégorie des morphismes
de champs considérés en (1.3.9).

On se ramene facilement au cas ou X est a fibres connexes non vides.

Soit F vérifiant 1.3.9 (i) et (ii). Pour tout S-schéma T et toute section t de X;/T, dé-
signons encore par ¢ le diviseur relatif #(T"). F(O(t)) est alors un Gy -torseur sur 7. On
désignera par ¥ (F) le torseur ainsi obtenu sur X, pour ¢ le « point universel » de X, a va-
leur dans X, défini par ’application identique de X dans X. Pour toute section  comme
plus haut, on a

(1.3.10.1) F(O®)) ~ 1"V (F).

L’isomorphisme 1.3.8.2 fournit un isomorphisme de foncteurs ¥ o @ ~ Id. Construi-
sons un isomorphisme @ o ¥ ~ Id.
Pour chaque section # de X sur 7T, I'isomorphisme (1.3.10.1) est un isomorphisme

FO@) — (0(). ¥ (F)].

Par addition, chaque famille 7, ...,7, de sections de X sur T définit un isomor-
phisme
FOQ, 1) = (O 1), P (F)l,
et d’apres 1.3.9 (ii), cet isomorphisme ne dépend pas de 'ordre des ¢;.
Prenons T = (X/S)" et pour ; ... t, le n"Pl¢ universel de sections. Si T’ = Sym'¢(X),

on dispose alors sur X, d’un diviseur Y ¢;, dont le diviseur ) 7, sur X soit image
réciproque. Sur 7, a est un isomorphisme symétrique

a: FOO 1)) = (0O 1), ¥ (F)]

entre torseurs image réciproque de torseurs sur T’. Par hypotheése (1.3.1.1) (ii), cet iso-
morphisme provient d’'un et d’un seul isomorphisme sur T’

a: FOOQ 1) SO ()P (surT").
D’apres XVII 6.3.9, on dispose ainsi pour tout diviseur relatif D sur X d’un isomor-
phisme
(1.3.10.2) ap : F(O(D)) = (O(D),¥(F)],
additif en D, et de formation compatible a tout changement de base.

Soit £ un faisceau inversible suffisamment ample sur X au sens 1.3.2.1. Chaque sec-
tion partout non nulle s de f, £ définit, avec les notations de 1.3.2, un isomorphisme

s OD,) = £,
d’ou, par (1.3.10.2), un isomorphisme
(1.3.10.3) a, 1 F(L) S (L, P(F)].

Prouvons que cet isomorphisme ne dépend pas de s. En effet :

(i) La formation de a, est compatible a tout changement de base
(ii) Il existe un homomorphisme ¢ : G,, = G tel que

a,, = @(A).a
(d’apres la fonctorialité des deux membres de (1.3.10.3)).
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On a nécessairement ¢ = 0, sans quoi le torseur sur P((f,<£)") image réciproque
de F(L) — (£,¥(F)] serait de degré # 0. Les a, définissent donc un morphisme de
P((f,£)Y) dans G, et ce dernier est constant par hypothése (1.3.1.1) (i). On peut donc
poser a ; = a,.

Les isomorphismes « , forment donc un isomorphisme de foncteurs entre les restric-
tions des foncteurs Fet (x, ¥ (F)] aux faisceaux suffisamment amples. Cet isomorphisme
est compatible aux isomorphismes d’additivité, ce qui permet de le prolonger par linéa-
rité a tous les faisceaux inversibles et achéve la construction de

oDV ~1d.

ExemMpPLE 1.3.11. G = G,,. Sous les hypothéses 1.3.7, et dans le cas particulier ou
G = G,,, on écrira (, ) plutot que (, ]; si £ et M sont deux faisceaux inversibles sur
X, alors (£, M) est un faisceau inversible sur S. On dispose de plus d’isomorphismes
(1.3.8.2)
(O(D), M) = N p;g(M).
Si D et E sont des diviseurs relatifs effectifs disjoints, alors O(E)|D est canonique-
ment isomorphe a ), d’oul un isomorphisme

(1.3.11.1) op.g : (O(D),0(E)) =~ Nps(O(E)) =~ Np;s(0) = 0.

PROPOSITION 1.3.12. Soient (D;);_;, et E des diviseurs relatifs effectifs, avec D; dis-
joint de E (i = 1,2). Soit f une fonction rationnelle vérifiant div (f) = D; — D,, i.e. un
isomorphisme f : O(D;) — O(D,). Les diagramme d’isomorphismes suivants sont com-
mutatifs

(O(D}), O(E)) ——L 0
(1.3.12.1) |<f,(9(E)> NEgis(f)
OD,y.E
(O(D,), O(E)) o
(O(E),0(Dy)) i —
(1.3.12.2) (O(E).f) Ngis(f)
OFE.D,

(O(E), O(Dy))

La formule (1.3.12.2) exprime simplement la commutativité du diagramme

~

Ngs(O(Dy)) 0
| NEgis(f) Ngis(f)
N s(O(D,)) = O.

Pour tout S-schéma T et tout faisceau inversible £ sur X, posons F(£) = N ET/T(ﬁ).
Les hypothéses de 1.3.10 sont vérifiées par ce foncteur, de sorte qu’il existe un unique
faisceau inversible M muni d’'un isomorphisme de foncteur compatible a la biadditivité :

N (L) = (£, M).
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De plus, sid : T — Xy est une section de X sur 7, on a canoniquement
d*M = Ng i (O(d)).
Prenant pour d la section universelle, de X, 4 : X — Xy, on trouve
M = Ng,x(OQ)).

Localement sur S, E est une somme de sections E = ) ; (XVII 6.3); pour un tel E,
ona

N x(O@) = ®0(4) = ), 0(t) = O(E),

et cet isomorphisme, étant indépendant de I'ordre des ¢;, définit un isomorphisme cano-
nique’?

(1.3.12.3) Ng,x(O(4)) ~ O(E),
de sorte que

(1.3.12.4) Ng (L) = (£, O(E)).

L’isomorphisme (1.3.12.3) est compatible a la biadditivité, aux changements de base
et est caractérisé par le fait que, de plus, pour toute section d de X sur T, I'isomorphisme

N g(O(d)) = (0(d), O(E)) — d*O(E)

est image réciproque de I'isomorphisme universel (1.3.12.3). En particulier, pour d dis-
joint de E, le diagramme

Ng(O0(d)) — (0(d), O(E)) —= d*O(E)

O O

est commutatif. Par addition’?, on en déduit que pour D disjoint de E, le diagramme

N g (O(D)) — (O(D), O(E)) — N p,{(O(E))
(1.3.12.5)

o0 o
est commutatif. La fleche o p est donc composée de I'inverse de 1.3.12.4 et d'une fleche
évidente

(O(D), O(E)) < Ng;5(O(D)) — O

et (1.3.12.1) en résulte aussitot, puisque 1.3.12.4 est fonctoriel.
On déduit de 1.3.12 (cf. SERRE [6, Ch. III, prop. 7, p. 46])

72. ND.E. : L’argument semble supposer que, localement, les #; sont bien définis a permutation
pres, ce qui n’est pas vrai comme on peut le constater dans le cas ou .S = Speck[e] est le spectre de
I’algébre des nombres duaux, X = P et E est le sous-schéma fermé de }, = Spec Og[T] C X défini par
I’équation (T — €)(T + €) = T?. 1l semble qu’il faille plutét appliquer la condition de « descente canulée »
1.3.1.1 (ii) pour obtenir le résultat dans la situation du diviseur universel sur X apres changement de base
par Sym'¢ X — S avant de la déduire pour le diviseur E.

73. N.D.E. : La méme objection soulevée plus haut vaut ici aussi. On peut raisonner de méme en
considérant « le diviseur universel disjoint de E » défini apres changement de base par Sym”S(X -E)-> S
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COROLLAIRE 1.3.13. Soient (D;);—; et (E;);— , des diviseurs relatifs effectifs, avec D;
disjoint de E;, f une fonction rationnelle vérifiant div (f) = D; — D, et g une fonction
rationnelle vérifiant div (g) = E; — E,. On a alors

N s(H)-Negys(H)™ = Nps(8)-Np,s(e)™!

soit brievement

(1.3.13.1) f(div (g)) = g(div (f)).

Cette formule, sous la forme
Nps(@NEg s(f) = Ng,s(f)Np,s(8)
exprime, via (1.3.12.1) et (1.3.12.2) la commutativité du diagramme

(@D, O(E)) — 2228 (9(D,), O(E,))

(f:O(Ey) (f.O(Ey)

(O(D,), O(E,)) (O(Dy).g)

(O(Dy), O(Ey)).

COROLLAIRE 1.3.14. Pour G = G,,, le degré (1.3.7) coincide avec le degré usuel des
faisceaux inversibles.

Il suffit de comparer les formules (1.3.7.3) et (1.3.12.1) pour f image réciproque de
fo € I'(S,0%).

1.3.15. Quels que soient £ et M, suffisamment amples, il existe localement sur .S
des diviseurs disjoints D et E et des isomorphismes

a: L —0WD) et f:M— O).

Désignons par 7 I'isomorphisme rendant commutatif le diagramme

£, 30y — oDy, 0By — 25 0
S| T
M, £y —L (k) 0(D)y —ZE2- 0.

Il résulte de 1.3.12 que cet isomorphisme ne dépend pas du choix particulier de D, E,
et f; il se globalise donc en un isomorphisme canonique

(1.3.15.1) T (L, M) S (M, L).

Cet isomorphisme vérifie 2 = 1 ; il est compatible 4 la biadditivité, puisque (1.3.11.1)
lest, et se prolonge par linéarité a des faisceaux inversibles quelconques.
Il résulte de (1.3.12.5) que le morphisme (1.3.12.4) s’identifie au composé

N,(£) < (O(E), £) = (£, 0(E))
(le vérifier pour £ = O(D) avec D disjoint de E).
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FORMULAIRE 1.3.16. Pour toute courbe projective et lisse f : X — S, on dispose d’un
foncteur ( , ), de formation compatible a tout changement de base, qui a deux faisceaux
inversibles £ et M sur X associe un faisceau inversible (£, M) sur.S. Ce foncteur est muni
des structures additionnelles suivantes et vérifie les conditions suivantes :

. Avec les notations de 1.3.8, pour G = G,,, on a
(L, M) =L, M],

en particulier, (£, M) est biadditif en £, M au sens précisé en 1.3.8.1 et cette biadditivité
est compatible a celle du second membre d’un isomorphisme canonique (fonctoriel en

M)
(O(E), MY = Npgg(M).

. On dispose d’un isomorphisme de symétrie
T (L, M) S (M, L),

fonctoriel en £ et M, compatible aux changements de base, aux isomorphismes de biad-
ditivité et vérifiant 7> = 1. Il rend commutatif le diagramme suivant, pour D et E divi-
seurs disjoints :
N pys(O(E)) =— (O(D), O(E)) —— (O(E), O(D)) — N ;5(0(D))
s s

o 0.

Ces formules impliquent les formules (1.3.12.1) (1.3.12.2) (1.3.13.1) et
.Pour a, b € I'(S,0%) on a, désignant par (a, b) 'automorphisme de (£, M), iden-
tifié a une section de G,,, déduit par fonctorialité des automorphismes a et b de £ et

M,
(a, b) = g8 pdeg(L)

.On a, si £ (resp. M) est un Module inversible sur .S, un isomorphisme canonique
(f* Lo M) = LB
(resp. (L, [*My) = M®degl©) ).

.Siu : X — Yest un morphisme fini et plat de courbes projectives et lisses sur .S,
alors, pour £ faisceau inversible sur X et M faisceau inversible sur Y, les isomorphismes
1.3.8.6

(L u* M) ~ (N x L, M)
(WM, L)y ~ (M, Ny <)

se déduisent 'un de 'autre par la symétrie (1.3.16.2) (le voir pour £ = O(E) et M = O(F)
avec E et F disjoints).
. Pour £ un faisceau inversible sur X, la fleche de symétrie

T (L, L) — (L, L)

est la multiplication par (—1)3¢8(%),
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1.3.17. 1l reste a prouver 1.3.16.6. On donnera deux démonstrations, la premiere
faisant usage de la théorie du déterminant (SGA 6 XI)"%,

Avant de procéder a chacune des démonstrations, on peut observer que si £; et
L, sont deux faisceaux inversibles sur X et £ = £; ® £,, alors 'automorphisme
7,1 (L, L) — (£, L) (identifié & une fonction inversible sur S) est le produit des
automorphismes 7, et 7 . Dans la situation ou .S est le spectre d’un corps (et X géo-
métriquement connexe), on peut donc supposer que £ = O(D) avec D un diviseur ef-
fectif (non nul). Comme 72 = Id, quitte a élever £ a une puissance impaire suffisante (ou
a I’écrire comme rapport entre deux fibrés amples), on peut également rendre £ aussi
ample qu’on le souhaite, si besoin est.

Les arguments ci-dessous nécessiteront également de se ramener au cas ou S est le
spectre d’un corps. Pour ce faire, il suffit de se ramener au cas ou .S est réduit, et ceci
peut se faire en montrant que localement fppf sur .S, la donnée (X, £) provient d’une
donnée similaire au-dessus d’une base réduite. Avant de faire cette réduction, on peut
se réduire a traiter le cas ou X — .S est muni d’une section s: .S — X et ou les fibres
géométriques de X — S sont connexes et d'un certain genre g. En utilisant [4, §5.2], on
peut obtenir une courbe projective lisse X, — .S de genre g, avec .S lisse de type fini
sur Spec(Z), telle que localement, toute courbe relative comme ci-dessus s’en déduise par
changement de base. En utilisant la section s : Sy — X, on peut rigidifier le schéma
de Picard S| = Picy 5, — S et ainsi obtenir un fibré en droites « universel » £ sur
X; = Xy Xg, S}. Localement, toute courbe relative comme ci-dessus munie d’un fibré
en droites provient de (X, £;) sur S, qui est bien réduit””.

1" démonstration : Soit u : T — .S un morphisme fini localement libre. Si £ est un
faisceau inversible sur 7, on dispose d’un isomorphisme

(1.3.17.1) Ny5(£) ~ det(u, £) det(u,O7) !

uniquement déterminé par les trois conditions suivantes :

a) sa formation est compatible aux changements de base ;
b) pour £ = O, c’est le morphisme identique de Oy ;
c) il est fonctoriel en £.

Soient D et E deux diviseurs relatifs effectifs sur X, i 'inclusion de D dans X etu la
projection de D sur .S. La suite exacte courte

00— OE)— 00— 0g—0
permet d’interpréter I'isomorphisme
(O(D), O(=E)) ~ Np,;s(O(—E)) ~ det(u,i* O(— E)) det(u,i* )

comme un isomorphisme

(O(D), O(=E)) = det Ru, (Li*Of)~! ~ det Rf,(Op é Op) L.

ou

(1.3.17.2) (O(D), O(E)) ~ det Rf,(Op é(aE).

74. N.D.E. : Cet exposé n’a pas été rédigé, comme il est expliqué dans [3] qui contient aussi une
mise en garde relative a la propriété de multiplicativité du déterminant dans les triangles distingués : elle
exige des précautions, sans quoi elle admet des contre-exemples. Une référence sur ce sujet est [8].

75. N.D.E. : Les deux paragraphes précédents ont été ajoutés dans cette édition.
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L
Pour D et E disjoints, on a 0 p®0 = 0, et I'isomorphisme de (O(D), O(E)) avec
Og qui s’en déduit est celui déja considéré. On en déduit que, pour D et E disjoints, la
L ~ L
symétrie 7 et 'isomorphisme de symétrie Op,®0r — OpQ®0 sont compatibles via
(1.3.17.2). Par spécialisation’®, ceci reste vrai quels que soient D et E.
Lorsque D = E est défini par un idéal I, on a

L
x°OpR0p) =0p symétrie = +1d
L
XN Op®Op) =1/1*>  symétrie = —1d
. L
Z'Op®0p) =0 pouri # 0, —1.

Dés lors, la fleche

 : (O(D), 0(D)) = (O(D), O(D))

est (—l)rkI/I2 = (=1)4e8OD) et 1.3.16.6 en résulte.

2¢ démonstration : Par réduction a un cas « universel », on peut supposer que .S est réduit.
Ce cas se ramene a celui ou S est spectre d’un corps algébriquement clos k. Soient dans
ce cas X, X,, Y] et Y, quatre diviseurs sur X, f et g deux fonctions rationnelles, et
supposons que

div(f) = X, - X,
div(g) =Y, - Y
(Xl UYZ)O(XZ UYl) == @

Les applications f et g définissent alors’’

(f.8) + (0(X2), 0(Y,)) — (O(X1), O(Y))).

Les deux membres sont canoniquement isomorphes a k (1.3.11.1), de sorte que (f, g)
s’identifie a un élément de k*.

LEMME 1.3.18. On a

(f.g) = H (= 1)PNx@ (08 g0x(D ().

XEXI UY2

Montrons que (1.3.18) entraine (1.3.16.6). On peut supposer que £ ~ O(X) ~ O(Y)
avec X et Y effectifs, et que X N Y = @’% Soit f une fonction rationnelle telle que

76. N.D.E. : Il semble qu’il faille ici commencer par se ramener au cas ou .S est le spectre d’un corps
comme expliqué plus haut. Il est alors possible de faire apparaitre D et E comme appartenant a deux
familles de diviseurs paramétrées par un schéma intégre de facon a ce que les diviseurs des deux familles
soient disjoints au-dessus du point générique. Ceci peut s’obtenir par exemple en considérant la situation
universelle au-dessus de laquelle le fait pour D et E d’étre disjoints est une condition satisfaite sur un
ouvert dense de Sym'¢c X X Sym'¢c X qui est integre.

77. N.D.E. : Par rappport a I’édition originale, de nombreux « signes» ont été modifiés ca et 1a
jusqu’a la fin de ce paragraphe.

78. N.D.E. : On a vu plus haut que 'on pouvait supposer que £ était trés ample.

518
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div(f) =Y — X”°. Le diagramme commutatif

(£. L) : (£. L)

©X),00) —LL (o), 00X))

montre que

r=(f"Lf)= H(_l)—ux(f)z = (=1)deg(£),

xeY
Prouvons 1.3.18. On se ramene a supposer X; et Y; trés amples. Il existe alors des facto-
risations f = f,f,; g = g,8, avec

diV(f2)=X2—X’ diV(g2)=Y2—Y,,

les diviseurs X', Y’ et X; U X, U Y] UY, étant disjoints.
Désignons par (, )* le second membre de (1.3.18) et prouvons que

(f.8) ={f1.8)" - (f2. 82)"
D’apres SERRE [6, Ch. I, prop. 6, p. 44], on a

(1.3.18.1) [ [ nyotresten(pi82glxU0y ) = 1.
X

On en tire que

(fl’g1>* : (fz’g2>* = 81(X1)f1(Y,)82(X/)f2(Y2) :
H (_l)ux(fl)ux(gz)(flvx(gz) ) gz—vx(fl))(x)

X uXx'uY'uy,
= ] &0 g0 T fr00%E0 - fGoyee2),
xeX'’ xeY’
H (_1)Ux(f)vx(g)((flfz)Ux(gZ) . (glgz)_u"(fl) = (f1 /s 8182)".
X|UY,

On a par fonctorialité de (, ) que (f,g) = (/f1.81){/2, &). et on vérifie facilement que
(fir&) = (f:»g;)**. Le lemme en résulte.

1.4. Champs de Picard strictement commutatifs. Quelques résultats de « topo-
logie générale » vont étre nécessaire pour exprimer les résultats de 1.3 par une « formule
des coefficients universels ».

Les résultats de ce n° sont suggérés dans une lettre de A. GROTHENDIECK adressée a
J.L. VERDIER (1966).

Les notions d’associativité et de commutativité pour des bifoncteurs (voir ci-dessous)
ont été introduites par MAac LANE.

79. N.D.E. : On prendra garde a ne pas confondre X et la courbe ambiante qui est aussi notée X.
80. N.D.E. : C’est le cas particulier oi on suppose de plus que X; NY, = @; il résulte de 1.3.12.1 et
1.3.12.2.



1. COHOMOLOGIE DES COURBES 287

1.4.1. Soient C une catégorie, F : C X C — C un foncteur et
6 : F(F(X,Y),Z) = F(X,F(Y,Z))
un isomorphisme de trifoncteurs. On dit que le couple (F, o) est un foncteur associatif,

ou que o est une donnée d’associativité sur F sila condition suivante est vérifiée

(Ass) Quelle que soit la famille (X;);c; d’objets de C, et désignant pare : I — M(I)
I’application canonique de I dans le monoide libre (sans unité) engendré par 1, il
existe une application  : M(I) — Ob C, desisomorphismes a; : F(e;) — X;
et des isomorphismes a, , : F(gh) — F(F(g), # (h)) tels que les diagrammes

~ ~

F(f(gh) — — F(F(f), F(gh) " F(F(f), F(#F(8), 7 (h)))
(1.4.1.1) H 5‘6
F((fgh) —; f;,h F(F(fg),Fh) a;g F(F(F(f), #(8), F(h))

soient commutatifs.
Nous n’aurons pas a faire usage de ce que ’axiome (Ass) équivaut a « ’axiome
du pentagone », comme quoi le diagramme suivant est commutatif

F(F(X,Y), F(Z,T))

T

F(X,F(Y,F(Z,T))) F(F(F(X,Y),Z),T)
F(X,F(F(Y,Z),T)) F(F(X,F(Y,Z)),T).
Soient donnés maintenant des isomorphismes fonctoriels 520

oxyz: F(F(X,Y),Z) = F(X,F(Y,Z))
txy: F(X,Y) = F(Y,X).

On dira que o et 7 font de F un foncteur associatif et strictement commutatif si
la condition suivante est vérifiée.

(Ass.s.Com) Quelle que soit la famille (X;);c; d’objets de C, et désignant pare : I — N(I)
I’application canonique de I dans le monoide abélien libre (sans unité) engendré
par I, il existe une application & : N(I) — ObC, des isomorphismes a; :
F(e;) AN X; et des isomorphismes a,p * F(gh) = F(F(g), #(h)) tels que le
diagramme (1.4.1.1) soit commutatif, ainsi que le diagramme

F(gh) —"—~ F(F(g), F(h))
(1.4.1.2) H L,
F (hg) ——*—~ F(F(h), F(2)).

Nous n’aurons pas a faire usage de ce que cet axiome équivaut a la conjonction de

1) 'axiome du pentagone
2) tx x - X + X — X + X est I'identité
3) TY,X ° TX,Y X+Y >Y+ X > X+ Yest l,ldentlté



288 XVIIIL. LA FORMULE DE DUALITE GLOBALE
4) I'axiome de ’hexagone : le diagramme

X+XY+2)

T

X+Y)+Z X+(Z+Y)

T o

Z+(X+Y) (X+2)+Y

T~

(Z+X)+Y

521 est commutatif.

On prendra garde que la condition 2) n’est pas trés souvent vérifiée en pratique (d’ou
la terminologie strictement commutative).

DEFINITION 1.4.2. Une catégorie de Picard strictement commutative P est une ca-
tégorie non vide dont tous les morphismes sont des isomorphismes, munie d’un foncteur
+  PXP—>P:(X,Y) X +Y et disomorphismes fonctoriels

c:(X+Y)+ZS5S X+ (Y +2)
7T:X4+Y —>Y+X

faisant de + un foncteur associatif et strictement commutatif, et telle en outre que pour tout
X € Ob P, le foncteur Y — X + Y soit une équivalence de catégorie.

Le lecteur vérifiera que

LEMME 1.4.3. Si (X;);cs est une famille d’objets d’une catégorie de Picard strictement
commutative P, il existe une application X : ZU) — Ob P, des isomorphismes a;
2(e;) 5 X;eta,,, : X(n+m) = X (n)+ X(m) tels que les diagrammes du type (1.4.1.1) et
(1.4.1.2) soient commutatifs. Le systéme (X, (a;), (a, ) est unique a isomorphisme unique
pres, et est fonctoriel en (X;);cy- a

1.4.4. Une catégorie de Picard strictement commutative admet a isomorphisme unique
pres un et un seul objet neutre, qu’on peut ici définir comme un couple (e, @) formé d’un
objet e et d'un isomorphisme ¢ : e + e — e. Si (e, @) est un objet neutre, il existe un et
un seul isomorphisme de foncteurs
a, e+ XS X

S

rendant commutatif le diagramme

e+(e+X) (e+e)+ X
eta ®
e+ X e+ X.
522 On définit de méme a; : X + e — X, et ¢ est cas particulier tant de a, que de ay;

7 échange a, et a,;. Le groupe Aut(e) est abélien, et pour tout X € Ob P, les foncteurs
X+ et +X établissent le méme isomorphisme entre Aut(e) et Aut(X).
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DEFINITION 1.4.5. Un champ de Picard strictement commutatif P sur un site § est
un champ en groupoides P sur § (GIRAUD [1]), muni d’un foncteur+ : P Xg P — P et
d’isomorphismes de foncteurs

Txy - X+ty—y+x
Ox,y,z x+y+z—x+(y+2)
qui, pour tout U € Ob &, font de P(U) une catégorie de Picard strictement commutative.
Dans ce qui suit, on parlera simplement de champ de Picard, sans spécifier « stric-
tement commutatif ». D’aprés 1.4.4, tout champ de Picard P admet un « objet neutre »
global e, et Aut(e) est un faisceau abélien.

1.4.6. Un foncteur additif F : P, — P, entre champs de Picard sur § est un
S-foncteur (nécessairement cartésien) muni d’un isomorphisme de foncteurs

F(x+7y) = F(x)+ F(y)

rendant commutatif les diagrammes

F(x+y) F(x)+ F(y)
F(7) T
F(y+x) F(y) + F(x)

et

F(x+y)+z)—=F(x+y)+ F(z) —= (F(x) + F(y)) + F(z)
F(o) -
Fx+(W+2z2)—FXx)+ F(y+2)— F(x)+ (F(y) + F(2)).

Un morphisme de foncteurs additifs u : F — G est un morphisme de §-foncteurs
(automatiquement un isomorphisme) rendant commutatif le diagramme

ux+y

F(x+y) G(x+y)
|
F(x)+ F(y) G(x) + G(y).

1.4.7. SiP; et P, sontdeux champs de Picard sur &, le champ de Picard HOM(P, ,)

est le champ de Picard suivant :

a) siU € Ob &, ses objets sur U sont les foncteurs additifs de P |U dans P, |U; les
morphismes sont les morphismes de foncteurs additifs ;

b) on définit la somme de deux foncteurs additifs F; et F, par la formule (F} +
F,)(x) = F|(x)+ F,(x) ; I'isomorphisme structural est celui qui rend commutatif

523
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le diagramme

structural
(F1+F)(x+y) ——— (F1+F)(x)+(F1+F)()

\

Fi()+Fy(0)+F (0)+F(p)

Fi(x+y)+Fy(x+y)

\

Fi()+F(0)+F(0)+F()
c) les isomorphismes d’associativité et de commutativité sont définis via les iso-
morphismes analogues dans 7,.
1.48. SiP;, P, et P sont trois champs de Picard, un foncteur biadditif de 7| X P,
dans P est un S-foncteur Fde P; Xg P, dans 7, muni d’isomorphismes de foncteurs
F(xy + y1.xp) = F(xy,x2) + F(yy, x,)
F(x1,x5 +yp) = F(xy,x3) + F(xq, y7),

tels que
a) Pour x, (resp. x,) fixe, F(x, *) (resp. F(x, x,)) vérifie les compatibilités de 1.4.6.
524 b) Pour U € Ob S, x1, y; € ObP{(U) et x,, y, € Ob P,(U), le diagramme

F(xq+y1.x9+yp) = F(x1+y.x0)+F(x1+y1.02)

\

F(x1,x0)+F(y1,.x0)+F(x1,50)+F(y1.57)

F(x1,x9+y)+F(y1,x0+y7)

\

Fx1.x0)+Fx1.y)+f 1-x)+f (1v2)

est commutatif.

Par exemple, le foncteur canonique
HOM(‘?I’?Z)X?I —> .7)2 . (F,X) —> F(X)

est biadditif.

On montre comme en 1.4.7 que les foncteurs biadditifs de 7| X P, dans P forment
un champ de Picard HOM(P,, P, ; P).

On verra en (1.4.20) qu’il existe un foncteur biadditif « 2-universel » : P; X P, —
P, ®P, ; plus précisément, il existe un champ de Picard 7; ® P, et un foncteur biadditif
Q@ : Py xXPy = P ® P, tel que pour tout champ de Picard P, le foncteur défini par
X :

(1.4.8.1) HOM(P?, ® P,, P) —> HOM(P,, P,; P)

soit une équivalence. Ce champ est unique a équivalence unique (a isomorphisme unique
pres) pres.
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1.49. Soitu : &; — &, un morphisme de sites. L’image directe u, d’un champ
de Picard  sur &, est le champ de Picard sur &, défini par

u,PWV)=Pwv).

Ses objets sur V' € Ob S, sont les objets de P sur u*V; ses morphismes, sa loi d’addi-
tion et ses isomorphismes de compatibilité sont ceux de /. L'image directe u, est un
2-foncteur.

1.4.10. Un préchamp de Picard P sur un site § est un préchamp 2 sur & (GIRAUD 525
[1]), muni d’un foncteur + : P Xg P — P et d’isomorphismes d’associativité et de
commutativité o et 7, tels que pour chaque U € Ob &, P(U) soit une catégorie de Picard
(strictement commutative). Si P et P, sont deux préchamps de Picard, on définit de fa-
con évidente (cf. 1.4.6, 1.4.7) les foncteurs additifs de P| dans /P, et le préchamp de Picard
HOM(P,, P,) qu’ils forment. Si P est un préchamp de Picard, et j : P — aP le champ
qu’il engendre, il existe a équivalence essentiellement unique prés un et un seul couple
formé d’une structure de champ de Picard sur a/P et d’une structure de foncteur additif
sur j; munis de ces données, le couple (j, alP) s’appelle le champ de Picard engendré par
P.Pour tout champ de Picard /P, on a une équivalence

(1.4.10.1) HOM(a?, P;) — HOM(P, P)).

1.4.11. On désignera par C!=1'01(8) la catégorie des complexes de faisceaux abéliens
K sur 8 tels que K’ = 0 pour i & [—1,0]. A tout complexe K € Ob Cl-101(s8)
K:d:K'!—K°
est associé le préchamp de Picard pch(K) suivant :
(I) Pour U € Ob 8, on a Ob pch(K)(U) = KO(U).
(I) Si x, y € K°(U), une fleche de x dans y est un élément f de K~'(U) tel que
df =y—x.
(II) La loi de composition des fleches est la loi d’addition dans K~1(U).
(IV) Le foncteur + est donné par la loi d’addition dans K ‘(u) et K1(U).

(V) Les isomorphismes d’associativité et de commutativité sont fournis par 1'élé-
ment nul de K~1(U).

On désignera par ch(K) le champ de Picard engendré (1.4.10) par le préchamp de
Picard pch(K). Le faisceau #°(K) s’interpréte comme le faisceau associé suivant

(1.4.11.1) #°(K) ~ a (U —> groupe des classes d’isomorphisme
d’objets de ch(K)(U)).
D’autre part, 526
(1.4.11.2) 1K) ~ Aut(e)

1.4.12. Tout morphisme de complexe f : K — L induitun foncteur additif pch(f) :
pch(K) — pch(L), d’ot un foncteur additif

ch(f) : ch(K) — ch(L).
Il résulte de (1.4.11.1) et (1.4.11.2) que ch(f) est une équivalence si et seulement si

f est un quasi-isomorphisme. On déduit de (1.4.10.1) que pour deux morphismes f, g :
K — L,ona

Hom(ch(f), ch(g)) — Hom(pch(f), pch(g)).
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Un morphisme de foncteur h : pch(f) — pch(g) est un morphisme de faisceaux
h: K°— L7!tel que

(1.4.12.1) g(x)— f(x) =dh(x)
et tel que pour tout triple (x, y, u) avec y — x = du, on ait
(1.4.12.2) h(y)+ f(u) = glu) + h(x)

Que A soit un morphisme de foncteurs additifs signifie que

(1.4.12.3) h(x +y) = h(x) + h(y).
La condition (1.4.12.3) permet de réécrire (1.4.12.2) comme
(1.4.12.2") gw) — f(u) = h(du);

les conditions (1.4.12.1) a (1.4.12.3) signifient donc que A est une homotopie de fa g, et
(1.4.124)  Hom(ch(f),ch(g)) ~ { H : homotopie K — L|g— f=dH + Hd}

LEMME 1.4.13. (I) Pour tout champ de Picard P, il existe un complexe K tel que
P = ch(K).

(I) Pour tout foncteur additif F : ch(K) — ch(L), il existe un quasi-isomorphisme
k : K' — K et un morphisme { : K' — L tel que F ~ ch(¢) ch(k)™!

527 Prouvons (). Soit (k;, U;);cy une famille telle que
(b) tout objet de P est localement isomorphe a une image inverse de I'un des k;.
Posons K = @Z,;; . On déduit de 1.4.3 qu’il existe un foncteur additif F de
iel !

ch(0 — K°) dans P envoyant la base e; de Zy, sur k;. Soit K ~! le faisceau des

couples formés d’une section locale x de K° et d’un isomorphisme ¢ : F(0) 5

F(x). On définit 'addition sur K~! par (x1,21) + (x9,15) = (x; + x5,1) ou f rend

commutatif le diagramme

1+,
F(0) + F(0) F(x;)+ F(xy)
F(0+0) L F(x; + xy).

On définitd : K~!' - K° par d(x,t) = x; d est additif.
Siy — x = dt, il existe un et un seul morphisme F(f) rendant commutatif le
diagramme

F(x) o F(y)

] t+F(x) I

FO)+ F(x) F(y—x)+ F(x)

et on vérifie que cette construction définit une équivalence
F : ch(K) — 2.

Prouvons (Il). Soit donc F : ch(K) — ch(L) un foncteur additif. Il existe
alors une famille (k;, ¢;, a;, U;);c telle que
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(c) k; € K°(U,), ¢; € L°(U,) et @; est un morphisme entre F(k;) et /;
(d) P’homomorphisme k° : @Z; — K° de coordonnées K; est un épimorphisme.
iel !
Posons K'? = ®Zy etsoit (¥ : K’ 010 I’'homomorphisme de coordon-
iel !
nées /;. Le foncteur F étant additif, il existe une et une seule famille d’isomor-
phismes a, : F k9 (x) = O (x) (x section locale de K’ 0) telle que
(e) pour e; section 1de Zy ,onaa, = g
(f) Les diagrammes

ax+y

FIO(x + y) Ox +y)

o |

FIO() + FKO) —= 2 00y + £0(y)

sont commutatifs.
Soit K'™' = K1 x xo K’ 0; d’apres (d), la fleche évidente est un quasi-

isomorphisme de complexes k : K’ — K. Six, y € K’O(U), etsite K'™! U)

vérifie y — x = dt, alors il existe une et une seule section ¢~1(7; x, y) de L~ (U)

qui définisse le morphisme rendant commutatif le diagramme

F(k™ (1)

® F(K(x)) F(K(»)
) — 2D gy,

Que F soit un foncteur fournit
(h) L x, )+ 07N sy, 2) =0+t x, 2).
Que l'isomorphisme d’additivité de F soit fonctoriel fournit
(l) f_l(tl + 12 3 X1 + X2, V1 + y2) = g_l(tl 5 X1 yl) + 5_1(12 5 X9, yz)
De (h), on tire que
710; x, x) + ¢71(0; x, x) = £71(0, x, x) ie.

710; x,x) = 0.
On déduit alors de (i) que £~'(¢; x, y) ne dépend que de ¢ :
lx, ) =00

et que ¢~1(t) est additif en 7. On en conclut que ¢ = (71,9 est un morphisme
de complexes, et, d’apres (f) et (g), les fleches a forment un isomorphisme de
foncteurs additifs F o ch(k) = ch(¥).

1.4.14. Soit Ch’ (8) la catégorie dont les objets sont les petits champs de Picard sur

S, et dont les fleches sont les classes d’isomorphie de foncteurs additifs. La construction
ch définit un foncteur de CI=1-01($) (1.4.11) dans Chb(é’). Soit DI=1-01(8) 1a sous-catégorie
de la catégorie dérivée de S formée des complexes K tels que H'(K) = 0 pour i # 0 ou
—1. Il résulte de 1.4.12 et 1.4.13 que

PrROPOSITION 1.4.15. Le foncteur ch induit une équivalence de catégories

ch : DI-LOI(8) 55 Ch’(8).

528

529
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On désignera par b I’équivalence inverse de ch. Pour tout champ de Picard 2 sur S,
P’ € Ob DI=1-0)(8) détermine 2 a classe d’isomorphie d’équivalence prés.

LEMME 1.4.16. Soit L € Ob C'=1-01(8) tel que L~! soit injectif.
(I) pch(L) est déja un champ.
(I) Pour K € Ob CI=101(8), tout foncteur additif F : ch(K) — ch(L) est isomorphe
a un foncteur ch(f) pour f morphisme de K dans L.

(I) Quels que soient U € Ob S et x € Obch(L)(U), le faisceau des couples formés
d’une section locale ¢ de L°|U et d’un isomorphisme entre x et £ est un espace
principal homogeéne sous L™! ; il admet donc une section et j : pch(L) — ch(L)
est surjectif sur les classes d’isomorphies d’objets, donc une équivalence.

(I) Soit L un complexe d’injectifs, muni d’un quasi-isomorphisme ¢ : L—L’, tel
que ¢’ soit un isomorphisme pour i < —1. D’apres 1.4.13, et [17], il existe un
diagramme commutatif a homotopie pres

@

L—2 -1
fOT Tfl
K —Y _k

~
~

tel que F ~ ch(f,) ch(?)~!. De plus, K = 1 oKet L =7,yL’, de sorte que f,
se factorise par f : K — L, et F ~ ch(f).

Le lemme permet de préciser 1.4.15 par la conséquence suivante de 1.4.12.

530 COROLLAIRE 1.4.17. La construction ch définit une équivalence de 2-catégories entre

a) la2-catégorie des champs de Picard sur S.

b) la 2-catégorie ayant pour objets et pour 1-fleches les objets et fléches de la sous-
catégorie pleine de C1=1.91(8) formée des complexes L avec L™ injectif, et ayant
pour 2-fléches les homotopies entre fleches : Hom(f,g) = {H|g— f = dH+Hd}.

CONSTRUCTION 1.4.18. On a
HOM(P,, P,)" ~ 7.oR Hom(P", P5).

Soient K, L € Ob Cl=1:01(5), avec L~! injectif. D’aprés 1.4.16 (II) et 1.4.12, on a
(1.4.18.1) ch(ro Hom(K, L)) — HOM(ch(K), ch(L))
et on en déduit une construction fonctorielle 1.4.18.

CoNSTRUCTION 1.4.19. Pour f : §; = &, un morphisme de sites, on a

(fuP) = 75 RE(P).

Soit L € Ob Cl=1:01 avec L~! injectif. D’apres 1.4.16 (I), on a

(1.4.19.1) ch(f,L) > f,ch(L)

et on en déduit une construction fonctorielle 1.4.19.
Nous n’aurons pas a faire usage de la

CONSTRUCTION 1.4.20. Le produit tensoriel promis en 1.4.8 existe, et

L
(PP, ~1u_ | PP,
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On vérifie comme en 1.4.12 et 1.4.13 (II) que, quels que soient K, K, et L dans
Cl=1.01(8), on a
(a) Tout morphisme f € Hom(K; ® K,, L) ~ Hom(zs_;(K; ® K;), L) définit
un foncteur biadditif ch(f) € Hom(ch(K,), ch(K,); ch(L)); de plus les mor-
phismes de foncteurs s’identifient aux homotopies;
(b) Pour tout foncteur biadditif F : ch(K;), ch(K,) — ch(L), il existe des quasi-
isomorphismes k; : ch(K/) — ch(K;) et f : K| ® K5 — L tels que F ~
ch(f) » (ch(k;)™!, ch(ky)™).

Si maintenant K ou K9 plat, ainsi que K’(l) ou K’g, alors k| ®k, : 7> K' | ®K', —
7-»_1 K| ® K, est un quasi-isomorphisme, et on en déduit que ch(z,_(K; ® K,)) vérifie
la propriété universelle (1.4.8.1), d’ou I'existence de @ et d’'une construction fonctorielle
1.4.20.

1.4.21. Soient G un faisceau abélien, et G[1] le complexe réduit a G placé en de-
gré —1. Le préchamp pch(G[1]) s’identifie au préchamp des torseurs triviaux sous G, et
donc ch(G[1]) «n’est autre » que le champ des torseurs sous G, avec sa loi d’addition

habituelle.
1.4.22. Soit K € CI=10I(8) et G un faisceau abélien. Les extensions E de K par G
forment un champ de Picard, EXT(K, G), pour ’addition de Brauer.

E:OeG[O]iEiK—)O.

A chaque extension E on associe un foncteur additif de ch(K) dans ch(G[1]), qui,
appliqué a une section locale x de K° fournit le torseur f~!(x). Le lecteur vérifiera que

PROPOSITION 1.4.23. La construction esquissée plus haut est une équivalence de champs
de Picard

EXT(K,G) — HOM(ch(K), ch(G[1])).

1.4.24. Soit Fun objet du site §. On désignera encore par Fle faisceau défini par F,
et on désignera par ZF) le faisceau abélien engendré. Soit C un champ de Picard sur S.
On vérifie facilement (cf. 1.4.3) qu’il « revient au méme » de se donner soit

a) un foncteur additif H : ch(ZF)) - C
b) un morphisme de champs :
(champ des sections locales de F, morphismes = identités) = C
c) un objet de C(F).
Supposons (pour pouvoir appliquer la définition 1.4.9) que les produits fibrés existent
dans &, et soit f le morphisme de sites canonique f : §/F — §. La construction précé-
dente fournit une équivalence

(1.4.24.1) HOM(ch(zM),C) S f,f*C.

L’isomorphisme qui se déduit de (1.4.24.1) par la construction
tooRHom(Z"), C") = v Rf, f*C°,
peut aussi se déduire de 'isomorphisme plus général

(1.4.24.2) RHom(Z),K) 5 Rf, f*K (K € Ob D*(8)).

1.5. La formule des coefficients universels.
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1.5.1. Soit f : X — .S une courbe projective et lisse sur .S. On désignera par
PIC(X/S) le champ de Picard sur le grand site fppf de .S (XVII 0.10) image directe (1.4.9)
du champ des faisceaux inversibles sur X. On a

(1.5.1.1) PIC(X/S) = f, chG,,[1]
(1.5.1.2) PIC(X/SY = 74oRf,(G,,[1]).

Chaque section t de X définit un faisceau inversible O() sur X. Avec les notations
de 1.4.24 (cf. 1.4.24 a < b), cette construction, étant compatible a tout changement de
base, définit un morphisme de champs de Picard sur .S

(1.5.1.3) chZ®) — PIC(X/S).

Si C est un quelconque champ de Picard sur .S, les morphismes (1.5.1.3) et (1.4.24.1)
définissent un foncteur additif

(1.5.1.4) HOM(PIC(X/S), C) — HOM(ch(ZX)),C) = f,f*C.

Par application de la construction b, le foncteur (1.5.1.3) définit un morphisme®!
(1.5.1.5) 2% — 7 Rf,G,[1] — Rf,G,[1],
et le foncteur (1.5.1.4) a pour analogue, par (1.4.24.2), un morphisme

(1.5.1.6) RHom(zyRf,(G,,[1]), K) — Rf,f*K.

Si C est le champ ch(G[1]) des torseurs sous un groupe G vérifiant (1.3.1.1), le théo-
réme 1.3.10 affirme que le foncteur (1.5.1.4) est une équivalence, I’équivalence inverse
étant celle qui a un torseur K sous Gy associe le foncteur additif (, K]. Que (1.5.1.4)
soit une équivalence revient a dire que le morphisme déduit de (1.5.1.4) ou (1.5.1.6)

(1.5.1.7) 7. RHom(7oRf,(G,[1]),G) — 17 Rf,. f*G
est un isomorphisme.

THEOREME 1.5.2. (formule des coefficients universels).
Soient f : X — S une courbe projective et lisse sur .S, C un champ de Picard sur Sg, ¢

et K = C” (1.4.15). On suppose que K est localement isomorphe (dans D+(Sfppf)) a des
complexes de la forme G_; = G, ou les faisceaux G; vérifient (1.3.1.1). Alors

(I) Le foncteur (1.5.1.4)
(1.5.2.1) HOM(PIC(X/S),C) —> f,f*C

est une équivalence de champs de Picard.
(I) Le morphisme déduit de (1.5.1.6) ou (1.5.1.4)

(1.5.2.2) toRHom(7_Rf,(G,[1]), K) — 7 Rf,[*K
est un isomorphisme.

81. N.D.E. : On considérera ici que le foncteur de décalage [1] a une plus haute priorité que la
troncature 7.
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Ce théoreme fait jouer a 7o R f,.(G,,[1]) le r6le que joue ’homologie dans la classique
formule des coefficients universels.

Il est clair que, pour chaque champ C, on a (I) < (I1), et tant (I) que (I 1) sont de
nature locale sur S. Si C est de la forme ch(G[1]), alors le théoréme résulte de 1.3.10,
comme noté plus haut. Il reste a montrer que si K est de la forme

K:d:G_1—>G0,

et si (1.5.2.2) est un isomorphisme pour G_;[1] et Gy[1], alors (1.5.2.2) est un isomor-
phisme pour K. Pour le vérifier, il suffit de comparer la suite exacte longue de cohomo-
logie

0 — R f,K — f,.G_y — [.Gy— R'f,K — R'[,.G_; — R'[.Gy

a la suite exacte longue analogue pour le premier membre de (1.5.2.2), et d’appliquer le
lemme des cing.
1.5.3.  Soit # un morphisme plat de courbes projectives et lisses sur .S

X - Y
S .

Le diagramme de foncteurs additifs

ZX) — PIC(X/S)
(1.5.3.1) lu LNX/Y
ZY) —~ PIC(Y/S)

est alors essentiellement commutatif.
Pour tout champ de Picard C sur S, le diagramme

HOM(PIC(Y/S), C) fonfiC
(1.5.3.2) HOM(N x/y.C) u*
HOM(PIC(X/S), C) fifiC
est donc essentiellement commutatif, et pour K € Ob D*(SS), le diagramme
RHom(zyRf>.G,[1], K) Rfr. f3 K
(1.5.3.3) RHom(N xy,K) u*
RHom(z4Rf,G,[1], K) Rf1.f{K

est commutatif.
Soit maintenant G un faisceau abélien sur .S vérifiant (1.3.1.1). La trace XVII 6.3 nous
fournit un foncteur additif

(1.5.3.4) Tr, : f1./7 ch(G[1]) —> [y, /3 ch(G[1])

et 1.3.8.6 nous fournit un isomorphisme rendant essentiellement commutatif le diagramme
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HOM(PIC(X/S), ch(G[1])) =— f1. /] ch(G[1])
(1.5.3.5) HOM(u*,ch(G[1])) Tr,

HOM(PIC(Y/S), ch(G[1])) =— f>..f5 ch(G[1]).
Le diagramme

TisHom(TsoRfl*Gm[l], G) ‘; TSIRfI*fl*G
(1.5.3.6) RHom(u*,G) Tr,

TisHom(Tsosz*Gm[l], G) ~— TﬁlRfZ*fz*G

est donc commutatif.
1.5.4. Avec les notations de 1.5.2, soit G un faisceau abélien sur .S vérifiant 1.3.1.1.
Localement sur S pour la topologie étale, on a (non canoniquement)

toRf.G,[1] = £,G,[1]1+ R £,G,,.

Au niveau des champs de Picard, on définit en effet une section ch(R! G, —
f. ch(G,,[1])% en associant a chaque classe d’isomorphie de faisceaux inversibles le
faisceau inversible appartenant a cette classe rigidifié le long de sections convenables
de X/S.

L’isomorphisme (1.5.2.2) fournit donc un isomorphisme

(1.5.4.1) Hom(R'f,G,,,G) — Hom(X,G)
et une suite exacte

(1.5.4.2) 0 — Ext'(R'f,G,,,G) — R'f,G — Hom(f,.G,,,G) — 0.

Les morphismes de (1.5.4.1) et (1.5.4.2) s’interprétent comme suit

536 a) Le morphisme (1.5.4.1) et le premier morphisme (1.5.4.2) sont définis par I'ap-
plication canonique de X dans Picy/g.
b) Le deuxiéme morphisme (1.5.4.2) est le degré (1.3.7.2).

Localement sur S pour la topologie étale, on a (non canoniquement) Picy,¢ ~ Pic())( /s XZK
on a donc

Ext'(R!f,G,,, G) = Ext!(Pic%,q, G)

et (1.5.4.2) peut encore s’écrire

(1.5.4.3) 0 — Ext!(Pic}/ s, G) — R' f,G — Hom(f,G,,,G) — 0.

82.N.D.E. : On rappelle que ce champ s’identifie a PIC(X/S), cf. (1.5.1.1).
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1.5.5. Lorsque, dans (1.5.2.2), on fait K = G,,[1], le théoréme 1.5.2 apparait comme
un théoréme d’autodualité pour 7o (R f,G,,[1]). Un quelconque complexe représentant
7.oRf,G,,[1] admet une filtration canonique en trois crans, les quotients successifs
étant, a quasi-isomorphisme unique pres

Picy,s/Picy;s . Picks ,  (fuGu)I1]

ATautodualité précédente correspond une dualité (a valeur dans G,,) entre Pic y/ ¢/ Pic())( /S

et f.G,,, et une autodualité (a valeurs dans G,,[1]) sur PicOX, ¢ (autodualité de la jaco-
bienne).

1.5.6. La situation est nettement moins bonne pour les courbes lisses sur .S : f :
X — S qu'on ne suppose pas propres sur S. Il semble que le groupe additif se com-
porte de facon incontrolable. Les arguments qui précedent s’étendent toutefois au cas des
courbes lisses qui se déduisent d’une courbe propre sur S par soustraction d’une partie
finie sur S, pour G un faisceau étale de torsion, de torsion premiere aux caractéristiques
résiduelles de S. On peut espérer que les faisceaux étales de p-torsion se comportent eux
aussi de fagon raisonnable ; voir SERRE [6, Ch. VI n° 11 p. 126].

Le role du théoréme 1.2.2 sera joué ici par le théoréme d’acyclicité XV 2.2, ayant pour
corollaire le

LEMME 1.5.7. Soient p : X — S la projection d’un espace affine type sur S et G
un faisceau abélien de torsion sur S, premier aux caractéristiques résiduelles de S. On
c{ésigne encore par G Iimage récipmf]ue de G sur le site Sgy¢. Alors, le foncteur p* est une
équivalence de catégorie entre la catégorie des torseurs sous G sur Se; (ou sur Sg,ps, ce qui
revient au méme (GROTHENDIECK [2, Corollaire 11.9]), et la catégorie des torseurs sous G y
sur X.

1.5.8. Soient f : X — S un morphisme propre de présentation finie a fibres pu-
rement de dimension un, Y un sous-schéma de X fini sur .S, défini par un idéal m et
supposons que X = X — Y'soit une courbe lisse sur S. Soit d’autre part G un faisceau de
torsion sur S, premier aux caractéristiques résiduelles de S. On désignera encore par
G le faisceau sur le grand site fppf de .S’ (XVII 0.10) image réciproque de G.

Soit G, (m) le sous-faisceau de G, formé des sections valant 1 sur Y. Un torseur sous
G,,(m) s’identifie & un faisceau inversible sur X, trivialisé sur Y. Tout diviseur relatif sur
X, fini sur S, définit un tel faisceau inversible. Localement sur .S pour la topologie étale,

il existe de tels diviseurs donnant lieu a des faisceaux inversibles relativement amples.

LEMME 1.5.9. Sous les hypothéses 1.5.8, avec S affine®, soit O+(1) un faisceau inversible
relativement ample sur X, trivialisé le long de Y, et soit M un faisceau inversible sur X,
trivialisé le long de Y. Pour tout point s € S, il existe un entier ny tel que pour tout entier
n > n et toute section m; de M(n) ® k(s) sur la fibre X, valant 1 surY,, il existe une
section m de M (n) valant 1 surY, qui reléve mg.

On se rameéne au cas S noethérien (car une famille de morphismes surjectifs reste
une famille de morphismes surjectifs par changement de base®?). Soit V' le faisceau co-
hérent des sections locales de M nulles sur X et Y. Pour chaque n, les solutions locales

83. N.D.E. : Il faut en fait supposer que S est local de point fermé s. Si on tient a garder 'hypothése
originale, pour la conclusion, il convient de demander a ce que m soit seulement définie sur I'image inverse
d’un voisinage ouvert de s dans .S, comme cela intervient plus bas en 1.5.10.1.

84. N.D.E. : L’élimination de cette hypothése noethérienne est un peu plus subtile qu’il pourrait
paraitre & premiére vue puisque la question est affine plutot que linéaire. Si X, Y et M se déduisent par
un changement de base S — .S, (que 'on suppose étre un morphisme local entre schémas locaux) de
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au probleme posé forment un espace principal homogéne sous N (n), de sorte que ’obs-
truction a relever m, se trouve dans H' (X, N (n)) = HO(S, le‘*N(n)). Or, pour n assez
grand, R f N (n) = 0 (EGAIII 2.2.1).

1.5.10. Soient £ un faisceau inversible sur X trivialisé le long de Y, et s € S. Consi-
dérons les conditions

. Toute section de £ @ k(s) sur X, valant 1 sur Y, se reléve en une section de £ sur
I'image réciproque U d’un voisinage de s, valant 1 sur Y X ¢ U.

.l existe 4 sections m; de £ @ k(s) sur X, valant 1 sur Y, et linéairement indépen-
dantes au point générique de toute composante irréductible de X .

Considérons les conditions suivantes, portant respectivement sur une section m de
£, un couple (m;, m,) et un triple (m, m,, my) de sections de £.

.mvaut 1 sur Yet le sous-schéma Z(m) de X d’équation m = 0 est un diviseur relatif
sur S (ce qui signifie qu’il est quasi-fini sur .S, donc fini sur S, puisque X = X — Yest
lisse sur .S).

. Soit A la coordonnée canonique sur la droite affine g : E! — S. La section Am, +
(1 — A)ym, de g’* £ vérifie (1.5.10.3).

. De méme, Am + um, + (1 — A — p)my vérifie (1.5.10.3).

On laisse au lecteur le soin de vérifier, par un argument de position générale®, le

LEMME 1.5.11. Soit £ un faisceau inversible sur X, trivialisé le long de Y, et's un point
géométrique de S d’image s dans S. Si £ vérifie (1.5.10.1) et (1.5.10.2) en s, alors :

(I) Sin sections m; de £ vérifient (1.5.10.3), il existe un voisinage étale U de’s et une

section k de £|7_1 (U) telle que les couples (m;, k) vérifient (1.5.10.4).
(L) Soient my, my, ky, ky quatre sections de £ telles que les couples (m;, k ;) vérifient

(1.5.10.4). Il existe alors un voisinage étale U de s et une section k de £|7_1(U)
telle que les triples (m;, k ;, k) vérifient (1.5.10.5).

Pour k(s) infini, on pouvait se contenter de prendre pour U un voisinage de Zariski.

1.5.12.  Soit maintenant £ un faisceau inversible sur X rigidifié le long de Y, et K
un G-torseur sur X, ou G est comme dans 1.5.7. On se propose de définir un G-torseur
(£, K] sur S, généralisant celui étudié dans 1.3, et additif en <.

Soit (m;, m,) un couple de sections de £ qui vérifie (1.5.10.4). Avec les notations de
1.5.10.3 et de 1.5.10.4, la trace, de Am; + (1 — A)my, = 0 a Eg, du torseur g’*K est un

données correspondantes X, Y, et M, au-dessus de S, noethérien (cf. EGAIV 8) et que 'on connait
I’énoncé voulu dans cette situation noethérienne, alors on peut obtenir le résultat voulu au-dessus de .S
au prix d’'une déplaisante chasse au diagramme au cours de laquelle on peut étre amené a considérer une
variante de I’énoncé voulu ot 'on demanderait aux sections de valoir 0 au lieu de 1 sur Y| ou Y.
85.N.D.E. : Il convient ici d’observer que, compte tenu de (1.5.10.1) et du fait la deuxiéme partie de la
condition (1.5.10.3) puisse se vérifier dans la situation locale en considérant uniquement la fibre au-dessus
de s, le lemme ne fait plus intervenir que des sections de la restriction de £ sur la fibre X . Par exemple,
pour (I), la condition (1.5.10.2) fournit un espace affine V' de dimension 3 de sections de £ ® k(s) sur X et
valant 1 sur Y, et aucune section appartenant a cet espace V' ne s’annule en quelque point générique que
ce soit de X,. On cherche a déterminer k € V'tel que pour tout 7, (m;, k) vérifie (1.5.10.2), c’est-a-dire que
la droite affine reliant les points m; et k ne passe pas par l'origine (dans aucun de ses avatars associés aux
différentes composantes irréductibles de X ), autrement dit, il suffit que k n’appartienne pas a la droite
reliant m; et I'origine. On obtient ainsi une conjonction de conditions satisfaites sur des ouverts non vides
de V. Pour étre parfaitement rigoureux et tenir compte du fait que les composantes irréductibles ne sont
pas forcément géométriquement irréductibles, dans le cas ou I'on doit prendre un point de V dans une
extension (si k(s) est fini), il faut en fait introduire une extension galoisienne finie s’ — s telle que les
composantes irréductibles de X, soient géométriquement irréductibles. L’ouvert dense de V, que 'on
obtient en raisonnant sur X, est invariant par Galois et donc définit 'ouvert dense de V cherché.
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torseur K, sur EL. Son image réciproque par la section A = O (resp. A = 1) est le
torseur Ky = Try(,, s(K) (resp. K; = Trz, s(K)). D’apres 1.5.7, le torseur K , est
canoniquement I'image réciproque d’un torseur sous G sur .S5; d’ou un isomorphisme
canonique entre K; et K,.

Simy, m, et k sont trois sections de £ telles que les couples (m;, k) vérifient (1.5.10.4),
on obtient encore par composition un isomorphisme

Si E est un diviseur relatif sur X, fini sur S, les sections m; = m; @ 1 de £ @ O(E)
vérifient encore (1.5.10.3), on a (pour i = 0, 1)

et 'isomorphisme ¥, g, : K| — K; se déduit de ¥ :

(15123) Tk@l = Tk + idTrE/S(K)'

Pour vérifier que ¥, ne dépend pas de k, il suffit de le faire au voisinage étale de
chaque point s de S, et, par 1.5.12.3 et 1.5.9, on se raméne au cas ou sont vérifiées les
conditions (1.5.10.1) (1.5.10.2). Avec les notations de 1.5.11 (I), ¥y 1—px — P, est un

morphisme de E}g dans G, nul en A = 1, donc nul, et Tk; =¥,, donc Tkl = TkQ-

Soient m; et m, deux sections de £ vérifiant 1.5.10.3 et K; = Try,, )s(K). Pour
définir un isomorphisme ¥, , @ K; — Kj, il suffit de le faire au voisinage étale de
chaque point s de .S, de facon compatible au changement de base. Si E est un diviseur
relatif sur X, fini sur S, tel que £ ® O(E) vérifie (1.5.10.1) (1.5.10.2) (voir 1.5.9), et si les
couples (m; ® 1, k) vérifient (1.5.10.4), on pose (cf. (1.5.12.3))

Y, + Trg/g(K) = ¥,.

my,my

Ceci définit Tmz,m]' et on vérifie par (1.5.11. (I)) que ?{m%m.z oym = T‘m%ml . Ces cons.truc-
tions sont compatibles aux changements de base. S’il existe une section m de £ vérifiant

(1.5.10.3), on posera
<,5, K] = TrZ(m)/S(K)

et, d’apreés ce qui précede, ce torseur ne dépend pas, a isomorphisme canonique pres, du
choix de m.

Notons, dans le cas général, qu’il suffit pour définir (£, K] de le définir au voisinage
étale de chaque point s de S, de facon compatible au changement de base. Si, comme plus
haut, £ ® O(FE) vérifie (1.5.10.1) (1.5.10.2), alors £ @ O(FE) admet des sections vérifiant
(1.5.10.3), et on pose

(£,K]= (£ ®O(E), K] = Trg,5(K).

1.5.13.  Sous les hypotheses 1.5.8, si x et y sont deux sections de 7*Gm(m), alors
Ax+(1—A)y est encore une section pour A dans un ouvert a fibres non vides de la droite
affine sur S.

On peut traduire ceci en disant que
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.« 7*Gm (m) est connexe par arc ».

Tout morphisme d’un ouvert a fibres non vides de la droite affine dans G est constant.
Il n’existe donc pas d’homomorphisme non trivial de f,G,,(m) dans G, et les automor-
phismes de £ agissent trivialement sur (£, K]. Le torseur (£, K] ne dépend donc que de
K et de la section de R]7* G,,(m) définie par £. Par globalisation, ceci permet de définir

un symbole (4, K] pour 4 section de R17*Gm(m). Le torseur (A, K] est additif en 4, et

correspond donc a une extension e(K) de R17*Gm(m) par G (voir 1.4.23 ou SGA 7 VII
1.1.6 et 1.2).

La formation de e(K) est compatible a tout changement de base et a I’addition des
torseurs, d’ou un foncteur additif

e : f,ch(G[1]) — EXT(R'f,G,,(m), G).

Soit j I’application canonique de X dans le*Gm(m), Jj  t — (classe de O(t)).
L’image réciproque par j est un foncteur additif

J* 1 EXT(R'f,G,,(m), G) — f, ch(G[1])
et on a trivialement j*e ~ Id. On vérifie comme en 1.3.10 et 1.5.2 que, en topologie fppf

PROPOSITION 1.5.14. Sous les hypothéses 1.5.8, les foncteurs e et j de 1.5.13 sont des
équivalences inverses I'une de I’autre. On en déduit par 1.4.19, 1.4.23 un isomorphisme

Ext'(R'f,G,,(m),G) > H'(X,G).

1.5.15. Soient f; : X; = S (i = 1,2) deux courbes compactifiées comme en 1.5.8.

Soit # : X; — X, un morphisme tel que Y; soit un sous-schéma de I'image réci-
proque de Y, et qui induise un morphisme fini et plat de X; dans X,. On a alors, pour
£ faisceau inversible sur X, rigidifié le long de Y, et K torseur sur X,

(£.try x, (K)] = (@ £, K],

et on en déduit la commutativité du diagramme

Ext'(R'f, G, (m),G) — H'(X|,G)
(1.5.15.1) Ext! (@*,1d) Trx,/x,

Ext'(R'f, G, (m,),G) — H'(X,,G).

Siz : X; — X, est fini et plat, et vérifie Y; = u~ 'Y, (comme schémas), on a pour £
faisceau inversible sur X rigidifié le long de Y; et K torseur sur X5,
<,5, M*K] ; <NX1/X2£’ K]

et on en déduit la commutativité du diagramme

Ext'(R'f, G, (m,),G) —— H'(X,,G)
(1.5.15.2) Ext! (N, x,1d) o
Ext'(R'f,,G,,(my), G) —— H' (X}, G).

On pourrait bien siir préciser ce résultat en termes de champs de Picard.
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1.6. Un théoréeme d’effacement. Le présent n°, de 1.6.6 (2° démonstration) a la
fin, peut se lire indépendamment des n° 2 a 5.

LEMME 1.6.1. Soient X un schéma et Y un sous-schéma fermé de X de complément U,
défini par un idéal m.

J i
Us X Y.
Soit G,,(m) le faisceau fpqc dont les sections sur un X-schéma X sont les sections de (9}“(l
valant 1 sur I'image réciproque de Y. Pour n > 1 inversible sur X, la suite

0= jin, = G,(m) = G, (m) = 0
est une suite exacte de faisceaux sur le grand site étale (XVII 0.10) de X.
Soit i le morphisme de grands sites étale i : Y — X induit par i :
*(X/X) = X| xx Y.

Le foncteur i, est exact. Dans le diagramme

0 0 0
0 JiHy, G,m) —G,(m) —=0
(1.6.1.1) 0 M, G, G, 0
0 LMy, i.Gy, i,G, —0
0 0 0

les colonnes sont exactes, ainsi que les deux dernieres lignes (IX 3.2). La premiere ligne
est donc exacte.
1.6.2. Soient k un corps et

G — G —G— G —Gf

une suite exacte de faisceaux abéliens sur le grand site fppf de Spec(k). On rappelle que
si G| et G, sont représentables de type fini, et G; et G| représentables localement de
type fini, alors G est représentable et localement de type fini®.

86. N.D.E. : Dans le cas ou G| = G} = 0, c’est évident. Dans le cas ou Gf = G5 = 0, en utilisant
SGA 3 V 10.1.1 (nouvelle édition), on peut se ramener au cas ou G| — G est un monomorphisme, qui
est traité dans (SGA 3 VI, 3.2). On est ainsi ramené au cas ou G| = G} = 0. On peut alors considérer le
faisceau G comme un torseur sous G} au-dessus du schéma GY . Si on suppose que G} est affine (situation
dans laquelle on se retrouve d’aprés (SGA 3 VI 11.17) si avant de faire des réductions on a supposé G| et
G} affines), alors la représentabilité de G résulte aussitot de la descente fidélement plate. Ce cas particulier
est suffisant pour les utilisations faites dans ce paragraphe. Si G/ est quasi-projectif, on peut obtenir la
représentabilité de G en utilisant (SGA 1 VIII 7.7) et des arguments semblables a ceux de [11, Lemme 3.3.1].
En fait, tout schéma en groupes G de type fini sur un corps est quasi-projectif : on peut supposer que G
est connexe, c’est alors [2, Corollary 1.2] si G est lisse et (M. Raynaud) le cas général s’y raméne parce que
d’aprés (SGA 3 VII,, 8.3) il existe un morphisme fini de G vers un schéma en groupe lisse.
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Si Pest un groupe algébrique de type fini commutatif connexe sur k, et n un entier
inversible dans k, la suite

(1.6.2.1) 0-,P>P5P->0

est exacte. Si G est un groupe commutatif fini étale sur k, annulé par n, le premier groupe
et la derniere fleche de la suite exacte

Hom(P, G) — Hom(, P, G) > Ext!(P, G) > Ext!(P, G)
sont nuls, d’ou un isomorphisme

(1.6.2.2) j : Hom(,P,G) = Ext!(P,G).

1.6.3. Sous les hypothéses de 1.6.1, supposons X propre sur le spectre d’un corps k
p. X —k

La suite exacte

0—G,m) — G, —i,G,—0
définit une suite exacte de cohomologie de faisceaux fppf sur Spec(k), qu’il est facile
d’interpréter directement

. J . .
(1-6-3~1) 0— p*Gm(m) - p*GmX - (pl)*GmY - Rlp*Gm(m) - Pch/k - PlcY/k :

Les faisceaux p,G,,, et (pi),G,,, sont représentables par des schémas en groupes de
type fini affines. Les faisceaux Picyy, et Picy, sont représentables par des schémas en
groupes localement de type fini. D’apres 1.6.2, les faisceaux p, G,,(m) et R! p, G, (m) sont
représentables. D’apres (1.5.13.1), le premier est représentable par un schéma en groupe
connexe (et de type fini) ; le second est localement de type fini.

DEFINITION 1.6.4. Sous les hypothéses précédentes, on désigne par Picy, /. le schéma
en groupes qui représente R' p,G,,(m). On désigne;mrPicg1 X/k Sa composante neutre et par
Picy, v U'image réciproque dansPic,, x . du sous-groupe de torsion dePic,, x /PiC&,X/k-

Le schéma Pic,, y/ représente le faisceau fppf engendré par le préfaisceau qui a
chaque schéma S sur k associe 'ensemble des classes d’isomorphie de modules inver-
sibles sur S X, X, trivialisés le long de .S X; Y (1.5.8).

La suite exacte de Kummer 1.6.1 fournit, pour k algébriquement clos et »n inversible
dans k, un isomorphisme

(1.6.4.1) H!(U,p,) = , Pich, x (k).

1.6.5. Soient X une courbe lisse sur un corps algébriquement clos k, X la courbe
projective et lisse contenant X comme ouvert dense, Y un sous-schéma de X tel que
X = X — Y, ml’idéal qui définit Y, n un entier inversible dans k et G groupe abélien fini
tué par n.

Le groupe Pic,, x/ est non canoniquement le produit du sous-groupe Pic’

m, X/k
d’un groupe abélien libre. D’apres (1.6.4.1), (1.6.2.2), et 1.5.14, on dispose dés lors d’'un

isomorphisme canonique composé

Hom(H!(X, ), G) < Hom(, Pic}, 4, (k), G) = Hom(, Pic?, . . G)

— Ext! (Pic), v, G) — Ext'(Pic,, x4, G) = H'(X,G)

et
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Siu : X — Yestun morphisme fini entre courbes lisses sur k, on déduit de XVII 6.3.
et (1.5.15.2) la commutativité du diagramme

Hom(H (Y, p,), G) —= H\(Y,G)
(1.6.5.1) Hom(Tr,,G) u*
Hom(H!(X,p,), G) —= H'(X,G).

LEMME 1.6.6. Soient X une courbe lisse sur un corps algébriquement clos k, n un entier
inversible dans k etu : X' — X un revétement étale modéré. Le morphisme

Tr, : H (X', Z/n) — HN(X,ZIn)
est alors (non canoniquement®’) isomorphe au transposé du morphisme
u* 1 HY(X,Z/n) — HY(X',Z/n).

1" démonstration. Puisque p,, est isomorphe a Z/n, 1.6.6 est un cas particulier de (1.6.5.1)
pour G =Z/n.

2° démonstration. Si k est le corps C des nombres complexes, alors, par les théoremes de
comparaison, les morphismes Tr, et u* s’identifient aux morphismes analogues, définis
par l'application continue entre espaces topologiques u : X'(C) - X(C) :

Tr, : H(X'(C),Z/n) — H}(X(C),Z/n) et
u* : H'(X(C),Z/in) — H'(X'(C),Z/n).

Ces deux homomorphismes sont transposés I'un de I’autre par dualité de Poincaré.

Par le principe de Lefschetz, ’assertion 1.6.6 est encore vraie pour k de caractéristique
0 (les groupes de cohomologie considérés sont en effet invariants par changement de
corps de base algébriquement clos).

Si k est caractéristique p > 0, soit W (k) 'anneau des vecteurs de Witt sur k. Soit X la
courbe projective et lisse complétée de X. D’aprés (SGA 1111 7.4), la courbe X se reléve
en une courbe projective et lisse X; sur W (k). Puisque X est lisse, chaque point s, €
S = X — X se reléve en une section s} de X sur W(k); on pose S; = Ui s!(Spec(W (k)))
et X; =X, - S,

Rappelons (SGA 1 XIII 2.4) que le revétement X’ de X se reléve en un revétement
étale X| de X, et que X| se déduit d’une courbe projective et lisse X| sur W(k) par
soustraction de la réunion S| d’un nombre fini de sections disjointes.

X X
X P X'
1
Il
Spec(W (k)) Spec(k).

87. N.D.E. : L’isomorphisme est canonique si on a choisi un isomorphisme p, ~ Z/n.
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Les faisceaux étales R! f,,(Z/n), lel’*(Z/n), R f,,(ZIn) et lel’!(Z/n) sont locale-
ment constants de formation compatible aux changements de base, comme le montrent
les suites exactes reliant les cohomologies de X, X, et S|, ou X[, X [etsS].

Les fibres géométriques spéciales ou génériques des morphismes

Tr, : R'f{,ZIn — R' f1\Z/n

u
ou
* . pl 1 rr
uj . R f1,ZIn — R f|.Z/n
sont donc isomorphes, et ceci nous raméne au cas déja traité ou k est de caractéristique
zéro.

LEMME 1.6.7. Soient X une courbe lisse connexe sur un corps algébriquement clos k
d’exposant caractéristique p, et n un entier premier a p. Il existe un revétement principal (=
fini étale galoisien (surjectif)) u : X' — X, de degré divisant une puissance de n, tel que
le morphisme trace

Tr, : H/(X',Z/n) — H}(X,ZIn)

soit nul.

Rappelons que le groupe H'(X,Z/n) est fini (IX 4.6 ou XVI 5.2). Soitu : X' — X
le plus grand revétement principal abélien connexe de X de groupe de Galois tué par n
(son groupe de Galois est noté H (X, Z/n)). Par construction, ’homomorphisme

w* : HY(X,Z/n) — H' (X', Z/n)
est nul. D’apres 1.6.6, ’homomorphisme

Tr, : H (X', Z/n) — HX(X,ZIn)
est donc nul.

Rappelons le lemme suivant (EGA IV 15.6.5) :

LEMME 1.6.8. Soient f : X — .S un morphisme lisse et x une section de f. Il existe alors
un ouvert de Zariski U de X, contenant x, et tel que les fibres géométriques de f|U soient
connexes.

LEMME FONDAMENTAL 1.6.9. Soient f : X — S une courbe lisse (1.1.2) compactifiable
(XVII 3.2), x un point géométrique de X, s son image dans S et n > 1 un entier inversible
sur S. Il existe un voisinage étale V de s dans S et un voisinage étale U de x dans f~'(V) =
VxX¢ X

X U—>% F'\v)y——X

(1.6.9.1) o f
fl

s 14 S,

tels que l’on ait Rof!’ Z/n = 0, que la fleche XVII 6.2

Tr, : R f/Zin — R f,,Z/n
soit nulle, et que le morphisme trace

Tryr @ R*f{ZIn(1) — Zin

soit un isomorphisme.
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Pour que R f/Z/n = 0, il suffit que /" soit quasi-affine ; pour que Tr ¢+ soit un iso-
morphisme, il suffit que les fibres géométriques de f’ soient connexes (1.1.9); grace a
1.6.8, ces propriétés de f’ sont faciles a obtenir, localement sur .S pour la topologie étale.
Il reste a démontrer pour X a fibres géométriques connexes, 'existence d'un diagramme
(1.6.9.1) pour lequel la fleche Tr, considérés soit nulle : il suffira de rétrécir U et V pour
que les deux autres propriétés requises de f’ soient vérifiées.

Le probléme est local sur . au voisinage de s ; par XVII 5.2.6 (changement de base),
on se ramene aussitot au cas S noethérien. Par passage a la limite, et grace a XVII 5.3.6
(constructibilité) on se raméne au cas .S strictement local noethérien, de point fermé
image de s.

Soit ¢ un point géométrique de .S. D’apres 1.6.7, il existe un revétement principal de
degré premier a I'exposant caractéristique p de k(s) u : X! — X, tel que la fleche

Tr, : H/(X},Z/n) — H!(X,,Z/n)
soit nulle. D’apres le théoreme d’acyclicité XV 2.1 (ou XV 2.6), il existe un voisinage étale

v : U — X de x dans X tel que X, splitte au-dessus de U,, de sorte que : v, : U, — X,
se factorise par X!. On a donc encore

Tr, =0 : H/(U,,Z/n) — H/(X,,Z/n).

Pour tout point géométrique ¢ de .S, il existe donc un voisinage étale de x dans X

U—2-X

f
S

(1.6.9.2) Tr, : R f/ZIn — R' f\Z/n

soit nulle (XVII 5.2.6).

Pour U variable, les images des fleches (1.6.9.2) forment un systéme décroissant fil-
trant de sous-faisceaux du faisceau constructible R! f,Z/n, qui devient nul en un quel-
conque point géométrique de S. Par récurrence noethérienne, on vérifie qu'un tel sys-
teme est toujours stationnaire, de valeur stationnaire nulle. Il existe donc U tel que
(1.6.9.2) soit nul, et ceci achéve la démonstration de 1.6.9.

2. Le morphisme trace

Le présent §est consacré a la démonstration des théorémes 2.9 et 2.12. La démons-
tration de 2.9 n’utilise que le n° 1 du § 1.

LEMME 2.1. Soit f : X — S un morphisme compactifiable (XVII 3.2.1) de dimension
relative < d et j : U < X un sous-schéma ouvert de type fini de X, dont le complément
est fibre par fibre de dimension < d (par exemple : U dense fibre par fibre dans X). Si F est
un faisceau de torsion sur X, la fleche canonique

R¥(fj)j*F — R*f,F
est un isomorphisme.

Soit i 'inclusion de Y = X — U dans X. La suite exacte (XVII 5.1.16.2) nous fournit
une suite exacte

R*-1(fi),i*F — R¥(fj)j*F — R**f,F — R*(fi),i*F
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dont les termes extrémes sont nuls en vertu de (XVII 5.2.8.1).

LEMME 2.2. Soient f : X — S un morphisme compactifiable de dimension relative
< d etu; : X; > X une famille de morphismes étales, séparés, de type fini; soit u;; :
X;j = X; Xx X; = X. Pour tout faisceau de torsion F sur X, la suite

D R (fupuF = @ R¥(fupu F — R¥f,F - 0
i.j i
de fléches (XVII 6.2.7.2) est exacte.
Résulte aussitot de I'exactitude a droite du foncteur R?? f, et de XVII 6.2.9.

LEMME 2.3. Soit f : X — S un morphisme plat de présentation finie. L’ouvert de
X sur lequel f est de Cohen-Macaulay (EGATV 6.8.1 et 12.2.1 (vii), est relativement de
présentation finie et dense fibre par fibre.

La question est locale sur S, qu'on se raméne a supposer noethérien, d’ou la 1 as-

sertion. La seconde se vérifie fibre par fibre, donc pour .S spectre d’un corps. Les anneaux
locaux de X aux points maximaux de X sont artiniens, donc de Cohen-Macaulay, d’ou
I’assertion puisque « Cohen-Macaulay » est une propriété « ouverte ».

LEMME 2.4. Soit f : X — S un morphisme plat de présentation finie et de Cohen-
Macaulay, avec S quasi-séparé. Tout point de X a un voisinage ouvert (de Zariski) U tel qu’il
existe un S-morphisme quasi-fini et plat de présentation finie de U dans le fibré vectoriel

type Eg.
C’est un cas particulier de EGA IV 15.4.3.

LEMME 2.5. Soientu = (uy,...,uy) etv = (vyq,...,0,) deux systémes de parameétres
d’un anneau local de Cohen-Macaulay A, de dimension d et d’idéal maximal m. 1l existe
une suite w,,, ..., W, de systéemes de parameétres de A, telle que w, =u w, = etque

chaque w, | se déduise de w, en modifiant un seul des paramétres.

On raisonne par récurrence sur d, assertion étant vide pour d < 2; on suppose
donc d > 2. Pour qu’un élément x € m soit A/u;-régulier (resp. A/v;-régulier) il faut
et il suffit que x n’appartienne a aucun élément de Ass(A/u;) (resp. Ass(A/v;)); aucune
réunion finie d’idéaux premiers # m n’étant égale a m, il existe x € m qui soit A/u;- et
Alv,-régulier, donc aussi des systémes de parameétres a = (uy,x,...) et b = (vy,x, ... ).
On conclut en appliquant ’hypothése de récurrence a u — {u; } et a — {u; } dans A/u;, a
a—{x}etbh—{x}dans A/xetab— {v;} etv— {v,} dans A/v;.

LEMME 2.6. Soient X un schéma de Cohen-Macaulay de type fini sur un corps algébri-
quement clos k etu, v : X — EY deux morphismes quasi-finis et plats de X dans un fibré
vectoriel type. Tout point fermé x de X a un voisinage ouvert (de Zariski) U, tel qu’il existe
une suite de morphismes wy, ..., w, : U — E¢, telle que wy = u|U, w, = v|U et que
w; ne différe de w; que par une seule coordonnée.

Supposons tout d’abord que u(x) = v(x) = 0. Les germes en x de morphismes quasi-
finis plats de X dans Z, envoyant x en 0, s’identifient alors aux systeme de parametres
de I'anneau local O , et 2.6 résulte de 2.5. Dans le cas général, on commence a joindre
u et u — u(x) (resp. v et v — v(x)) par la chaine des morphismes

u—(u(x),...,u;(x),0,...,0)(resp. v — (vy(x), ..., 0;(x),0...0)).
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. . . g f
2.7. Soit un couple de morphismes S-compactifiables composables X — Y — S.
Supposons que f soit de dimension relative < d et g de dimension relative < e. Pour tout
faisceau de torsion F sur X, la suite spectrale de composition

(2.7.1) RPf\Rig|F => RPYi(fg)\F
nous fournit alors (argument du cycle maximum) un isomorphisme
(272) Rde! RZeg!F ~ R2(d+€)(fg)!F.

2.8. Soit

a? : Eg — S
le fibré vectoriel type sur un schéma cohérent (i.e. quasi-compact, quasi-séparé) S. Si F

est un faisceau de torsion sur .S, premier aux caractéristiques résiduelles de .S, on définit
comme suit, par récurrence sur d, un morphisme trace

(2.8.1) Try : R*a{F(d) > F.

Pour d = 0, Tro est I'identité. Pour d = 1, Tr,1 est 'isomorphisme (1.1.6) (cf. 1.1.9).
Enfin, on a un isomorphisme canonique

d+1 _ gl d _ gl

et on définit Tr 4+1 comme le composé des isomorphismes TradS et Ra’é,(Tr al d) (cf. le

s
diagramme Var 3 de 2.9).

La source (et le but) de (2.8.1) sont de formation compatible a tout changement de
base. Tout groupe algébrique sur .S agissant sur E‘é agit donc sur ces faisceaux ; un groupe
algébrique connexe agit nécessairement de fagon triviale. Le groupe des permutations
des coordonnées, contenu dans le groupe affine, agit donc trivialement sur la source (et
le but) de (2.8.1).

2.8.2. L’isomorphisme (2.8.1) est invariant par permutation des coordonnées.

Ce point pourrait aussi se vérifier en interprétant (2.8.1) en termes de cup-produits
(XVIIL 5.4.2.2 et XVII 5.4.3.5).

THEOREME 2.9. Considérons les triples (f, d, F) formés d’un morphisme compactifiable
(XVII 6.3) f : X — Y, d’un entier d et d’un faisceau de torsion F sur Y premier aux
caractéristiques résiduelles de Y, le morphisme f vérifiant la condition : (x), Il existe un
ouvert U de X tel que la restriction de f a U soit un morphisme plat de présentation finie a
fibres de dimension < d, et tel que les fibres de X — U soient de dimension < d.

Il est d’une et d'une seule facon possible d’associer a chaque triple (f,d, F) comme plus
haut un morphisme trace

Tr; : R¥f f*F(d)— F
de telle sorte que les conditions suivantes soient vérifiées :

(Var 1) (Fonctorialité). Le morphisme trace est fonctoriel en F.
(Var 2) (Compatibilité aux changements de base). Quel que soit le carré cartésien

X —X

/

-l

Y —Y
g

553



310 XVIIL LA FORMULE DE DUALITE GLOBALE
554 avecY' quasi-compact quasi-séparé, le diagramme
def!’f’*g*F(d) —_ Rde!/g/*f*F(d) el g*def!f*F(d)
Tryr g (Try)

dans lequel I'isomorphisme horizontal est la fléche de changement de base XVII
5.2.2.1, est commutatif.
(Var 3) (Compatibilité a la composition). Quels que soient le couple de morphismes Z-compactifiables

composables

5
x5yl z

les entiers d et e tels que f vérifie (x), et que g vérifie (x),, et le faisceau de torsion
F sur Z, le morphisme composé f g vérifie (x),,, et le diagramme

R 1, R%g,g" f* F(d)(e) ——— 2 R 1, * F(q)
st Try
RA+ (1), (fg)* F(d + ¢) ——% F

dans lequel I’isomorphisme vertical est la fléche (2.7.2), est commutatif.
(Var 4) (Normalisations).
(I) Si f est fini localement libre de rang n et sid = 0, le morphisme composé

tr
F— f,f*F=f,f*F—5>F

est la multiplication par n.
555 (1) Si f est la droite affine type f : E} — Y, et sid = 1, le morphisme trace

Tr; : R*f,f*F(1) — F
est 'isomorphisme (2.8.1).

a) Pour d = 0, la condition (*), est que f soit quasi-fini plat de présentation finie.

En vertu de (XVII 6.2.3), pour d = 0, le morphisme trace doit coincider avec le
morphisme construit en loc. cit.

Lorsque f est la projection de I'espace affine type dS sur S, il résulte de
(Var 4) (IT) et (Var 3) que Tr; doit étre I'isomorphisme (2.8.1).

b) Soit f : X — Y un morphisme compactifiable vérifiant la condition : (), Il
existe un Y-morphisme quasi-fini et plat de présentation finie u de X dans le
fibré vectoriel type a¢ : E¢ — Y.

Soit #(f, u) le morphisme « composé » des morphismes trace (2.8.1) et (SGA XVII
6.2.3) (cf. (Var 3))

t(f,u) = Tra oR*af(Tr,).

Ce morphisme #(f, u) vérifie (Var 1) et (Var 2). Par changement de base, pour
vérifier que #(f, u) ne dépend que de f et de d, et non de u, il suffit de le vérifier
pour Y spectre d’'un corps algébriquement clos k. D’apres 2.2, la question est
locale sur X, de sorte que d’apres 2.6, il suffit de montrer que t(f,u) = t(f,v)
lorsque u et v ne difféerent que par une seule coordonnée que, par 2.8.2, on peut
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supposer étre la premiére. Posant E = E¢~!, on dispose donc d’un diagramme

commutatif
/ \ )
LU
Y
On a par construction (2.8) 556

Tr,, = Tr,, eR*“~Dw,(Tr,) ;
on en déduit que #(f, u) est le « composé » de Tr,, et de #(x,u) :

t(f,u) = Tr,, eR*(wa),(Tr,)
= Tr,, oR*@~Dw,(Tr,) o R*(wa),(Tr,)
= Tr,, oR*“~Dw,(Tr, «R?a,(Tr,)).

De plus (1.1.7), t(x,u) n’est autre que le morphisme Tr, de 1.1.6; on a donc
t(x,u) =t(x,v) =Tr et t(f,u) =1(f,v).

On deésignera par Tr ; le morphisme 7(f, u) construit plus haut. D’apres XVII
6.2.3, ce morphisme trace vérifie (Var 1), (Var 2), (Var 3) pour e = 0, et (Var 4).
Quand il est défini, il coincide nécessairement avec le morphisme trace cherché,
si ce dernier existe.

c¢) Soit f : X — Y un morphisme compactifiable de Cohen-Macaulay, plat de pré-
sentation finie, purement de dimension relative d. Soit (U;);c; un recouvrement
de X par des ouverts quasi-compacts, tels qu’il existe un Y-morphisme quasi-
fini et plat de U; dans Eg (2.4). D’apres 2.2 et b), il existe alors un et un seul
morphisme Tr s rendant commutatif le diagramme suivant, ou sont employées
les notations de 2.2 :

D, RS u(fu)* F(d) == @, R**(fu),(fu)* F(d) — R*f, f*F(d)

TI'f

F

Ce morphisme trace ne dépend pas du recouvrement ouvert choisi (compa-
rer les deux au recouvrement somme); il vérifie les conditions (Var 1), (Var 2),
(Var 3) pour e = 0, (Var 4), comme il résulte aussitot de b).
d) Soient f : X — Y un morphisme compactifiable vérifiant (%), etj : U & X 557
I'ouvert promis par (x),. D’apres 2.3, quitte a remplacer U par un ouvert plus pe-
tit, on peut supposer que fj est de Cohen-Macaulay, et purement de dimension
d.
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D’aprés 2.1, le morphisme canonique

RS F(d) = RS f*F(d)
est un isomorphisme, et on définit Tr ; comme étant le composé

~ Try,
Try : REf [ F(d) < RS\ (f)) F(d) —> F.

Il est immédiatement, grace a (Var 3) pour e = 0 établi en c), que Tr ; ne dépend
pas du choix de U. Le morphisme trace vérifie (Var 1), (Var 2), (Var 3) pour
e = 0, (Var 4), et est le seul a pouvoir vérifier les conditions imposées. Reste a
prouver qu’il vérifie (Var 3), et pour ce faire on se rameéne, par les arguments qui
précédent, a ne considérer que des couples (f, d), (g, e) vérifiant (x), et (x),.
Le lecteur qui voudrait polir les raisonnements qui suivent vérifiera au préa-

lable le

LEMME 2.9.1. Soient (f, g, h) trois morphismes T-compactifiables composables,
vérifiant (%), (%), et (x),,,.

xhv&z0T

Si les couples (f, g) et (g, h) vérifient (Var 3), alors pour que (f, gh) vérifie (Var
3), il faut et il suffit que (f g, h) vérifie (Var 3).

La condition envisagée dans la conclusion signifie encore que Try,;, est
«composé » de Try, Tr, et Try,.

e) Soit un diagramme commutatif :

(2.9.2)

X E, — . Edre
4 ¢ b
Y——~FE4

) a

z

Le morphisme trace relatif a fg est le « composé » des morphismes traces rela-
tifs a ab et u’ v ; C’est encore, par construction pour ab, et d’apres XVII 6.2.3 pour
u'v, le « composé » des morphismes trace relatifs a a, b, u’ et v. D’autre part, le
« composé » des morphismes trace relatifs a f et g est le « composé » de ceux
relatifs a a, u, c et v. Il s’agit donc de vérifier que pour tout diagramme cartésien

u/

B ——

-

s—* .71
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avec u quasi-fini et plat de présentation finie, le diagramme de morphismes trace
(2.8.1) et XVII 6.2.)

R?¢by(Tr,/) Tr,

R*byuju'*b* F(e) R?®b,b* F(e)

(2.9.3)

) u!(Trb;) Tru H
u Rbb"*u* F(e) uu*F F

est commutatif.

Par changement de base, il suffit de le vérifier pour T spectre d’un corps algébrique-
ment clos k. Si S est somme de schémas .S}, on se ramene a ne vérifier la commutativité
de (2.9.3) que pour les diagrammes (2.9.2) de base u; : .S; — T. Ceci permet de supposer
que S est le spectre d'une k-algebre artinienne locale A, de degré finin = [A : k]. Si
on identifie alors les faisceaux sur T (resp. sur E%) avec les faisceaux sur .S (resp. sur E%)
par le foncteur u* (resp. u’™) (VIII 1.1), le morphisme Tr,, s’identifie au morphisme Tr,/
(compatibilité de (2.8.1) aux changements de base), tandis que Tr, et Tr,, s’identifient a
la multiplication par n, d’ol 'assertion®. Ceci achéve la démonstration de 2.9.

On a vu au courant de la démonstration que l'on a :

PROPOSITION 2.10. Les morphismes trace XVII 6.2.3, XVIII 1.1.6 et (2.8.1) sont des cas
particuliers du morphisme trace 2.9.

REMARQUE 2.10.1. On peut montrer sans difficulté que le morphisme trace de 2.9 est
un isomorphisme si et seulement si les fibres géométriques de f ont exactement une
composante irréductible de dimension d, et la « multiplicité » de celle-ci est premiére a
n. Nous ne donnerons pas ici la démonstration directe de ce fait qui résultera de facon
immeédiate du « théoréme de dualité globale » du § 3.

2.11. Soient f : X — Setg : Y — S deux morphismes S-compactifiables
vérifiant respectivement (x); et (x),.

X XgY
VAN
X Ixg Y

SN

L’isomorphisme de Kiinneth (XVII 5.4.3)

L ~
Rf(ZIm®,Re(ZIn) = R(f X g),(Zin)
induit un isomorphisme

(2.11.1) R f,Z/n ® R%*gZ/n — R +(f x g),(Z/n)

Il est clair que f X g vérifie ()4, ; on a la compatibilité :

88. N.D.E. : 1] était également possible de ramener cette compatibilité au cas e = 1 qui s’obtient en
combinant 1.1.7 et 1.1.8. Les arguments donnés ici sont d’ailleurs semblables a ceux qui avaient été passés
sous silence en 1.1.8.

559
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PROPOSITION 2.12. Le diagramme suivant
R* f,Z/n(d) @ R*g,Z/n(e) — R*+O(f x g),Z/n(d + e)

(2.12.1) Try® Tr, Tr g

Z/n Z/n,

dans lequel la premiere fléche horizontale est une forme tordue de (2.11.1), est commutatif.

Pour le vérifier, il suffit d’utiliser (Var 3), et I'interprétation asymétrique de la fleche
de Kiinneth utilisée dans la démonstration de XVII 5.4.3 (XVII 5.4.3.5).

2.13. Soient f : X — .S un morphisme S-compactifiable vérifiant (x),;, A un
faisceau d’anneaux sur S et n un entier inversible sur .S tel que n.A = 0.
Pour tout K € D(S, A), on a (XVII 5.2.6)

(2.13.1) Kéz,nR f1ZIn(d) = Rf,(f*K(d)).

Le morphisme trace
Tr, : R* f\ZIn(d) — ZIn
peut encore s’interpréter comme un morphisme
Try @ Rf\Z/In(d)[2d] — Z/n.
Par tensorisation avec K, ce morphisme définit, via (2.13.1), un morphisme trace

(2.13.2) Tr, : Rf(f*K(d)[2d]) — K.

Comme nous le verrons en 3.2.5 le théoréme suivant est essentiellement équivalent
au théoréme de dualité globale en cohomologie étale.

THEOREME 2.14. Soient f : X — S un morphisme lisse et compactifiable purement de
dimension relative d, et n un entier > 1 inversible sur S. Quel que soit le point géométrique
x de X d’image s dans S, il existe un voisinage étale V de s dans S et un voisinage étale U

de x dans f~1(V)

J -

U 7o) X
(2.14.1) e P
Iy
Vv S

tel que le morphisme XVII 6.2.7.4
R f]\ZIn — R fy,\Z/n
soit nul pouri < 2d, et que le morphisme
Tryy R fl,ZIn(d) — ZIn
soit un isomorphisme.

Prouvons tout d’abord le
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LEMME 2.14.2. Soient A une catégorie abélienne, k un entier > 0, (K;)o<;<ox des objets
de D°(A) tels que HP(K;) = 0 pour p & [0,k], f; : K; = K;\; (0 <i <2k —1) des
morphismes et f leur composé. Si HP(f;) = 0 pour p < k, alors il existe dans D*(A) un
morphisme @ du complexe H*(K))[—k], réduit a H*(K,) placé en degré k, dans K, qui
rende commutatif le diagramme

K, Koy

| |

o1 (Ko) == H*(Ky)[—k].

Le lemme est trivial pour k = 0. Prouvons-le par récurrence sur k. L’hypothese
de récurrence appliquée aux complexes o (K;)[1] fournit I'existence d'un morphisme
@' H¥Ky[-k] > 05Ky, qui rende commutatif le diagramme suivant, ou f' =

Jok—z - Jo:

!

Ky 051K
| |+
os 1 (Ko) == H*(K)[-k].

Pour tout complexe L, le triangle distingué

GZI(L)

N

O.SO(L) L

fournit, pour tout complexe M, une suite exacte

= Hom(M, 6o(L)) - Hom(M, L) — Hom(M, 65, L) = Ext'(M, 6 L).
En particulier, on dispose d'un diagramme

® ® @
(2.14.3) Hom(UZkKO’GSOKZk—Z) — Hom(GZkKO’KZk—2) — Hom(GZkKO’O-Zl K2k—2) —> Ext (UZkKO’O-SOKZk—Z)

| | |

@ @®
HOm(Ko,D'SoKZk_z) —— Hom(KO’KQk—Z) —— HOm(K0,0'21K2k_2) —— Extl (KO’D.SOKZI{—Z)

qui s’envoie dans les diagrammes analogues relatifs a K,,_; et K,,. Par hypothese, le
morphisme f’ en @ a une image en @ qui se reléve en @. L’obstruction @ a ce que
I’élément @ se reléve en ® a une image nulle dans le diagramme (2.14.3) relatif & Ky, _;.
Dans ce nouveau diagramme, @ se reléve donc en ®, et la différence entre @ et I'image
de ® a une image nulle en ®, donc est I'image d’un élément @. Cet élément @ a une
image nulle dans le diagramme 2.12.3 relatif a K, ; dans ce nouveau diagramme, f est
donc image de ®, et ceci résout le probleme posé.
Prouvons que, pour une valeur donnée de d, I'énoncé 2.14 implique le

562
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COROLLAIRE 2.14.4. Sous les hypotheéses de 2.14, il existe un diagramme (2.14.1) tel que
le morphisme XVII 6.2.4, dans Db(V, Z/n) admette une factorisation

Rf}\ZIn(d) Rfy\ZiIn(d)

N A

Z/n[-2d],

out est la fleche

t @ Rf}\ZIn(d) = 0s,4Rf)ZIn(d) = H**(Rf}ZIn(d))[-2d] I Zin[-24).

563 Posons f; = f et construisons, par récurrence, 4d diagrammes (2.14.1)
!
-1
Ui fi (V,IH) U/
’ fi,
i+1
/ !/
Vit Vi

vérifiant 2.14. Posons V' =V, et U; = U/ Xy, V. On obtient un diagramme

U4d Ul UO X
f4d f] fo f
V——,

avec U = f~Y V), tel que les fléches
R fii1Zin(d) — R’ f,ZIn(d)
soient nulles (pour i < 2d) et que la fleche
Tr : R¥ f,\ZIn(d) — ZIn

soit un isomorphisme. D’apres 2.14.2, le corollaire est vérifié pour U = Uy,.

Nous sommes préts, maintenant, a prouver 2.14 par récurrence sur d. Le casd = 0
est trivial et le cas d = 1 n’est autre que 1.6.9. Supposons donc d > 2.

Le probleme étant de nature locale sur X et .S, on peut supposer que f admet une
factorisation f = gh, avec g et h lisses compactifiables, purement de dimension d’ et d”
etqued’,d” <d=d' +d". Appliquons 2.14.4 a g et aux morphismes déduits de A par
changement de base, de facon a obtenir un diagramme

U = ~'w X
h/

0 ho h

1%4 Z g 'w Y
80

&0 g
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tel que les morphismes (XVII 6.2.7.3) admettent des factorisations 564
R, ZIn(d") = Zin[-2d"] 5> RhoZin(d")
Rg}yZin(d") = Zin[-2d'] 5> RgyZin(d")

et que Tryy et Trys soient des isomorphismes.

Soient h; et h] les morphismes déduits de A et h; par le changement de base V; et
soit ' = gyhy, fu = goho-

Le diagramme suivant est commutatif :

Rf'ZIn(d) Ry ZIn(d)

ainsi que le diagramme

Rg}, RR! ZIn(d)

Rgo 0" Rho Zin(d) Rgy Zin(d")[-2d"]

_—
Rggv*(n)(d")

1-2d"]
Z/n[-2d]
P[-2d"]
RgoRh/,\Z/n(d RgoZ/n(d")H[-2d" Rgo Rhy Zin(d
8o Rho Zintd) — e an ™ Reo @ =2d ] e~ ReoRhoZin(d)
Pour le diagramme 565
U, f~'w X
!
\ |fW f
W—— —3S§,

la fleche canonique de R f/Z/n(d) dans R fy,Z/n(d) se factorise donc par Z/n[—2d]; les
fleches de R’ f [ Z/n(d) dans R fwZin(d) sont donc nulles pour i < 2d. Enfin, Tr;/ est un
isomorphisme en tant que composé des isomorphismes Trg6 et R2’ 201 Trh{.

Ceci achéve la démonstration de 2.14.

3. Le théoreme de dualité globale
566

| . . , .
3.1. Le foncteur Rf'. Nous aurons besoin d’une variante des résolutions flasques
canoniques.

LEMME 3.1.1. Soit X un schéma cohérent (i.e. quasi-compact quasi-séparé). Le foncteur
hm induit une équivalence entre la catégorie des Ind-objets de la catégorie des faisceaux

densembles (resp. de groupes, resp. de groupes abéliens) constructibles et la catégorie des
faisceaux d’ensembles (resp. de groupes Ind-finis, resp. abéliens de torsion).

Résulte de IX 2.7.2 et IX 2.7.3.
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3.1.2. Soit F un faisceau abélien de torsion sur un schéma X, limite inductive fil-
trante de faisceaux constructibles (7)<, et X, un ensemble conservatif de points de
X. On définit la résolution flasque canonique modifiée de J par la formule

C;(F) = lim C*(F)),
l
ou les C*(F ;) sont les résolutions flasques canoniques de XVII 4.2.2. D’aprés 3.1.1, pour
X cohérent, cette définition ne dépend pas du choix des 7 ;. Elle commute de plus a la
localisation ; ce fait permet de définir C;j(#) par globalisation pour 7 faisceau de torsion
sur un schéma X quelconque, non nécessairement cohérent.

Le complexe C;(F) est une résolution de F, fonctorielle en 7, dont la formation com-
mute a la localisation et aux limites inductives filtrantes; les foncteurs C sont exacts.

Il en résulte que pour un faisceau d’anneaux A sur X, les foncteurs Cy transforment
A-Modules en A-Modules ; ils transforment de méme faisceaux de torsion en faisceaux
de torsion. Il est bien connu que

LEMME 3.1.3. Soit A une U -catégorie abélienne ayant un petit ensemble générateur et
telle que les limites inductives indexées par un petit ensemble ordonné filtrant soient repré-
sentables dans A, et soient exactes. Pour qu’un foncteur F de A° dans (Ens) soit représen-
table, il faut et il suffit qu’il transforme petites limites inductives (quelconques) en limites
projectives.

Cf. p. ex. SGA 4 1 8.12.5, ou on ne suppose pas A abélienne ni les h_r)n filtrantes
exactes.

On appliquera ce lemme a la catégorie Mod(X, A) des faisceaux de modules sur un
site annelé (X, .A). Dans ce cas particulier, si le foncteur F est représenté par le faisceau
F,ona

(3.1.3.1) FU) = F(Ayp).

Cette description de F permet une vérification directe de 3.1.3 dans le cas considéré.
Rappelons que si f : X — .S est un morphisme compactifiable (XVII 3.2.), alors .S
est quasi-compact quasi-séparé (sic), et la dimension des fibres de f est bornée.

THEOREME 3.1.4. Soient f : X — S un morphisme compactifiable et A un faisceau
d’anneaux de torsion sur S. Alors, le foncteur

(3.1.4.1) Rf, : DX, f*A) — D(S, A)

admet un adjoint a droite partiel

(3.1.4.2) Rf': D*(S,A) — DY (X, f*A) :

pour K € Ob D(X, f*A) et L € Ob D*(S, A), on a un isomorphisme fonctoriel
(3.1.4.3) Hom(Rf,K, L) ~ Hom(K, Rf'L).

Muni du morphisme de translation rendant commutatif le diagramme

~

Hom(Rf,(K[1]), L) <~ Hom(K[1], Rf'L) Hom(K, (Rf'L)[-1])

(3.1.4.4) 5[ I‘
Hom((Rf,K)[1], L) —— Hom(Rf,K, L[-1] %Hom(K, RfY(L[-1])),
adj.

ce foncteur Rf" est un foncteur triangulé.
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N.B. La notation Rf" est abusive en ce que Rf' n’est en général pas le dérivé d'un
foncteur f'.
Démonstration Soit d un entier tel que toute fibre de f soit de dimension < d, et choisis-
sons une compactification

X;j))_(
S ~

f
S.

Si K est un complexe de f*.A-Modules sur X, on a
RfiK = RY,(j K.
Pour tout faisceau F sur X, les composants F' du complexe 7.,,C} j, F vérifient
(3.1.4.5) Rk7*Fi =0 pour k>0.

En effet, pour i # 2d, F' est limite inductive de faisceaux flasques, et pour i = 2d et
k > 0, ona (XVII 5.2.8.1)
Rk7‘*F2d — Rk+2df!F =0.
Le complexe simple associé au double complexe résolution flasque canonique modi-
fiée tronquée de K est une résolution de K. En vertu de (3.1.4.5), on a donc (notation de
XVII 1.1.15)

(3.1.4.6) Rf,GK) <= [,t204CLiiK.

Désignons par f| le foncteur des faisceaux de modules sur X dans les complexes de
faisceaux sur S défini par

(3.1.4.7) [I(F) = f,7<4C} i F.

LEMME 3.1.4.8. (i) Les foncteurs f![ sont exacts et commutent aux limites induc-
tives filtrantes; on a f! = 0 pouri & [0,2d].
(i) Le foncteur f, étant borné d composantes exactes, se dérive (XVII 1.2.10) triviale-
ment en Rf, ou simplement f|' : D(X, f*A) = D(S, A). La fléche (3.1.4.6) est
un isomorphisme de foncteurs

Rf = Rf,.

Les foncteurs Cé sont exacts et commutent aux limites inductives filtrantes (3.1.2). Ils
transforment tout faisceau en un faisceau acyclique. Les foncteurs 7* et j, commutent
aux limites inductives filtrantes. On en déduit que

a) les foncteurs 7* C 1’5 J1» donc aussi les foncteurs f, !i, commutent aux limites induc-
tives filtrantes ;

b) pour i < 2d, les foncteurs f f = 7* Cé J) sont exacts. Pour i = 2d, on vérifie que
f{ est exact par (3.1.4.5).

Les assertions restantes de 3.1.4.8 sont triviales.
REMARQUE 3.1.4.9. La définition de f| est indépendante du faisceau d’anneau A, et

garde un sens pour tout faisceau abélien. L’assertion 3.1.4.8 (i) reste valable dans les
catégories de faisceaux abéliens de torsion sur X et .S.

569
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D’apres 3.1.4.8 et 3.1.3, le foncteur
ff : Mod(X, f*A) — Mod(S, A)

a un adjoint & droite f; ; puisque f | est exact, f} transforme injectifs en injectifs.
Avec la convention de signe (XVII 1.1.12), les foncteurs fi! forment un complexe de
foncteurs exacts a gauche, nul en degré cohomologique n & [-2d,0] :

(3.1.4.10) 1 Mod(S, A) — CE(X, f*A).

Le foncteur f! se dérive (XVII 1.2.10) en un foncteur triangulé
(3.1.4.11) Rf': D*(S,A) — DY(X, f*A),

adjoint a droite au foncteur Rf, (= Rf, = Lf\) («formule triviale de dualité »). Plus
précisément, si I € Ob C*(S, A) est un complexe de faisceaux injectifs de .A-modules,

les A-modules f;I" sont injectifs, et on dispose d’un isomorphisme de triples complexes
(XVII 1.1.12)

(3.1.4.12) Hom'(f, K, I) — Hom'(K, f'I).

Passant au H® du complexe simple associé (calculé par produits), on obtient I'énoncé
d’adjonction. On laisse au lecteur le soin de vérifier la compatibilité (3.1.4.4).

REMARQUE 3.1.5. Supposons que le foncteur Rf' soit d’amplitude cohomologique
finie. D’aprés XVII 1.2.10 le foncteur f! admet alors un dérivé

(3.1.5.1) Rf': D(S, A) — D(X, A).
Ce dérivé est encore adjoint a droite au foncteur Rf) (3.1.4.1). En effet, on a

L—L K'—K
L—L'
! ~ 1; ’ ! ~ T; 1oty
Homp x\(K,Rf'L) ~ h—l}l Homg x\(K',Rf"L) ~ h_rN)n Homy x(K', fIL")
K'—K K'—K
L—L'

et, par adjonction,
Homy ) (f/K’, L") = H* Hom(f,K', L") ~ HHom(K', f!L') = Homg x,(K', L").
DEFINITION 3.1.6. Le foncteur triangulé
Rf': D*(S,A) — DY(X, f*A)
(ou, sous les hypotheéses de 3.1.5,
Rf': D(S,A) — DX, f*A)),
adjoint a droite au foncteur R f (3.1.4.1) s’appelle le foncteur image inverse extraordinaire.

PrROPOSITION 3.1.7. Supposons le morphisme compactifiable f : X — S de dimension
relative < d.
(i) Si L € Ob D*(S,.A) vérifie H'(L) = 0 pouri < k, alors H'Rf'L = 0 pour
i<k-2d.
(ii) Pour L € Ob D’(S, A), on a

diminj(Rf'L) < diminj(L).
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Le foncteur Rf' est le dérivé droit de f! : Mod(S, A) - CPMod(X, f*A). Las-
sertion (i) résulte de ce que (f!)’ = 0 pour i < —2d, et 'assertion (ii) résulte de ce que
(f})' = 0 pour i > 0, et que les foncteurs f; transforment injectif en injectif.

ProPoSITION 3.1.8. Soit f : X — S un morphisme compactifiable quasi-fini.
(i) Le foncteur f, : Mod(X, f*A) — Mod(S, A) admet un adjoint d droite f' :
Mod(S, A) — Mod(X, f*A), et Rf" est le foncteur dérivé du foncteur f.
(ii) Si f est une immersion fermée, alors f' est le foncteur « sections a support dans
X».
(iii) Si f est étale, alors f* s’identifie au foncteur f*, avec
TI'f . f|f*F — F
comme morphisme d’adjonction.

L’assertion (i) résulte aussitot du cas particulier d = 0 de la démonstration de 3.1.4 :
ona f' = fietf !'= f' De facon équivalente, I'existence d’un foncteur adjoint f !
résulte de 3.1.3 et de ce que f, est exact et commute aux limites inductives filtrantes;
I'adjonction (f), Rf ") est une « formule triviale de dualité ».

L’assertion (ii) est claire, et (iii) est XVII 6.2.11.

3.1.9. Soient f : X — .S un morphisme compactifiable, .4 un faisceau d’anneaux
de torsion sur S, et annelons X par I'image réciproque de A. Soient K € Ob D™ (X, f*A),

L € Ob DT (X, f*A) et représentons L par un complexe borné inférieurement de fais-
ceaux injectifs, de sorte que

RHom(K, L) ~ Hom(K, L).
Le complexe Hom(K, L) est a composantes flasques, et donc
(3.1.9.1) Rf.,RHom(K, L) ~ f, Hom(K, L).

Choisissons une compactification de f et un entier d comme dans la démonstration de
3.1.4, d’ot un foncteur f" (3.1.4.7).

k

Xy, X X }
X)_( \
fv v

ky f

(3.1.9.2) X
7

Iy

V S.

Pour tout V' € Ob S,;, on a un isomorphisme®

(3.1.9.3) K f; = [k,
de sorte que
Hom'(f/K, f L)(V) =~ Hom'(f,(kx K), fy, (kL))

89. N.D.E. : Ce morphisme est donné par la construction de XVII 4.2.6, mais il n’y a aucune raison
que ce soit un isomorphisme si on n’a pas préalablement fait des choix cohérents de points sur les topos
considérés. Pour que ce soit le cas, il faut que le carré qui intervient dans XVII 4.2.6 soit en quelque sorte
cartésien. Plus précisément, il convient ici de fixer une famille de points (p),cp du topos S, et pour tout
V € Ob S,,, on consideére la résolution flasque canonique modifiée utilisant la famille de points associés
par la correspondance de IV 6.7 aux couples (p,&) oup € Pet €V,
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La fonctorialité de f},, nous fournit
Hom'(K, L)(Xy) = Hom'(ky K, k%, L) — Hom'(fy,,(kx K), f}, (k% L)),
d’ou une fléeche, au niveau des complexes,

(3.1.9.4) f«Hom'(K, L) — Hom'(fK, f,L).

D’apres (3.1.9.1), cette fleche se dérive en
(3.1.9.5) Rf,RHom(K, L) — RHom(Rf,K,Rf\L).

Soient maintenant K € Ob D™ (X, .A) et L € Ob D*(S, A). La fleche d’adjonction
de Rf\Rf'L dans L et (3.1.9.4) fournissent une fléche composée

Rf,RHom(K,Rf'L) — RHom(Rf,K,Rf,Rf'L) — RHom(Rf,K, L),
forme locale sur S de I'isomorphisme d’adjonction :

(3.1.9.6) Rf,RHom(K, Rf'L) — RHom(Rf K, L).

PROPOSITION 3.1.10. La fléche 3.1.9.6 est un isomorphisme.

Soit V' € Ob S, et reprenons les notations de (3.1.9.2). L’isomorphisme (« de transi-
tivité »)
kiRfy, =~ Rfkx,
dont I'existence est la racine de la théorie du foncteur R f), se transpose en un isomor-
phisme de localisation (3.1.8. (iii))

(3.1.10.1) *Rf' ~ RfK*,
représenté au niveau des complexes par un morphisme
Ky f! — fik

Pour vérifier que (3.1.9.6) est un isomorphisme, il suffit de vérifier que pour tout
V € Ob S, (3.1.9.6) induit un isomorphisme

(3.1.10.2) Hom(k% K, k% Rf'L) ~ H'(V, Rf,RHom(K, Rf'L))
—s H%(V, RHom(Rf,K, L)) ~ Hom(k*Rf K, k*L)

Pour V' = X, cecin’est autre que (3.1.4.3). Le cas général en résulte via la compatibi-
lité suivante, que le rédacteur n’a pas vérifiée :

LEMME 3.1.10.3. Le diagramme

3.1.10.2
Hom(k% K, k% Rf'L) —1%?  Hom(k*Rf,K, k*L)
s |3.1.10.1) s | (localisation)
1.4, A%
Hom(k’, K, RFLk% L) <220 Hom(Rf,k*K, k* L)

est commutatif.
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3.1.11. Soient un carré cartésien

X’ X
(3.1.11.1) P p
Y £ S

avec f compactifiable, A un faisceau d’anneaux de torsion sur .S, B un faisceau d’an-
neaux de torsion sur S’ et M un complexe de (f*.A, B)-bimodules, borné supérieure-
ment. On dispose alors, au niveau des complexes, d'un morphisme de foncteurs en K

(K € ObC(X, f*A))

(3.1.11.2) M®, g f[K— f{"(f"M®,8 K.

qui se transpose en un morphisme de foncteurs en L (L € Ob C(S’, B))
(3.1.11.3) g.Homyg(f'*M, fI'L) — flg, Homz(M, L).

Ce morphisme se dérive en morphisme de foncteurs en L, de D" (S’, B) dans D*(X, f*A) :

3.1.11.4 Rg/RHomgz(f'*M,Rf''L) — Rf'Rg, RHomz(M, L),
* B * B

qui rend commutatif le diagramme suivant,ou K € Ob D™ (X, f*A)et L € Ob D*(S’, B) :

[©)
Hom(K,Rg}, RHom 5 (f*M,Rf'' L)) —— Hom(K,Rf' Rgs R Hom5(M,L)) < Hom(Rf\K,Rg, RHomz(M,L))
adj N

| |

Hom(g/*K R HomB(f/*M,Rf”L) Hom(g*Rf\K,RHom 5(M L))

| .

Hom(f"*M® 5" *K.Rf"* 1) <2 Hom(R/{"(f"* M® 5" *K).L) ——> Homp(M ®; g*Rf\K.L).

Dans ce diagramme, @ (déduit de la fleche XVII 5.2.2.1) est un isomorphisme (XVII
5.2.6). La fleche @ est donc un isomorphisme quel que soit K, et ceci implique que
(3.1.11.4) soit un isomorphisme.

Le théoreme de changement de base pour un morphisme propre se transpose donc
en la

PrRoOPOSITION 3.1.12. La fléche (3.1.11.4) est un isomorphisme.

On appelle cet isomorphisme [’isomorphisme d’induction.
En voici 3 cas particuliers.

COROLLAIRE 3.1.12.1. Soient f : X — S un morphisme compactifiable, A et B deux
faisceaux d’anneaux de torsion sur S, et ¢ : A — B un homomorphisme. Désignons par p
la restriction des scalaires de B a A. On a alors, pour K € Ob D*(S, B)

pRf'K = Rf'(pK).

Il suffit dans (3.1.11.3) de prendre S =S'. X = X' A=A, B=B, M = B.
On voit donc que le faisceau d’anneaux joue un réle bidon dans la construction de

Rf'.
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COROLLAIRE 3.1.12.2. Soient f : X — S un morphisme compactifiable, A un faisceau
d’anneaux de torsion sur S et K € ObD~ (S, .A), L € ObD*(S, .A). On a la formule
d’induction

RHom(f*K,Rf'L) > Rf'RHom(K, L)
(faire S = S5', X = X').
COROLLAIRE 3.1.12.3. Pour tout carré 3.1.11, et tout L € Ob D* (S’, A), on a

Rg'Rf"'LS Rf'Rg, L
(faire B= f*A =M).
3.1.13. Pour un composé gh de morphismes S-compactifiables
xLvyiz
I'isomorphisme de composition

Coh - Rg Rh, = R(gh),

se transpose en un morphisme de composition®’

(3.1.13.1) cyp - Rn'Rg' 5 R(gh)

vérifiant la condition de cocycle habituelle pour un composé triple. En d’autres termes,
les catégories DT (X, f*.A) forment les fibres d’une catégorie fibrée et cofibrée sur la catégo-
rie d’objets les S-schémas f : X — S, ayant pour fleches les morphismes .S-compactifiables,
les foncteurs image directe (resp. image réciproque) étant les foncteurs Rf, (resp. Rf").
Pour tout carré commutatif de morphismes compactifiables,

X ———X

f! f

S —— S,
g

on dispose donc d’'un morphisme de cochangement de base (XVII 2.1.3)

(3.1.13.2) ch' : Rf/Rg' — Rg'Rf,.

3.1.14. Soit un carré cartésien

X' X
s s
Y £ S,

avec f compactifiable, et soit .4 un faisceau d’anneaux de torsion sur .S. On annele .S’,
X et X' par les images réciproques de A, encore désignées par A par abus de notation.

90. N.D.E. : Le morphisme transposé va en réalité dans 'autre sens, mais cela ne pose pas de pro-
bléme puisque c’est un isomorphisme.
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L’isomorphisme de changement de base
(3.1.14.1) g*Rf = Rf/g'"*

permet de considérer les catégories D(S, A), D(X,A), D(S’, A) et D(X', A) comme
les fibres d’une catégorie cofibrée sur la catégorie du diagramme commutatif

|

les foncteurs images directes étant les foncteurs Rf,, Rf/, g* et g’ * (sic). Lorsqu’on
se restreint aux catégories DT, on obtient méme une catégorie fibrée et cofibrée sur ce
diagramme, les foncteurs images directes étant les foncteurs Rf', Rf’ Y Rg, et Rg, (sic).
On en déduit

a) un « isomorphisme de transitivité » (sic) pour les foncteurs « images inverses »
|~ |

déja obtenu en 3.1.12.3 (avec la méme définition par transposition de (3.1.14.1).
b) un « morphisme de changement de base » (XVII 2.1.3)

(3.1.14.2) g *Rf' — Rf''g*
qui, d’apres loc. cit., peut se décrire des deux facons suivantes :
a) par adjonction, se donner un morphisme (3.1.14.2) revient a se donner un mor-
phisme
Rf!/g/*Rf! N g*.
Le théoreme de changement de base fournit un tel morphisme comme composé
Lk |~ , &"*adj. .
Rf/g"Rf" — g RfRf  —— g~
b) par adjonction, se donner un morphisme (3.1.14.2) revient a se donner un mor-
phisme
Rf'— Re.Rf"'g"
L’isomorphisme (3.1.12.3) fournit un tel morphisme comme composé
Rf' ——— Rf'Rg.g" < Rg.Rf''s".
Rf'xadj.

D’apres leurs interprétations en terme de catégorie fibrée et cofibrée, il est clair que
les morphismes (3.1.12.3), (3.1.13.2) et (3.1.14.2) vérifient chacun deux compatibilités du
type XII 4.4 pour f ou g composé de deux morphismes’..

Les résultats de topologie générale qui suivent seront utilisés au n°® suivant.

3.1.15. Soit f : X — S un morphisme de sites. Désignons par I'(f) le site suivant

a) La catégorie I'(f) est la catégorie des triples (U, V', @) avec
U eOb(X),VeObsS, @eHom(U,/f*V).
b) Une famille de morphismes (u;,v;) : (U;, Vi, p;) = (U,V, @) est couvrante si,

171

dans X, les morphismes u; : U; = U couvrent U.

On a alors

91. N.D.E. : Ces constructions peuvent aussi étre interprétées dans le contexte des structures
d’échanges et des foncteurs croisés, cf. [1].
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. Le foncteur de I'(f) dans X donné par
u,v,p)— U

est une équivalence de sites y : X — I'(f).
. Le foncteur f} de .S dans I'(f)

Vo (f*V,V,1ds)

est un morphisme de site, noté f : I'(f) — S, ou simplement f par abus de notation.
Il vérifie fry ~ f. Le foncteur f; admet un adjoint a gauche fr. :

f[‘. : (U’Va(p)'_>V

Le foncteur f. est donc un comorphisme de site de I'(f) dans S%, et définit le méme
morphisme de topos que le morphisme de site f.

X — I'(f)

(3.1.15.3)

On en déduit la régle suivante pour calculer 'image inverse d’un faisceau”

. Soient F un faisceau sur S, /7 le préfaisceau sur I'(f) donné par
70V, @) =FV),
et afJ le faisceau engendré. Alors
[FFU)=aftF UV, ).

3.1.16. Soient f : X — S un morphisme de sites, A un faisceau d’anneaux sur .S,
3B un faisceau d’anneaux sur X et d un entier. Soit un objet K du type suivant

. K associe a chaque objet U de X un complexe K(U) de (A, f|U*(23|U))—modules
sur S, nul en degré > d, et K(U) est un foncteur covariant de U.

Pour tout faisceau de .4-modules & sur S, on désignera par K'% le complexe de
faisceaux sur X engendré par le complexe de préfaisceaux de B-modules :

U — Hom 4(K(U), F).
On désignera par RK" le dérivé de K
RK' : D*(S,A) — D*(X, B).

SiU : K; — K, est un morphisme d’objets (3.1.11.1), alors U induit des morphismes de
foncteurs

'w: K, — K| et RK;— RK|.

Sous les hypotheses précédentes, on a

92. N.D.E. : Cette terminologie n’étant pas familiére, il convient de préciser ici qu’il s’agit des no-
tions intervenant dans III 2 et IV 4.7 (on prendra garde au fait que dans 1’édition originale, a I'’endroit de
cette deuxieme référence, des coquilles empéchaient de comprendre dans quel sens allaient au juste les
fleches).

93. N.D.E. : Il est ici fait usage de III 2.3 ou de IV 4.7.3.
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ProrosITION 3.1.17. (i) Pour tout point x de X et pour tout L € Ob D*(S, A),
on a, désignant par V (x) la catégorie des voisinages de x

(3.1.17.1) H"(RK'L), ~ lim  Ext"(K(U), L).
UeObV(x)
(ii) On a donc une suite spectrale
(3.1.17.2) E} = lim Ext’(Z~1(K(U)), L) = H"(K'L),.

UeOb V(x)

(iii) Si X© est un ensemble conservatif de points de X, etu : K; — K, un morphisme
d’objets (3.1.11.1), alors, pour que

'u : RK} — RK|

soit un isomorphisme, il faut et il suffit que pour tout n et tout x € X°, le mor-
phisme de pro-objets de Mod(S, A)

(3.1.17.3) u,: “lim” #"K(U) — “lim” #"Ky(U)
UeOb V (x) UeOb V(x)

soit un isomorphisme.

Pour prouver (i), on prend pour L un complexe d’injectifs, de sorte que (3.1.17.1) est
trivial ; il est clair que (i) = (ii).

Que la condition (3.1.17.3) de (iii) soit suffisante résulte aussitot de (3.1.17.2). Nous
n’aurons pas a faire usage de ce qu’elle est nécessaire. Si ‘u est un isomorphisme, alors,
d’aprés (3.1.16.1), pour tout faisceau injectif I sur (S, .4), on a

\ 1: » n ~ W 1 2 n
Hom( 1(21 Z"Ky(U), I) — Hom( l(ln Z"K (U), I),
Vix) Vix)
et on conclut en notant que dans toute catégorie abélienne ayant assez d’injectifs (ici,

Mod(S, A)), les foncteurs Hom(x, I') pour I injectif de .4 forment un systéme conservatif
de foncteurs sur Pro(A).

ExemMPLE 3.1.18. Soient f : X — .S un morphisme compactifiable de schémas, et A
un faisceau d’anneaux de torsion sur S. On annele X par f*.A. Choisissons un entier d
qui majore la dimension des fibres de f, ainsi qu'une compactification de f, et posons
(3.1.4.7))

(3.1.18.1) KU) = f/((f*Ay).

D’apres la formule (3.1.3.1) pour I'adjoint de f’, on a un isomorphisme

(3.1.18.2) =K' 1 Mod(S, A) — CP Mod(X, f*A).
et donc
(3.1.18.3) Rf'=RK': D*(S,A) — D (X, f*A).

ExeEMPLE 3.1.19. Soient f : X — S, A, B et d comme en 3.1.16. Soit K un objet du
type suivant.
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.Pourtout W = (U, V, @) € Ob I'(f) (3.1.15)**, K(W) est un complexe de (Ay, (o*Bw)-Modules
sur V, fonctoriel en W': pour tout morphisme (u,v) : W; = (U, V@) - W, =
(U,, V5, @) il est donné

K(u,v) : KW)) — v'K(W,), ie.
Ku,v) : v,,K(W;) — K(W,).

A tout objet K (3.1.19.1) est associé un objet K’ (3.1.16.1) relatif a f : I'(f) — S,
donné par

(3.1.19.2) K'(U,V,p)=jKU,V,p)
pour j « morphisme d’inclusion » de V' dans S. On pose

K' = K'"" e RK' = RK''
defn defn

ExEMPLE 3.1.20. Avec les notations de 3.1.19, faisons B = f*.A4 et posons

(3.1.20.1) KWU,V,p)= Ay (endegré0)
582 D’apres 3.1.15.4, on a alors des isomorphismes de foncteurs

(3.1.20.2) K'~ f*

(3.1.20.3) RK'=~ f*.

3.2. Dualité de Poincaré.
3.2.1.  Soit f un morphisme plat compactifiable purement de dimension relative d
(ou, plus généralement, vérifiant la condition (), de 2.9) :

X%X
f
i
S

Soit n un entier > 1 inversible sur .S et supposons .S annelé par un faisceau d’anneaux
A tel que nA = 0. D’apres 3.1.18, le foncteur Rf' : D¥(S,A) - D*(X,.A) peut se
calculer par le procédé de 3.1.16, pour K donné par (3.1.18.1).

Soit K’ le foncteur du type (3.1.19.1) quia (U, V, @) € Ob I'(f) associe le complexe
de faisceaux Z/n(—d)[—2d] sur V, réduit a Z/n(—d) placé en degré 2d, et soit K" 'objet
du type (3.1.16.1) correspondant (3.1.19.2), relatifa f : I'(f) — S.

On peut regarder K et K” comme des objets 3.1.16.1 relatifa I'(f) — S. De plus, pour
tout (U, V, @) € Ob I'(f), le morphisme trace 2.9 définit un morphisme de faisceaux sur
4

Tr : R*@,ZIn — ZIn(—d),

94. N.D.E. : Par définition, ¢ est un X-morphisme U — V X X. Pour bien comprendre cet exemple,
il faut prendre le point de vue équivalent consistant a interpréter ¢ comme un S-morphisme ¢ : U — V.
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d’ou, désignant par j le morphisme de V' dans .S, un morphisme de foncteurs

(3.2.1.1) K(U) = f,7<4CiZiny — > (K(U))[-2d] =

Tr
R f(Zin)y ~ jiR¥¢\Zin —> j,ZIN(—d) = K"(U,V, 9)).

Une forme tordue de 3.1.20 montre que
RK"' = Rf*(d)[2d].
D’apres 3.1.16, on dispose donc d’'un morphisme composé

(3.2.1.2) t;: Rf*(d)[2d] ~ RK" — Rk' =~ Rf".

REMARQUE 3.2.2. Si le foncteur Rf"' est de dimension cohomologique finie, alors
est encore défini en tant que morphisme entre foncteurs de D(S, .4) dans D(X, f*.A),
(définition en 3.1.5).

On dispose d’une autre méthode pour construire une fleche (3.2.1.2), par adjonction
a partir de (2.13.2)

Tr : Rf,(f*L(d)[2d]) — L.

Ces deux fléches coincident :

LEMME 3.2.3. Pour L € Ob D*(S, A) (resp. D(S, A) si le foncteur Rf' est de dimen-
sion cohomologique finie), le diagramme

, Rfi(ty) |
Rf\(f7 L(d)[2d]) RfRfL
Trs adjonction
L L

est commutatif.

Donnons tout d’abord une variante de la définition de 7, en termes du foncteur f !
(3.1.4.10). Soient U € Ob X, V' € Ob S, et ¢ € Hom (U, V). Par définition,

et>
SIIL)U) =Hom(f; Ay. L) ;

le morphisme trace définit un morphisme

Tr, : fi Ay — A—d)[-2d]
qui se transpose en

ty : SIL)U) «— L(d)[2d](V).
Les morphismes 7/, définissent un morphisme
t;: frL(d)[2d] — f!L

dont on laisse au lecteur le soin de vérifier que, dans la catégorie dérivée, il coincide
avec (3.2.1.2). Cette description montre que les diagrammes suivants sont commutatifs

583

584



585

330 XVIIL. LA FORMULE DE DUALITE GLOBALE

au niveau des complexes, pour L complexe de Modules :

Hom'(Ay, L) Hom'(f*A(d)[2d], f*L(d)[2d])

Trf |[f

Hom(f, f*A(d)[2d], L) ——— Hom'(f* A(d)[2d], fio).

Par fonctorialité des fleches de ce diagramme en Ay, on déduit que pour tout faisceau,
ou tout complexe de faisceaux K, le diagramme suivant est commutatif :

Hom'(K, L) Hom'(f* K(d)[2d], f*L(d)[2d])

g |

Hom'(f, f*K(d)[2d], L) = Hom'(f*K(d)[2d], f!L).

Prenant K = Letld : L — L, on trouve 3.2.3 au niveau des complexes.

Je serais reconnaissant a toute personne ayant compris cette démonstration de me
I'expliquer.

3.2.4. On déduit aussitot de ce lemme et de la définition (3.1.13) des isomorphismes
de composition par adjonction que si f est le composé de deux morphismes plats de
présentation finie compactifiables et purement de dimension relative d; etd, : f = gh,
et sid = d| + d,, alors le diagramme

h*(g" L(d,)[2d,]1)(d})[24,]) (gh)" L(d)[2d]

lth*tg jtgh

Rh' Rg' L = R(gh)'L

~

est commutatif.

THEOREME 3.2.5 (Dualité de Poincaré). Soient f : X — .S un morphisme lisse compac-
tifiable (S est donc quasi-compact quasi-séparé (sic)), d la fonction localement constante
sur X «dimension relative de f », n > 1 un entier inversible sur S, et A un faisceau d’an-
neaux sur S vérifiant nA = 0. Alors le foncteur

Rf, : DX, f*A) — D(S, A)
admet pour adjoint a droite le foncteur de D(S, A) dans D(X, f*A) :
K — f*K(d)[2d]
avec le morphisme (2.13.2)
Tr, : Rff*K(d)[2d] — K
pour fléche d’adjonction :
Hom(K, f*L(d)[2d]) — Hom(Rf K, L).

Démonstration. On se ramene au cas d constant. D’apres la description 3.2.1 de la fleche
17(3.2.1.2), le théoreme 2.14, joint au critére 3.1.17 (iii), implique que la fleche 7, est un
isomorphisme (pour L € D*(S, A))

t; 1 f*L(d)[2d] = Rf'L.
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En particulier, le foncteur Rf" est de dimension cohomologique finie, donc est dé-
fini sur la catégorie dérivée entiere. Le morphisme 7, reste un isomorphisme pour L €
D(S, A)”.

Par définition, Rf 'est I’adjoint a droite du foncteur Rf,; d’apres 3.2.3, la fleche 586
d’adjonctionde Rf\Rf 'K dans K s’identifie, via t £ aTr >etceci achéve la démonstration
de 3.2.5.

On identifiera dorénavant a 'aide de 7, les foncteurs f* L(d)[2d] et Rf 'L.

3.2.6. Soient S le spectre d’un corps algébriquement clos, k, X un schéma compac-
tifiable et lisse sur k purement de dimension relative d, n un entier inversible dans k
et Fun faisceau de Z/n-modules localement constant constructible, i.e. un « systeme de
coefficients » tué par n. Désignant par ¥ un Z/n-dual, on a

RHom(F,Z/n) = F¥ (en degré 0).
Cette formule résulte de ce que Z/n est un Z/n-module injectif. L’isomorphisme 3.2.5.1,
ou, plutét 'isomorphisme qui s’en déduit
RI' RHom(F, Z/n(d)[2d]) = RHom(RI,(F),Z/n),
s’écrit donc ici
(3.2.6.1) RI(FY(d)[2d]) = RHom(RI.(F),Z/n).

Passant aux groupes de cohomologie, et utilisant a nouveau que Z/n est un Z/n-module
injectif, ceci donne

(3.2.6.2) H>~(X, FV(d)) = HI(X, F),

qui est la forme habituelle de la dualité de Poincaré.

95. N.D.E. : Plus précisément, le fait que Rf"' soit de dimension cohomologique finie permet de
montrer que 'on peut définir le foncteur Rf' sur la catégorie dérivée entiére de fagon & ce que pour un
complexe " de faisceaux injectifs, Rf'I" soit le complexe simple associé au complexe double f!I°. Dés
lors, pour tout n € Z, le morphisme induit au niveau du n-iéme faisceau de cohomologie par 7, évalué sur
I s’identifie au méme morphisme pour un tronqué béte I=* pour k assez petit, ce qui permet de conclure.
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EXPOSE XIX

Cohomologie des préschémas excellents d’égales caractéristiques

M. Artin

Dans cet exposé on développe la théorie de la cohomologie étale pour les préschémas
excellents (EGA IV 7.8.1) d’égales caractéristiques, en admettant le théoréme de résolution
des singularités pour de tels préschémas, sous la forme suivante :

Soit X = Spec A un schéma local excellent d’égales caractéristiques, et soit U C X
un ouvert régulier. Il existe un morphisme propre et birationnel f : X’ — X et une
immersion ouverte U — X' au-dessus de X tel que X’ soit régulier et que Y = X — U
soit partout de codimension 1, a intersections transversales.

Les démonstrations sont donc valables, « pour l'instant », seulement en caractéristique
zéro [4]. On pourrait aussi en déduire des résultats pour les préschémas de caractéris-
tique p > 0 dans les basses dimensions [1].

Sous I’hypotheése de résolution, on obtiendra des résultats plus ou moins satisfai-
sants pour les préschémas d’égales caractéristiques et pour les coefficients premiers a
la caractéristique (cf. 3.2, 4.1, 5.1, 6.1). Par contre, on ne connait presque rien sur la co-
homologie des préschémas généraux d’inégales caractéristiques, méme en dimension 2,
ou on dispose de la résolution [2]. Par exemple, on ne connait le théoréme de pureté 2.1
pour aucun anneau complet d’inégales caractéristiques de dimension > 1. Ce résultat,
pour les anneaux de séries formelles k[[x,...,x,]] (1.2), est un des outils principaux
dans la théorie. Notons d’ailleurs que pour la démonstration de 1.2, on ne se sert pas du
théoreme de résolution. Ce théoréme est donc démontré en caractéristique quelconque.

On va utiliser souvent sans mention explicite les propriétés des schémas excellents
qui sont développés dans EGA IV 7.8, tels que la stabilité par rapport aux extensions de
type fini (EGA IV 7.8.3(ii)) et par rapport aux localisations strictes. Ce dernier fait résulte
de la résolution et de EGA IV 7.9.5.

1. Pureté pour 'anneau k[[xq, ..., x,,]]

Rappelons le corollaire suivant de XVI 3.7 :

COROLLAIRE 1.1. Soit A un anneau strictement local, et notons A{x} le localisé strict
de A[x] en l’'idéal premier engendré parrad A et x. Soit U = Spec A{x}[1/x]. Alors pourn
premier a la caractéristique résiduelle de A, on a

R,(A) si g=0

HIU,n,) ~12Z/n si g=1

0 si g> 1.
En effet, soit X = Spec A[x], et Y = V(x) le lieu des zéros de x dans X. Alors
(Y, X) est un couple lisse (XVI 3.1) au-dessus de Spec A. D’apres (V 4, VIIL 5), HY(U, p,,)

s’identifie a la fibre du faisceau #. ;H'l (X, p,) en un point géométrique au-dessus du
point (rad A, x) de X, et le corollaire résulte donc immédiatement de (XVI 3.7). Notons
que M,, Z/n sont tous les deux des groupes cycliques d’ordre n. On les a mis ici pour
donner les formules canoniques (cf. 3.4).

335

588

589

590

591



592

593

336 XIX. COHOMOLOGIE DES PRESCHEMAS EXCELLENTS D’EGALES CARACTERISTIQUES

THEOREME 1.2. Soit k un corps séparablement clos, et U = Spec k[[xq, ..., x,]] [1/x,].
Alors pour n premier a la caractéristique de k, on a

p,(A) si g=0
HIYU,p,) =1Z/n si g=1
0 si g>1.

REMARQUE. La démonstration vaut également pour ’anneau de séries convergentes,
dans le cas k = C. De plus, on évite facilement I’hypothése que k soit séparablement clos
en faisant I’énoncé avec un peu plus de soin. Mais pour établir le théoreme de pureté
générale 3.2 (sous I’hypothese de résolution des singularités, bien entendu), nous avons
besoin du résultat seulement dans le cas k séparablement clos, et ces autres assertions
sont des corollaires de ce théoréme 3.2.

Pour les dimensions 0, 1, on peut démontrer le résultat pour chaque anneau régulier
strictement local :

LEMME 1.3. Soit A un anneau régulier strictement local et x € rad A un parameétre local.
Soit U = Spec A[1/x]. Alors HOYU, B, = n, (A), et on a des isomorphismes canoniques

Zin~ H°(U,G,)/(H(U,G,))" ~ H'(U,p,),
ou le générateur de Z/n est le « résidu » de x € H° (U, G,

Démonstration. Pour g = 0, ’'assertion est que U soit connexe et non-vide. C’est vrai.
Pour ¢ = 1, appliquons la suite exacte de Kummer (IX 3.7). On a PicU = 0 parce que A
est régulier et factoriel, et que U est un ouvert de X = Spec A. Il s’ensuit qu’on a la suite
exacte

H°U,G,) > H(U,G,) —» H'\(U,p,) - 0,
et il reste a démontrer que HO(U, G,,)/H(U,G,,))" est isomorphe a Z/n et engendré
par le résidu de x. Or on a une suite exacte évidente

0— H(X,G,)— H°U,G,) —Z—0

[ 12
A* A[1/x]*

ol 'image d’une section a € H® (U,G,,) dans Z est 'ordre du zéro de a de long de
{x = 0}. Le groupe A* est divisible par n, parce que A est strictement local et que n est
premier 2 la caractéristique résiduelle. En effet, siu € H® (X, G,,), ’équation Y" —u = 0
définit une extension finie étale de A, qui est donc complétement décomposée. Il s’ensuit
que H' (U, n,) =~ Z/n, d’ou le lemme.

Démonstration de 1.2. Il reste a traiter le cas ¢ > 1. Rappelons la terminologie de (V,
appendice). On a
HYU,w,) =lim H(U, p,)
U

ou U= {Uo — U —... } parcourt la catégorie (filtrante, a homotopie pres) des

hyper-recouvrements de U. Soit U un tel hyper-recouvrement, et prenons des U; séparés
et de type fini. Puisqu’on veut démontrer que H? (U, p,) = 0, il suffit de trouver un
hyper-recouvrement V et un morphisme V — U tel que le morphisme induit

Hq(U7 u'n) B Hq(V’ un)
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soit le morphisme nul.

Soit {W,...,W,,} I'ensemble des composantes connexes de tous les U; pour i <
q + 1, et soit B, I’anneau normalisé de A = k[[xy,...,x,]] dans le corps R(I/Vj) des
fonctions rationnelles sur I/Vj Alors, puisque I/Vj — U est étale, le schéma VVJ est un
ouvert de Spec B;, disons I'ouvert complémentaire a Spec C;, ou C; est 'anneau réduit
quotient de B; convenable.

Choisissons en plus un élément b; de B; tel que b; engendre 'extension séparable
R(W) de k((xq, ..., x,)). Soit f(Y) € A[Y] le polynéme unitaire irréductible de b; au-
dessus de A, de sorte que B; soit isomorphe au normalisé de I'anneau A[Y ]/(f ;). Soit
enfin d ;€A le discriminant de f ;(Y), qui est un élément non-nul de A.

Or il est permis de remplacer les x; pour i < r par d’autres éléments de A, la seule
condition étant que {xy, ..., x,} doivent former un systéme de parametres de A.

Il est facile de voir qu’en changeant au besoin ces éléments, on peut supposer que les
hypotheéses suivantes sont satisfaites :

1.4.
(i) Pour chaque j tel que d ; ne soit pas une unité, x;,...,x,_1, d ; engendrent un
idéal primaire pour rad A.
(if) Pour chaque j, les images des x, ..., x,_; dans C; engendrent un idéal primaire
pour rad C;.

Alors on a le lemme suivant :

LEMME 1.5. Soit A? = kl[xys...,x,_1]] {x,} le hensélisé de k[[x,...,x,_;]] [x,] en
le point (xy, ..., x,), soient X° = Spec A et UY = Spec A° [1/x,]. Sous les conditions 1.4
ci-dessus, il existe un hyper-recouvrement U° de U® (d’ordre q + 1) et un isomorphisme
U Xxo0 X ~U.

Admettons le lemme. Or I'anneau A° est excellent (EGA IV 7.8.3 (ii), 7.9.5), et par
conséquent, les composantes connexes des U et des U; sont en correspondance biuni-
voque (EGA IV 7.8.3 (vii)). L’isomorphisme U? x x0 X =~ U donne donc un isomorphisme

HIU, p,) ~ HIU, ).

Puisque k est séparablement clos, A? est un anneau strictement local, et on peut appli-
quer 1.1 a I'anneau A°. Il s’ensuit que H9 (U°, p,)) = 0. Mais

HIU, p,) = lim HI(VO, ),
VO

ot V¥ parcourt la catégorie des hyper-recouvrements de U? d’ordre g+ 1, et H4 (U°, )
est un groupe fini. Par conséquent, il existe un morphisme de hyper-recouvrements
V0 = U tel que le morphisme induit

HQ(UO’ "ln) B HQ(VO, l’l'n)

soit le morphisme nul. Posons V = VO x xo X. Alors H 0 (v, R, ~ HiV,p,) (méme
raisonnement que pour U"), donc

HYU, p,) — HY(V,p,)

est également le morphisme nul, C.QFD.
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Démonstration de 1.5. 1l suffit de trouver des A? -algébres finies BY, CJQ et des A -isomorphismes
0 ~
BY®40 A= B;
0 ~
CY®40 A= C,.

En effet, d’apres ([3] 1.4) le morphisme B; — C; est induit par un morphisme B}) - CJQ,
donc l'ouvert W; C Spec B; est induit par un ouvert I/VJ-O C Spec B?. De plus, les U
-morphismes entre les W, sont induits par des morphismes entre les A -algebres B,
donc ([3] 1.4) par des morphismes entre les BY, donc par des U - morphismes des I/Vjo.
Il s’ensuit que les I/Vjo forment 'ensemble des composantes connexes d’un objet sim-
plicial UY au-dessus de U° qui induit U, et on voit immédiatement que c’est un hyper-
recouvrement de U°.

Or 1.4 (ii) implique bien que C; est induit par une AL - algébre CY, comme on vérifie
facilement *°. Pour B s
les deux A - algebres

AYV(S) o AIYI() = A® 40 AY 1S9

il suffit de trouver un polynéme unitaire f jQ(Y) € A°[Y] tel que

soient isomorphes. En effet, A°[Y/(f JO) est alors réduit, et on prend pour B? le normalisé
(EGAT1V 7.8.3 (vi)) de A[Y]/(fjo). L’anneau B? ® 40 A est encore normal (EGAIV 7.8.3
(vii)) et birationnel a B}, donc égal a cet anneau.

D’aprés 1.4 (i), I'idéal I; C A engendré par d; est induit par un idéal de k[[x/, ..., x,_;]]
[x,] (th. de prép. de Weierstrass [5][6]), donc par un idéal IJQ de A°. De plus, A/T ; est
une k[[xq,...,x,_;]] -algeébre finie, donc est isomorphe a AO/IJQ. Ce dernier anneau est
donc complet, et par conséquent, I’'anneau complété Ijo—adique de A” est complet et iso-

morphe a A. On peut donc trouver un polynéme unitaire f jQ € AY [Y] tel que dans A
[Y], on ait
fi= ij(modulo a’j2 rad A).

D’apres ([3], 1.3), AY(S)) ~ A[Y]/(fjo), d’ou le lemme.

2. Le cas d’un anneau strictement local
Le théoréme est le suivant :

THEOREME 2.1. 2°. Soit A un anneau excellent, régulier, strictement local, d’égales ca-
ractéristiques, et soit x un « paramétre local » de A. Soit U = Spec A[1/x]. Alors pour n
premier d la caractéristique de A, on a

R,(A) si g=0
HYU,p,) =1Z/n si g=1
0 si g>1.

La démonstration se fait par récurrence sur g. Nous notons par P(N) I'énoncé de 2.1
pour les valeurs de ¢ < N. D’apreés 1.3, 'assertion P(1) est vraie.

95. En effet, 1.4 (ii) implique que C; est fini sur k[[ X, ..., X,_,]], et a fortiori sur A, et il suffit de
prendre CIQ = C; avec la structure de A®-module obtenue par restriction des scalaires.

95. Dépend de la résolution des singularités (cf. Introduction).

95. Par quoi on entend ici : élément faisant partie d’un systéme régulier de parameétres.
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LEMME 2.2. Supposons que P(N) soit vrai. Soit A — A’ un morphisme local d’anneaux
excellents, réguliers, strictement locaux, d’égales caractéristiques. Soit {x1, ..., X, } une par-
tie d’un systeme régulier de paramétres de A dont [’ensemble des images dans A est encore
une partie d'un systéme régulier de paramétres. Soient

U = Spec A[1/x4, ..., 1/x,]
U' =Spec A'[1/x], ..., 1/x]].
Alors le morphisme canonique

HYU,p,) — HIYU',p,)

est bijectif pour chaque g < N. 598
Démonstration. °° Récurrence sur r : L’assertion est triviale pour r = 0. Soit > 0 et sup-
posons que le théoréme est démontré pour r—1. Soient B = A/(x), V' = Spec A[1/x4, ..., 1/x,_4],
Y = Spec B[1/xy, ..., 1/x,_;] (ou on dénote par le méme symbole I'image de x; dans B).
Il y a une immersion ouverte i : U — Vet Yest 'ensemble fermé complémentaire, défini
par I'élément x,..
En appliquant P(N) aux anneaux localisés stricts de V'en les points géométriques de
Y, on trouve que
)y st g=0
(23) R, (W) =1y si g=1
0 si 1<g<N,
parce que ces localisés stricts sont des anneaux réguliers excellents d’égales car., et que
I'élément x, est un parametre local en chaque point de Y.
Notons avec un « prime » les objets analogues déduits de A’. On trouve un mor-
phisme de suites spectrales
EM = HP(V,Rlinp,) = H*(U,pn,)
e | A
EF = HP(V',Rip,)= HPMU'  p,).
g
Or il est évident par 1.3 et (2.3) que le changement de base V' < V'’ induit un isomor- 599

phisme

g*Riip, > Riip,
pour g < N (ce n’est que pour g = 0, 1 qu’il y a quelque petite chose a vérifier). Par
suite, I'hypothese de récurrence, appliquée au morphisme

Hq(V’ l’ln) — HCI(V/’ un)’

implique que (pgq est un isomorphisme pour g =0et p < N.

De méme, on peut appliquer ’hypothése de récurrence au morphisme d’anneaux
B — B’ -cesont des anneaux rég., exc., str. loc., d’égales car., et les éléments x, ..., X,_;
forment une partie d’'un systéme de parameétres. Donc

HYY,p,) = HYY'.p,) si g<N.

95. Une démonstration plus courte que celle qui suit, mais utilisant le formalisme du cup-produit,
consisterait a montrer que sous ’hypothése P(N), la cohomologie H*(U, Z/nZ) est, en dimension < N,
Ialgébre extérieure (sur Z/nZ) de H'(U,Z/nZ) ~ (Z/nZ)", ce qui raméne & établir 2.2 pour g = 1, cas bien
connu. Le calcul indiqué sous I’hypothése P(IN) est explicité par exemple dans SGA 7.
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Puisque (p,,) =~ (Z/n)y, il s’ensuit que (pﬁq est également bijectif pour p < N et pour
qg=1.

Du fait que R%,p, = R%Lp, = 0sil < g < N, on trouve E5? = E'}? = 0si
1 < g £ N, et le morphisme de suites spectrales se réduit donc pour 1 < m < N a un
morphisme de suites exactes

H"™2(Y,Z/n) — H"(V,p,) — H"(U,p,) — H" (Y, Z/n) — H™'(V . p,)

| | | | J
H"™2(Y',ZIn) — H"(V',p,) — H™U',p,) —~ H"'(Y',ZIn) — H" (V' , ).

Or on a déja vu que a, b, d sont bijectifs, et il s’ensuit que c est injectif. Pour démontrer
que ¢’ est surjectif; il suffit de démontrer que le morphisme

H™(U,p,) > H" (Y, ZIn)

est surjectif pour m < N.

Soit K C A un corps séparablement clos arbitraire, et soit A° = k{x,,...,x,} le
hensélisé de k[xq, ..., x,] a lorigine. Alors les hypothéses de 2.1 sont satisfaites pour le
morphisme A” — A et pour les éléments x;. Avec les notations évidentes, on a un carré
commutatif

0
H™(U°, n,) — H"'(Y°,ZIn)

0

c d°

H™U,p,) —— H™ ' (Y°, Z/n)

et on sait déja que la fleche d? est bijective. Il suffit ainsi de démontrer que le morphisme
eV est surjectif. On est donc ramené (en laissant tomber les ©) a vérifier la surjectivité
dansle cas A = k{x,...,x,}.

Pour cet anneau, qui est limite de schémas lisses sur k, on avait démontré le théoréme
de pureté dans XVI 3.7. On a donc RY% p, = 0 pour chaque g > 1, et par conséquent

une suite exacte
f
H"(U,n,) > H™\(Y,Z/n) » H™'(V,p,) > H™'(U,,)

pour chaque m > 1. La surjectivité de e équivaut donc a I'injectivité de f.

Soit Z = Spec k{xy,...,x,_1} [1/xq, ..., 1/x,_;]. Le morphisme Spec k{x1, ..., x,.} =
Speck{xy, ..., x,_; } donné par I'inclusion d’anneaux est acyclique. C’est I’acyclicité lo-
cale d’'un morphisme lisse (XVI 1.1). Puisque 'ouvert V de Spec k{x, ..., x, } est 'image
inverse de Z, le morphisme

HYZ,p,) — HV,p,)
est bijectif pour chaque g (XV 1.3). Il suffit donc de démontrer que le morphisme
H‘](Z’ l'l'n) B HQ(U, "ln)

est injectif pour chaque g.

Or k{xy, ..., x,} estlimite inductive d’anneaux A, étales au-dessusde k{x;, ..., x,_;}
[x,], avec un relévement du point x; = x, = -+ = x, = 0 a cet anneau. Par conséquent,
U est limite projective des ouverts U, = Spec A,[1/x{, ..., 1/x,.],etona

HYU,w,) =lim HIU,, p,).

a
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Mais puisque A,[1/x,] est lisse au-dessus de I’anneau hensélien k{x, ..., x,_;}, et que
la fibre fermée de A[1/x,] est non-vide, on voit immédiatement que la k{x,...,x,_;}
-algebre A, [1/x,] admet des sections. Donc U, admet des sections au-dessus de Z, et il
s’ensuit que

Hq(Z’ un) - Hq(Ua’ u'n)
est injectif pour chaque ¢, donc que

HlI(Z’ l'ln) — HCI(U, un)

est aussi injectif, d’ou le lemme.

LEMME 2.4. Supposons que P(N) soit vrai. Soient A — A’ un morphisme régulier
(EGA1V 6.8.1) d’anneaux excellents, strictement locaux, d’égales caractéristiques (pas né-
cessairement réguliers), et U C Spec A un ouvert qui est régulier. Soit U = U Xgpec 2
Spec A’. Alors pour n premier a la car. rés. de A, le morphisme

HLI(U, "ln) — HQ(U/’ un)
est bijectif pourq < N.

Démonstration. Soit f : X — Spec A une résolution de singularités de Spec A telle
que l'ouvert U de Spec A se reléve en un ouverti : U — X, et que I'ensemble fermé
Y = X — U soit purement de codimension 1 et a intersections transversales. Notons par
un ’ le changement de base induit par A — A’. Le morphisme g : X’ — X est régulier
(EGA1V 6.8.3), donc f’ : X' — Spec A’ est une résolution de Spec A, i’ : U’ - X'
une immersion ouverte, et Y’ = X' —U’ est purement de codimension 1, a intersections
transversales. Tous ces schémas sont excellents.

Soit p’ un point de X’ et p son image dans X. Puisque Y est a intersections trans-
versales dans X, il existe des éléments xi,...,x, € Oy , tels que {x,...,x,} soit une
partie d’'un systéeme de parametres de Oy , et que SpecOyx , NY = V(xy,...,x,). De
plus, il résulte immédiatement du fait que g : X’ — X est régulier que les images x| des
x; dans Oy ,y forment une partie d’un systéme de parametres de cet anneau, et qu'on a
SpecOx/ y NY = V(xi, ..., x)).

Soit B’ le localisé strict de O/ , en un point géométrique p au-dessus de p’, et soit B
le localisé strict de Oy , au point géométrique de X correspondant (ce sont des anneaux
excellents (EGA IV 7.8.3 (ii), 7.9.5)). Soient

U; = Spec B[1/xy, ..., l/x,] UT; = Spec B'[1/x], ..., 1/x;].
Lemme 2.2 est applicable, et on déduit que les morphismes
(*) Hq(Uﬁ’ l‘l'n) B Hq(Ul9 un)

sont bijectifs pour g < N.

Calculons les faisceaux R%i p,, R, p, pour les immersions ouvertes i : U — X et
i' 1 U - X':lafibre (R%p,)5 au point géométrique p n’est autre que H(Uj, n,)
(VI 5). De méme, (R, p,)5 = H9(Uz, p,). Donc (*) implique que les morphismes de
changement de base

(%) g*Rii p, — Riilp,

sont bijectifs pour g < N.
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D’apres le théoréme de changement de base pour un morphisme propre (XII 5.5), on
a (puisque X et X’ sont propres au-dessus des spectres d’anneaux strictement locaux, et
que les fibres fermées de X et X’ sont égales)

HYX,F) = HYX',g*F)

quel que soit le faisceau de torsion F, pour chaque gq. Par conséquent, (%) implique que
dans le morphisme de suites spectrales

qu = HP(X, qu*u’n) = Hp+l](U’ un)
| e b
EP' = HMX'.Rlp,) = HPYU ).

les fléches @4 sont bijectives pour chaque ¢ < N. On voit facilement que cela implique
que @5 est bijectif sig < Netp+ g < N + 1. Par conséquent, le morphisme des
aboutissements

Hm(U’ "ln) -— Hm(U,a l’ln)

est bijectif pour m < N, d’ou le lemme.
Le lemme suivant achévera la démonstration de 2.1 :

LEMME 2.5. P(N) = P(N +1).

Démonstration. Soient A strictement local, régulier, excellent, d’égales caractéristiques,
x € rad A un parametre local, U = Spec A[1/x]. Soient A le complété de A, X I’élément

image de x, U = Spec All/x],etg : U > Ule morphisme canonique. Il suffit de
démontrer qu’on a

g*(un)fj = (un)U et

2.
(26) Rig.p, =0 si 1<g<N.

En effet, la suite spectrale de Leray
E}" = H'(U, Rig,n,) = H" (U’ p,)
donnera des isomorphismes
HYU.p,) = HIU',p,)
pour g < N, et une suite exacte
0— HY*'(U.p,) — HY*'(U'.p,) — HOU. RN g, p,).
Mais on sait déja que P(1) est vrai(1.3), et il s’agit dO/{lC de démontrer que HY(U, /u,) = 0

sil < g £ N + 1. On peut ainsi remplacer A par A, qui est isomorphe a un anneau de

séries formelles A ~ k[[xq,...,x,]] avec k séparablement clos et X = x,. On a traité ce
cas dans 1.2.

Vérifions donc (2.6) : le fait que g,.(n,)p =~ (R,)y n'est que I'assertion de (2.3) pour
g = 0. Rappelons que R7g. p,, est le faisceau associé au préfaisceau R4, ou

RIV) = HY(V )

pour V' — U étale. Il suffit de prendre V séparé et de type fini, alors V est somme de
schémas integres, et il suffit de regarder de tels V. Soit B le normalisé de A dans le corps
des fractions de I'(V/, Oy). Alors B est une A -algebre finie (EGA IV 7.8.3 (vi)) et on voit
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immédiatement que V est un ouvert régulier de Spec B et que Vest I'ouvert correspon-
dant de Spec B, ou B = B ® 4 A. Il s’ensuit que les hypothéses de 2.4 sont satisfaites
pour P'ouvert V' C Spec B, et pour le morphisme B — B. On a donc

RIV) =~ HIWV ) ~ HI(V ., p,)

pour g < N. Or le faisceau associé au préfaisceau V — H9(V,p,) est évidemment nul,
d’ou le lemme.

3. Pureté
Nous adopterons une terminologie analogue a celle de XVI 3 :

DEFINITION 3.1. On appelle couple régulier (Y, X) de codimension ¢ une immersion
ferméei : Y — X de schémas localement noethériens réguliers tel que pour chaquey € Y
on ait codim (Y, X) = c (alors il existe un voisinage ouvert X' de y dans X et des sections
X(y..., X, € I'(X', Oy) qui engendrent I'idéal de Y, et qui forment une partie d’un systéme
régulier de paramétres de X en chaque pointdeY NX"). OnnoteU = X —Y,etj : U - X
Iimmersion ouverte correspondante.

Un morphisme (Y', X') - (Y, X) de couples réguliers de codimension ¢ est un mor-
phisme X’ — X tel que Y’ = Y Xy X'. On définit d’une fagon analogue évidente la
notion de triple régulier, de morphisme de triple régulier, etc.

THEOREME 3.2. *°. (Pureté cohomologique) Soit (Y, X) un couple régulier de codimen-
sion ¢ > 0, ott X est un préschéma excellent d’égales caractéristiques. Soit F un faisceau
sur X localement constant de groupes cycliques d’ordre n premiers a la caractéristique de
X. Alors on a, dans la notation de (V 4, VIII 5)

FHNX,F)=(RIYF=0 si q+#:2c,

(R1j)j*F=0 si q#0,2c—1, et

T (X, F) = i*(R*71j,)j*F
est un faisceau localement constant de groupes cycliques d’ordre n sur Y.
Démonstration. (cf. XVI 3.7). On voit immédiatement qu’'on a

%’g(X,F) =0 si ¢g=0,1.
D’apres (V 4.5)
FHN(X, F)=(RI"F ~i*(RI7Vj)j*F si q>1,

donc les assertions pour les trois faisceaux sont équivalentes. Puisque les assertions sont
locales sur X pour la topologie étale, on peut supposer que F = p,,.

Pour le cas ¢ = 1, le calcul des fibres (VIII 5) de (RYj,)j* 1, nous rameéne a la situation
envisagés dans 2.1, d’ou

Zin si g=1

RI ity ) =
(RYj)J Ry {0 s og> 1

pour chaque point géométrique y de Y. Puisque ces faisceaux sont nuls en dehors de Y
en tout cas, cela démontre ’assertion pour ¢ > 1. Pour g = 1 (= 2¢ — 1), on applique le
critere de (IX 2.13 (i)) et le calcul explicite de 1.3.

95. Dépend de la résolution des singularités (cf. Introduction).
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Le cas ¢ > i se traite par récurrence (cf. XVI 3.7) : Soit (Y, X) un couple régulier
de codimension ¢ > i. D’apres la définition, il est clair que, localement sur X, on peut
trouver un triple régulier (Y, Z, X) ou (Z, X) est de codimension 1 et (Y, Z) est de

codimension ¢ — 1. Soient
u 4
N A
X

les immersions fermées. On a la suite spectrale

E}" = (RPu')(RIV')F = (RP™4i")F.

Y

Par hypothése de récurrence, (RIV)F = 0si g # 2, et est localement constant etc. ...si

g = 2. Donc, encore par hypothése de récurrence, appliqué au morphisme u, (RPu')(R'v")F =
609 0si(p,q) # (2c — 2,2) et est loc. const. etc. ...si (p, q) = (2¢ — 2,2), d’ou le résultat pour

’aboutissement (RP*4i')F, C.QFD.

3.3. Il reste maintenant a déterminer les faisceaux localement constants de (3.2) a
isomorphisme canonique pres. Nous introduisons pour chaque préschéma .S les faisceaux
localement constants (u®") ¢ = le produit tensoriel r -iéme du faisceau (p,,) g au-dessus
du faisceau constant d’anneaux Zg. Posons aussi (u®°) ¢ = (Z/n)g. On constate immé-
diatement que si 7 est inversible sur .S, alors (u®")¢ est un faisceau localement constant
de groupes cycliques d’ordres n. On a des formules du type (&) ® (u®*) = (u&*),
etsi S’ — .S, alors (u®") ¢/ est canoniquement isomorphe a I'image inverse sur S’ de
(n®") . Nous omettrons souvent le symbole .S s’il n’y a pas de confusion a craindre.

Soit (Y, X') un couple régulier de codimension 1, et supposons que Y soit défini par
une équation x = 0. On a la suite exacte de faisceaux

0 — Gpx — J(Gpy — Zy — 0,
d’ou en appliquant (1.3), des isomorphismes canoniques

(3'3'1) (Rl.]*)un) = J*(”Gm)U/(]*(Gm)U)n = (Z/I’l)y,

qui ne dépendent évidemment pas du choix de x. Par conséquent, on a un isomorphisme
canonique

(3.3.2) @ 1 Zin = (RO, = i*(R1j)n,.

610 THEOREME 3.4. *°. Soit C la famille des couples réguliers de schémas excellents, d’égales
caractéristiques. Il existe une fonction et une seule @ donnant pour chaque couple régulier
(Y, X) de codimension c un isomorphisme (dit canonique) de faisceaux

(Y. X) =@ : Zin > HFX,pP°) = (R*iHp®*

tel que @ satisfasse aux conditions suivantes :

(i) Sic =1, et siY est défini dans X par une équation x = 0, alors @ est le morphisme

(3.3").

95. Dépend de la résolution des singularités (cf. Introduction). Ce théoréme peut étre considéré
aussi comme la conjonction de 3.2 et de la théorie de variance de Exp. XVIII par les « classes fondamentales
locales », ou on étudie des homomorphismes @(Y, X) (pas nécessairement bijectifs) pour Y localement
intersection compléte dans X.
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(i) @ est compatible avec les morphismes de couples lisses, c’est-a-dire, si (Y', X') —
(Y, X) est un morphisme, soitg : Y' — Y le morphisme induit. Le diagramme de
Y' -faisceaux

Y’ X'
7in — 2D (Raety R

|

g p(Y,X) .
g*(RZCI!)un c
est commutatif (ce qui implique en particulier que la fléche verticale de droite est
un isomorphisme).
(iii) Transitivité : soit (Z,Y, X) un triple régulier, c’est-a-dire, un diagramme commu-
tatif d’immersion fermée de préschémas réguliers etc.,

g*(Zin)

N

Soient a, b, c les codimensions de u, v, w respectivement (donc ¢ = a+b). On a un
isomorphisme

(¥, X)® 1, 1 1, — (R, ® @ p,® =~
~ (RZau!)un(@c.

Zz Y

La suite spectrale (RPv")(RIu')F = (RPT4w")F donne un isomorphisme
£ (RZbU!)(RZau!)un(@c N (R2cw!)un®c.
On obtient ainsi un diagramme d’isomorphismes

o(Z.Y)

Z/n (R** v, X b

(3.4.1) L(p(Z,X) jn=(R2bu’)((Y,X)|z|ui,E”)
(RZCw!)un (R2bU!(R2au!)u;lEC)

et l’assertion de transitivité est que ce diagramme est commutatif.

Démonstration. La démonstration de I'existence et 'unicité se fait par récurrence sur la
codimension c. Pour ¢ = 1, on définit le morphisme ¢ localement avec (3.3.1). Puisque
ce morphisme ne dépend pas du choix du parametre x, on obtient un isomorphisme ¢
pour chaque (Y, X) de codimension 1 par recollement, et il est clair, d’apres la définition
du morphisme et de 1.3, que le @ ainsi construit satisfait a (ii). La transitivité n’intervient
pas pour ¢ = 1.

Supposons maintenant que l'existence et 'unicité sont déja démontrées si la codi-
mension est < ¢, et que ¢ > 1. En appliquant ’hypothése de récurrence, on constate
immédiatement que dans la situation de 3.4 (iii) les trois fleches de (3.4.1) qui sont dé-
ja définies, i.e. @(Z,Y), & n sont compatibles avec les morphismes de triples réguliers.
Posons dans cette situation

VY(Z,Y,X)=¢Enep(Z,Y),

donc ¥ est également compatible avec les morphismes de triples. Or si (Z, X) est un
couple régulier de codimension ¢ > 1, on peut, localement sur X, trouver un triple
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(Z,Y,X) avec 0 < codim(Y, X) < c. Tout revient donc a démontrer que la fleche
Y(Z,Y, X) estindépendante de Y. En effet, cela démontrera 'unicité de ¢ pour la codi-
mension c, et I'existence résultera par recollement.

Si(Z,Y, X) est arbitraire tel que codim(Y, X) > 1, on peut, localement sur X, trou-
ver un triple régulier (Y, W, X) ou la codimension de (W, X) est égale a 1. Par une
chasse de diagramme de transitivité, que nous laissons au lecteur, on se ramene donc a
vérifier I'indépendance de Ylorsque (Y, X) est de codimension 1.

Soient (Z,Y,, X) et (Z, Y], X) deux tels triples. Il suffit de faire la vérification fibre
par fibre, et on est donc ramené au cas X strictement local, et ¥; défini par une équation,
disons f; = 0 (i =0, 1). Soient X = SpecOy 1], Z=2Z Xx X, et Yle sous-schéma fermé
de X défini par I’équation

(f1—Sfot+ fo=0.
Alors Y est évidemment régulier en les points au-dessus des sections ¢, : {r = 0} et
€; : {t = 1} de X/X. Soit C le sous-ensemble fermé (EGA IV 7.8.3 (iv)) de Y des points
ol Y n’est pas régulier, et remplacons X, Y, Z par X —C, Y—C, Z —C N Z respectivement.
Alors (Z, Y, X) est un triple régulier, et les sections €; donnent des morphismes de triples

(Z,Y;,X)— (Z,Y,X) (i=0,1).

Soit F = (R*w')p,® le faisceau sur Z. C’est un faisceau localement constant, iso-
morphe a Z/n (par I'un ou autre des isomorphismes ¥ (Z,Y;, X), et on constate immé-
diatement que le faisceau F = (R*w")p,,®¢ sur Z est 'image inverse sur Z de F. Puisque
les fibres de Z — Z sont connexes non-vides et que Z — Z est lisse, donc ouvert, il
s’ensuit que le morphisme déduit

H%Z,F)— H%(Z,F
est bijectif, donc que chacun des morphismes

HYZ,F)
e
(%) H%Z,F)—— H%(Z, F

™~

€
" HY%Z,F)
est bijectif, donc que €; = 7.

Or donner un isomorphisme d’un faisceau F avec Z/n équivaut & donner une section
globale (image de 1) qui est un générateur. Soient @, a; les sections globales de F, F
données par les isomorphismes Y(Z,Y,X),¥Y(Z, Y;, X) respectivement. Puisque ¥(., ., .)
est compatible avec les morphismes, le diagramme () implique que

ay = €5(@) = € (@) = ay,

dou¥(Z, Yy, X) =¥(Z,Y,, X), C.QFD.

4. Acyclicité locale d’un morphisme régulier

THEOREME 4.1. *° (acyclicité locale). Soitg : X' — X un morphisme régulier (EGA IV
6.8.1) de schémas excellents d’égales caractéristiques. Alors g est universellement localement
acyclique pour n premier a la caractéristique.

95. Dépend de la résolution des singularités (cf. Introduction).
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Démonstration. L’hypothése étant stable par changement de base de type fini, il résulte
aussitot de XV 1.13 ii) qu’il suffit de prouver que g est localement acyclique pour n. Ap-
pliquons le critére de XV 1.17 : Soient X’ un point géométrique de X’ et X le point géo-
métrique de X correspondant. Il résulte immédiatement de la définition de morphisme
régulier que le morphisme des localisés stricts en ces points induit par g est encore ré-
gulier. On est donc ramené au cas ou X = Spec A et X' = Spec A’ sont strictement
locaux, g et un morphisme local, et d’apres XV 1.17 il suffit de démontrer que les fibres
géométriques de g sont acycliques pour n. En remplacant X par un sous-schéma fermé
intégre et X' par le fermé correspondant, on se raméne au cas de la fibre géométrique
générique X~. Prenons X = Spec K ou K est la cloture séparable du corps de fonctions
rationnelles sur X. Alors on a
X = l(in U,
a

ou U, parcourt une catégorie filtrante de X -schémas étales connexes, qu’on peut sup-
poser réguliers (EGA IV 7.8.3 (v)). Soit B, le normalisé de A dans le corps des fonctions
rationnelles R(U,). Posons U, = X' Xy U, et B, = A’ ® 4 B,. Alors U, est un ouvert
régulier de Spec B, et B, — B, est régulier, donc par (2.3)

HYU,,p,) — HYU,,n,)
pour chaque g. Or la fibre X7 est limite des U,;, donc
HI(X%, w,) = lim HI(U,, n,)
a
= lim H(U,, n,)
a
=HIix,p,)=0 si a>0, C.QFD.

COROLLAIRE 4.2. (changement de base par un morphisme régulier). Soit

X X'
| |
Y ul Y’

un diagramme cartésien, g . Y' — Y étant un morphisme régulier de préschémas excellents
d’égales caractéristiques, f quasi-compact et quasi-séparé. Alors pour chaque faisceau F
abélien de torsion premier a la caractéristique, les morphismes de changement de base (XII
4.2)

g*(RIfIF — (R1f)g""F
sont bijectifs pour chaque g > 0.

Cela résulte de 4.1 et de XVI 1.1.
De 4.1 et XV 1.17 on déduit immédiatement

COROLLAIRE 4.3. Soient A un anneau strictement local excellent d’égales caractéris-
tiques, et f : X — Spec A un morphisme. Soit A — A’ un morphisme régulier, ou A’ est
également strictement local, excellent, d’égales caractéristiques. Notons par un' le change-
ment de base induit par A — A’. Pour chaque faisceau de torsion F sur X, premier a la
caractéristique de A, on a

HYX,F) = HYX',F")
pour chaque g > 0.
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Ce corollaire s’applique notamment dans le cas ou A’ est le complété A de A. (Dans
ce cas, on peut d’ailleurs remplacer I’hypothése « A strictement local » par « A local
hensélien », comme on constate immédiatement.)

5. Théoréme de finitude

TuEOREME 5.1. % (finitude). Soit f : X — S un morphisme de type fini de schémas
excellents d’égales caractéristiques, et soit F un faisceau abélien de torsion premier a la
caractéristique sur X, qui est un faisceau constructible. Alors les (R?f,)F sont également
constructibles pour chaque q.

Ce résultat généralise le théoreme de XVI 5.1. La démonstration est a peu pres la
méme : on applique le résultat de pureté 3.2. au lieu de XVI 3.7.

COROLLAIRE 5.2. Soit A un anneau excellent strictement local d’égales caractéristiques
et f : X — Spec A un morphisme de type fini. Soit F un faisceau abélien sur X de torsion
premier a la caractéristique de A, et constructible. Alors les HI(X, F) sont des groupes finis
pour chaque q.

6. Dimension cohomologique des morphismes affines

Soit f : X — Yun morphisme de type fini de préschémas excellents, et Fun faisceau
sur X. Rappelons qu’on a défini (XIV 2.2) un entier 6(F) dans le cas ou Y est local. On
peut donc regarder 6 comme fonction 6(F, f) sur un Y arbitraire, en posant

(6.0) o(F, f,y) = o(F"),

ou Y’ = Spec Oy ,, X' — Y est le morphisme déduit de f par le changement de base
Y’ — Y, et F’ est le faisceau image inverse de Fsur X'.
On a le résultat suivant, qui généralise XVI 3.1 :

THEOREME 6.1. *°. Soit f : X — Y un morphisme affine de type fini, o Y est un
schéma excellent d’égales caractéristiques, et soit F un faisceau abélien de torsion sur X.
Alors R1f, F est nul en chaque point'y € Y tel que 6(F, f,y) < q.

La variante locale, évidemment équivalente a 6.1, est la suivante :

THEOREME 6.1 BIS. °°. Soient A un anneau strictement local excellent d’égales caracté-
ristiques, et f © X — Y = Spec A un morphisme affine de type fini. Soit F un faisceau de
torsion sur X. Alors

HIYIX,F)=0 si gq>6(F).

Rappelons (X 5.1) qu’il n’y a pas d’intérét dans de telles assertions pour les F de
p -torsion, ou p est égale a la caractéristique. On peut donc supposer F premier a la
caractéristique.

On a le corollaire suivant :

COROLLAIRE 6.2. Soit A un anneau hensélien, excellent, d’égales caractéristiques, a
corps résiduel k, et soit U C Spec A un ouvert affine. Soit { € P. On a

cd, U < cd; k + dim A.

95. Dépend de la résolution des singularités (cf. Introduction).
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En effet, soit A le localisé strict de A, qui est un revétement étale galoisien infini, de

groupe G = G(k/k), et soit U l'ouvert affine de Spec A induit de U. En appliquant la suite
spectrale d'Hochschild-Serre (VIII 8.4)

H?(G,HY(U,.) = H(U,.)

on se rameéne a traiter le cas A = Z, et alors c’est un cas spécial de 6.1 bis.
Avec les notations ci-dessus, soit R(A) ’anneau des fonctions rationnelles sur A. On
a Spec R(A) = l(gl U, ou U, est un ouvert affine de Spec A. Il résulte donc de la théorie
[

de passage a la limite qu’on a

COROLLAIRE 6.3. Soit A hensélien excellent d’égales caractéristiques, a corps résiduel k.
Soit R(A) le corps des fonctions rationnelles sur Spec A. Alors pour{ € P, on a

cdy R(A) <cdyk+dimA
avec ’égalité si { est inversible dans k, et si de plus { # 2 ou k n’est pas ordonnable.

L’égalité dans le dernier cas résulte de X 2.4.
Enfin, en appliquant X 4.2, X 4.4, on trouve

COROLLAIRE 6.4. Soient X un schéma noethérien excellent d’égales caractéristiques, et
R(X) Panneau des fonctions rationnelles sur X. Soit ¢ € P inversible sur X, et supposons
que ! # 2 ou qu’aucun corps résiduel de X ne soit ordonnable. Alors

cdy(X) <cdy R(X) +dim X < 2cd; R(X).

Démonstration de 6.1. On commence par une réduction analogue a celle de XIV 3. Ré-
currence sur 6 : Il est clair que 6.1 pour 6§ < d équivaut a (6.1 bis) pour 6 < d. Pour
6 = 0, c’est trivial. Traitons le cas 6 < 1, sous la forme 6.1 bis. Puisque F est limite de ses
sous-faisceaux constructibles (IX 2.9 (iii)), on peut supposer F constructible, et alors le
support de F est contenu dans un fermé Z C X avec 6(z) < 1 pour chaque z € Z (XIV
2.2). Chaque composante irréductible réduite Z; de Z est alors, ou bien un schéma affine
de type fini de dimension < 1 au-dessus du point fermé y de Y, ou bien un schéma quasi-
fini au-dessus d’'un sous-schéma fermé réduit C de Y de dimension 1. Dans ce dernier
cas, on a C = Spec B ou B est un anneau inteégre strictement local de dimension 1. Un
tel schéma Z; est le spectre d'un anneau intégre strictement local, de dimension < 1, ou
d’un corps fini au-dessus du corps des fractions de B. Donc la dimension cohomologique
de Z; est au plus égal a 1 en tout cas, d’apres X 2.3 et IX 5.7. On a une suite exacte

O—)F—)HFI.—>€—>O
i

ou F; est la restriction de F'a Z;, d’ou on tire le résultat pour Z.
Supposons maintenant que le théoréme soit démontré pour les valeurs de 6 < d, et
prouvons-le pour 6(F) < d, supposant d > 2.

LEMME 6.5. Il suffit de traiter le cas ou X = E%, = SpecOylt] est lespace affine de
dimension 1, et ou Y est strictement local.

La démonstration est celle de XIV 4.2 : Il est clair qu’on peut supposer Y strictement
local, et que 6(F) < d. Il faut démontrer que H4(X, F) = 0 si ¢ > d. On peut plonger
X dans E{,V , donc il suffit de traiter le cas X = E¢ . Récurrence sur N : Considérons le
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" /

de sorte que EY est I'espace affine de dimension 1 sur EY ~1En appliquant 'hypothése
de récurrence et la suite spectrale de Leray

HP@EN-!, Rig F) = HPH(EN, F)

diagramme

on voit qu’il suffit de démontrer que
6(Rg, F) <d—gq.

Cela veut dire que si z € EN~! est un point tel que §(z) > d — ¢, alors R%g, F = 0 au
point z. Mais I’hypothese de récurrence sur N s’applique au morphisme g, et on a donc
Rig,F =0 au point z si 6(F, g, z) < q. Il suffit ainsi de démontrer I'inégalité

6(F,g,2) +6(z) < 6(F).
Nous laissons ce plaisir au lecteur.

LEMME 6.6. Pour démontrer 6.1 pour les valeurs de 6 < d, il suffit de démontrer ceci :
Soit B un anneau local complet normal d’égales caractéristiques et de dimension d. Soit

U C Spec B un ouvert affine. Supposons qu’il existe un élément x € rad B qui est inversible
sur U. Alors

HYU,Z/t)=0 si qg>d.
Ce lemme est d’ailleurs un cas spécial du corollaire 6.2.

Démonstration (cf. XIV 4.4). D’apres 6.5, il suffit de traiter le cas Y strictement local et
X = E%,. Considérons le diagramme

E) ’ P!
N
Y ;
ou P}, est I'espace projectif et E} est déduit de P! en enlevant la section Y, a I'infini.

Soit Fun faisceau de torsion sur E!, avec §(F) < d. On a la suite spectrale

HP(P', R%,F) = H"Y4(E!, F).

Or les R%i, F pour g > 0 sont concentrés sur la section Y, qui est isomorphe a Y.
Puisque Y est strictement local, il s’ensuit que H”(Pl,qu*F) =0sip>0etqg > 0.
De plus, d’apres XII 5.3, on a HP(P!, i,.F)=0sip> 2. Comme on veut démontrer que
H"(E',F) =0sin> d, et que d > 2, il suffit de démontrer que

HOP',R%,F)=H(Y_,R%i,F)=0 si q>d.

Ce groupe est isomorphe a la fibre de RYi, F au point y_, a I'infini de P! dans la fibre
fermée.

Or il suffit (VI 3.3 et IX 2.9 (iii)) de traiter le cas F constructible. Alors puisque 6(F) <
d, il existe un sous-schéma fermé X de P! avec dim X < d tel que X contienne le support

de F. Soient Spec A = X le localisé strict de X au point y_,, U=X-X Xp1 Y, et Fle
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faisceau induit de F sur U. Notons que U est déduit de X en localisant par rapport 4 un
élément x € I'(X,0y). On a

(R, F), ~HU,F).

Il suffit ainsi de démontrer que H 9U,F)=0,siq>d, pour chaque faisceau de torsion
Fsur U.
On peut maintenant appliquer IX 5.6, avec @ = 9, et on trouve qu’il suffit de démon-
trer que
HYV,ZIt) =0 si g>o(V)
pour chaque V fini et intégre au-dessus de U et pour / inversible. Soit x : V — Vle
normalisé de V. On a la suite exacte

0 — (Z/It)y — x,(Z/l); — C — 0

avec 6(C) < 6(V), et on tire de cela (par récurrence sur 6) qu’il suffit de prendre V' normal.

Soit B le normalisé de A dans le corps des fonctions rationnelles sur V. Alors B est
un anneau strictement local excellent d’égales caractéristiques, et V'est un ouvert affine
de Spec B, obtenu en localisant par rapport a x. Soit Ble complété de B, et VTouvert
induit (qui est obtenu de Spec Benlocalisant par rapport a I'image de x dans B). D’apres
43, 0ona

HYV,Z/t) ~ HA(V, ZI0).
On est donc ramené a démontrer que
HYV,ZIt)y=0 si q>8(V)=dimB = dim B.
Par hypotheése de récurrence, le théoreme est vrai si 6(V') < d, donc le théoréeme 6.1 bis
s’applique dans cette situation. Par conséquent, il suffit de traiter le cas dim B = d, et
puisque B est normal, on est dans la situation du lemme, d’ot1 le résultat.

6.7.0. On va d’abord démontrer 6.6 sous des hypothéses supplémentaires, si B est
de caractéristique p > 0. Soient A un anneau équidimensionnel, complet, d’égales ca-
ractéristiques et k C A un corps tel que A/rad A soit une extension finie de k. On dit
que la k-algebre A est formellement séparable s’il existe une sous-k-algébre de A de la

forme k[[xq, ..., x,]] tel que le morphisme Spec A — Spec k[[x]] soit fini et étale au
point générique de Spec k[[x]] (x = (x, ..., X,)).

LEMME 6.7. Soit k C B un corps au-dessus duquel B/ rad B soit finie. Sous I’hypothése
de récurrence sur d ci-dessus, la conclusion de 6.6 est valable si les hypothéses de 6.6 sont
satisfaites et si de plus ['une ou ’autre des conditions suivantes est satisfaite :

(i) k est de caractéristique 0. B
(ii) I existe un élément x € rad B qui est inversible sur U et tel que B = B/(x) soit
une k -algebre formellement séparable.

Démonstration. Choisissons des éléments x| = x, X,, ..., x; derad Btelsque {x,...,x,}
engendre un idéal primaire pour rad B. Alors B est une A -algebre finie, ou A = k[[x, ...,
et Bestla [[x5, ..., x4]] = A -algebre B/x; B. Comme dans le cas (ii) B est analytique-
ment séparable, on peut dans ce cas choisir les éléments x,, ..., x; d'une telle maniere
que B devienne une k[[x,, ..., x,]] - algébre génériquement étale. Alors il s’ensuit im-
médiatement que B est également une A -algebre génériquement étale, ce qui est aussi
vrai, bien entendu, dans le cas (i).

Soit b € B un élément qui engendre I'extension de corps R(A) sur k((x)). Soit € €
k[[x]] le discriminant de I’équation unitaire irréductible de b au-dessus de k[[x]]. Dans
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le cas (i), on peut choisir b de fagon que x, ne divise pas e. Ecrivons de plus Spec B—U =
V(x;) U Y, ou Y ne contient aucune composante irréductible de V' (x;). Soit C 'anneau
I'(Y, Oy), ou on prend Y avec sa structure induite réduite. En changeant au besoin les
X5, ..., X4, on peut supposer que V' (x,) n’est pas contenu dans I'image de Y dans Spec A,
et que de plus dans le cas (ii) V' (x,) n’est pas contenu dans V (¢).

LEMME 6.8. Soit Ay = k[[x;,...,x4_11]1 {x,4} le localisé strict de k[[xy, ..., xz_11] [x,]
au point x, = x, = - = x, = 0. Sous les conditions ci-dessus, il existe une A" -algébre
BY, un ouvert affine U° C Spec BY, et un isomorphisme A ® 40 B ~ B tel que l'ouvert de
Spec B induit de U° soit U.

La démonstration de ce lemme est analogue a celle de 1.5 : il suffit de trouver des A°
-algebres B, CO et des isomorphismes A ® 40 B°~B A ® 40 '~ parce qu’alors il
existera ([3] 1.4) un morphisme (surjectif) et un seul B® - C° qui induise le morphisme
B — C. On prend donc U? = Spec B — {(Spec C%) U V(x;)}, et on constate immédia-
tement que U est induit de U°. L’existence de C?, et de BY dans le cas (ii), se prouve
comme dans 1.5. L’existence de BY dans le cas (i) est conséquence de ([3] 5.1). (On peut
aussi le démontrer directement en appliquant le lemme de Abhyankar a la ramification
le long de {x; = 0}, et descente).

Nous pouvons maintenant achever la démonstration de 6.7. En appliquant encore
une fois 4.3, on trouve que

HYU,Z/¢) ~ HI(UY, Z/0),

d’ou il résulte qu’il suffit de démontrer que ce dernier groupe est nul pour ¢ > d.

Or Spec AV est limite de schémas affines et étales au-dessus de kl[xq,...,xg_11] [x4],
donc Spec B est limite de schémas de type fini au-dessus de Spec k[[x, ..., x,_,]] dont
chaque fibre est de dimension < 1. Puisque U° C Spec B°[1/x,], on a
U° =1limU?
(—

ou Ug est affine de type fini au-dessus du schéma Vo = Speck[[xq, ..., x4_111 [1/x{] et
ot chaque fibre de U/V? est de dimension < 1.

Soit 0 : U% - V9 le morphisme structural. Puisque les fibres de £ sont toutes de
dimension < 1, on a pour v € yo

8(ZI0, f2,0) <dimOpo, +1<d -1
(parce que dim Oy, < d — 2). L’hypothése de récurrence sur d est donc applicable au
morphisme f°, et on trouve, en appliquant 6.1,
qug*(Z/E) =0 aupoint v si ¢>dimOypo,+1,
i.e. sig > d —dimo. Donc R?f0 (Z/¢) # 0 au point v implique que dim 7 > d — g. Donc
pour l'inclusion i : V9 — Speck[[x/, ..., x,_;]] (cf. (6.0)) on a
S(R1[Q.(ZI0) < d —q,

et 'hypotheése de récurrence, sous la forme 6.1 bis, appliquée au morphisme i, implique
que

HP(VO, RIfO(ZI0) =0 si p+gq>d.
La suite spectrale de Leray

EX = HP(VO, RIfO(ZI0)) = HPH(UO, Z/0)
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implique donc que H"(U2,Z/¢) = 0 si n > d, et comme U est limite des U, on trouve
que de méme
H"UY,Z/1t)y=0 si n>d.

Ceci acheve la démonstration de 6.7, donc du théoréme 6.1 en caractéristique 0.

7. Morphismes affines — fin de la démonstration

Rappelons que pour terminer la démonstration de 6.1 en caractéristique p > 0 (tou-
jours sous I'hypothése de résolution), on s’était ramené par 6.6 a démontrer I’assertion
suivante pourd > 2 :

LEMME 7.1. Soit B un anneau local complet, normal, d’égales caractéristiques, a corps
résiduel séparablement clos, et de dimension d. Soit U C Spec B un ouvert affine tel qu’il
existe x € rad B qui soit inversible sur U. Alors

HYU,Z/t)=0 si qg>d.

De plus, par hypothése de récurrence, on peut supposer que 6.1 soit vrai pour les valeurs
de 6 < d, et que 7.1 soit déja démontré dans le cas particulier 6.7 (ii).

Notons d’abord que la condition que B soit normal n’est pas importante. En effet,
soient B arbitraire, # : B — B le normalisé de B, et U C Spec B 'image inverse de U.
On a une suite exacte

0— (ZI)yy — (L) — C — 0,

ou la dimension du support de C est < d, donc HY(U,C) = 0si g > d — 1. Puisque
HYU, pi,-) ~ HY(U, ) (VIII 5.6), on voit que

HIYU,Z/Il)=0 si g>d équivauta

(7.2) — .
HYU,ZI') =0 si g>d.

7.3.0. On va rappeler briévement et sans démonstration des propriétés de la no-
tion de séparabilité formelle dont nous avons besoin. Le lecteur peut consulter (EGA IV
18.11.10, 18.11.11) : Soit A une k-algebre locale noethérienne compléte dont le corps ré-
siduel soit une extension finie de k, et notons A’ le complété de ’anneau local A ®, k'
(ot k' = k'/P). Alors 'extension A — A’ est radicielle (éventuellement infinie), comme
on voit facilement — c’est '’exemple bien connu de Nagata. Il est donc inoffensif pour le
calcul de la cohomologie étale de remplacer A par A’ (VIII 1).

Or la condition sur une algebre A équidimensionnelle de dimension d d’étre formelle-

ment séparable, c’est-a-dire, d’étre une extension finie génériquement étale de k[[x, ..., x4]].

s’exprime en termes du module .(/2\114/,C (EGA1V 18.11.10), ou du critere jacobien (EGA Oy
22.6,IV 7.1)*°, et on voit que si A n’est pas analytiquement séparable, alors la k” -algébre
A’ n’est pas réduite. On peut par exemple se réduire pour la démonstration au cas ou A
est donné par une équation f =0, f € k[[x, ..., x4,]] et appliquer le critére jacobien
et le lemme suivant dont nous laissons la démonstration agréable au lecteur :

LEMME 7.3. Soit f(xq,...,x,) € k[[x, ..., x,]] une série formelle. Supposons que pour
chaquei =1, ... ,n il existe un élément inversible u; € k[[x, ..., x,]] tel que u; f soit une
série en x! et en les X, ..., X;_j,X;11, .- X,. Alors il existe un élément inversible v €

kl[xq,...,x,]] tel que
vf € k[[x‘ll’, . xh.

95. Le corédacteur de ce séminaire n’est pas parvenu a élucider la signification de cette référence a
une situation qui lui semble bien différente, et la justification de I’assertion qui suit. A. G.
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Il en résulte facilement qu’en appliquant un nombre fini de fois le procédé de rem-
placer (A, k) par (A, k"), ou A est le normalisé de A’ , on se rameéne a la situation ou A
est bien formellement séparable. De méme, on peut démontrer que pour un x € rad A
donné, 'anneau (A/(x)),.q deviendra une algébre formellement séparable par le méme
procédé, appliqué a I'algebre A.

En appliquant VIII 1.1 et 7.2, on trouve

CoROLLAIRE 7.4. Il suffit de démontrer (7.1) sous la condition supplémentaire que B
contienne un corps k au-dessus duquel B/ rad B soit finie, et tel que la k -algébre (B/(x)),¢q
soit formellement séparable.

La démonstration de 7.1 dans ce cas consiste en une réduction au cas particulier qu’on
a traité dans 6.7 (ii) :
Avec les notations de 7.1, 7.4, soit

D(x)= ) X,
i
le diviseur de x, de sorte que chaque X; soit un sous-schéma irréductible fermé de Spec B
de codimension 1 qui est formellement séparable au-dessus de k (c’est-a-dire, tel que
B/J(X;) soit une k -algebre formellement séparable, co qui équivaut d’ailleurs a I'as-
sertion que (B/(x)),¢q soit formellement séparable). Choisissons y € rad B tel que 'on
ait

D)= Y= DX, + T

ou I'ne contient aucun X, et considérons I’éclatement
f 1 Z — SpecB

de 'idéal (x, y). Les spectres des anneaux B[y/x] et B[x/y] forment un recouvrement
ouvert affine de Z.

Soit By le localisé strict de B[x/y] en 'idéal maximal engendré par (rad B, x/y). Pour
chaque point fermé Q de la fibre fermée de Spec B[y/x] — Spec B, notons A le localisé
strict de B[y/x] en O, et U l'ouvert affine de Spec A image inverse de U.

LEMME 7.5. Pour démontrer 7.1 pour I’anneau B, il suffit de démontrer que pour q >
d(>2)ona

(1) H(Spec B[y/x],Z/{) =
et
(ii) HUg,Z2/t) =0 pour chaque Q.

Démonstration. On a des immersions ouvertes
U < Spec B[1/x] < Spec Bly/x],

donc un diagramme

Spec B[y/x]

\/

Si Q est un point fermé de la fibre fermée de Spec B[y/x] — Spec B,on a (R, Z/0)p =0
si ¢ > d, par hypothese. Pour chaque point Pde Spec B[y/x] qui n’est pas fermé dans la
fibre fermée de Spec B[y/x] — Spec B, on a 6(F,i, P) < d, ou F = (Z/{); (notation de
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(6.0)). Donc en appliquant ’hypothése de récurrence et 6.1 au morphisme i, on trouve
que pour le morphisme Spec B[y/x] — Spec Bon a
(R, Z/0) < d — q.

Par conséquent, ’hypotheése de récurrence sous la forme 6.1 bis, appliqué a ce dernier
morphisme, implique que

HP?(Spec Bly/x], R%i,Z/) =0
sig > 0etp>d— q. Avec la suite spectrale de Leray
EX = HP(Spec B[y/x], R%i,Z/l) = HP*(U,Z/0).
on se ramene, pour la démonstration de 7.1, a démontrer que
HP?(Spec Bly/x],i,Z/Il) =0 si p>d.

On a une suite exacte

(7.6) 0 —ZN —i,ZIl)y— C—0
ou 6(C) < d. 1l suffit donc (encore par récurrence) de démontrer que
(7.7) HP?(Spec Bly/x],Z/l) =0 si p>d.

Or I'immersion ouverte Spec B[y/x] 4 Z est obtenue en enlevant de Z le sous-
ensemble fermé C « a I'infini », et s’identifie dans 'autre ouvert Spec B[x/y] de Z al’ou-
vert C = V(x/y). Les R%j,Z/¢ sont concentrés sur C, et le morphisme C — Spec B est
une immersion fermée. Par conséquent, on a H?(Z, R9j,Z/¢) = 0si p et ¢ > 0. Puisque
la fibre fermée de Z — Spec B est de dimension 1 et que ce morphisme est propre, XII
5.3 bis implique que H?(Z, j,Z/{) = 0 si p > 2. La suite spectrale

EY = HP(Z,RYj,Z/0) => HP*9(Spec Bly/x], Z()
donne donc des isomorphismes
HY(Spec B[y/x],Z/¢) ~ H(Z, R9j,Z/() ~ (RYj,ZI0) p
sig > 2, ou Pestle point « a l'infini » de Z. Ces fibres ne sont autres (VIII 5) que
(RYj,Z/0)p ~ H9(Spec By[y/x], j,ZI?).

D’apres (7.7), il suffit donc de démontrer que ces derniers groupes sont nuls si g > d
(= 2). On a une suite exacte analogue a (7.6) qui, jointe a I’hypothese de récurrence
montre qu’il suffit que

H4(Spec By[y/x],Z/() =0 si q>d,
d’ou le lemme.

Démonstration de 7.5 (i).

Considérons I’ensemble fermé C = V' (x/y) de Spec B[x/y], avec la structure induite
réduite. On voit immédiatement que I'immersion fermée de C dans Spec B induite par le
morphisme Z — Spec B identifie C au sous-schéma fermé X = | J X; de Spec B. Puisque

D(x)= ) X,
D(y) = Y (r,— DX, + I

I'élément x/y engendre I'idéal J(X;) localement au point générique de X;, ou 'anneau
local est un anneau de valuation discrete parce que B est normal. Par conséquent, le
morphisme Spec B[x/y] — Spec B est un isomorphisme au voisinage d’un tel point,
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635 et I'élément x/y s’annule avec 'ordre 1 sur chacune des composantes irréductibles C;
(correspondant a X;) de C.

Puisque I'’ensemble fermé C se reléve a Spec By, cela reste vrai si 'on remplace I’an-
neau B[x/y] par By, donc B;/(x/y) est un anneau complet qui est une k -algebre formel-
lement séparable.

Pour démontrer 7.5 (i), on peut d’abord appliquer 4.3, qui permet de remplacer B,
par son Complete Bl, ce qui n’affecte pas ’anneau B;/(x/ y) D’apres (7.2), on peut de plus
remplacer Bl par son normalisé B;. Puisque B, (donc Bl) est déja régulier aux points
génériques des C;, le morphisme Spec B, — Spec 31 est un isomorphisme en ces points,
donc B,/(x/y) est encore une k - algébre formellement séparable. On est ainsi ramené au
cas particulier 6.7 (ii), d’ou le résultat.

Démonstration de 7.5 (ii).

Choisissons le point Q de la fibre fermée de Spec B[y/x] — Spec B. Le localisé strict
A s’écrit comme limite

Ap = h_r)n A
ou A parcourt une catégorie filtrante d’anneaux étales et de type fini au-dessus de B[y/x].
Soit I'ouvert affine U4 de Spec A, image inverse de U. Puisque x est inversible sur U ,,
le morphisme U, — Spec B est étale, et U4 est normal. Par conséquent, si 'on dénote
par C le normalisé de B dans le corps R(A) des fonctions rationnelles sur A, on a une
immersion ouverte
U, — SpecC.

636 Ilsuffit (VII5.7) de démontrer que pour chaque A, l'image de H(U 4, Z/¢) dans H(U, Z/()
est nulle si ¢ > d. Puisque x est inversible sur Uy, le morphisme U, — Spec A se facto-
rise par rapport a Spec A[1/f], si f € B est un élément arbitraire tel que f soit divisible
par x dans B[y/x] et que f/x ne s’annule pas au point Q. Il suffit ainsi de démontrer que
pour un tel f convenable, on a

Hq(UA,f, Z/Z) =0 si a> d,

ouUy, ;= U, — V(f) est louvert affine de Spec A[1/f], qui est aussi un ouvert affine
de Spec C.

Soit ¢ € k un élément tel que y/x + ¢ ne s’annule pas en Q, et soit J 'idéal dans B
de ’ensemble fermé I' N X. Alors si

(7.8) f=y+ex(modJN) N >0,

I’élément f satisfait a la condition ci-dessus : En effet, on voit immédiatement que dans
Spec Bly/x] on a V(J) = V(x). Donc (7.8) implique bien que f est divisible par x, d’ou

fIx = y/x 4+ c¢(mod J).

Puisque J s’annule en Q, et que y/x+cn’est pas nul en Q, ceci démontre notre assertion.

Or I'nX est un sous-ensemble fermé de Spec B de codimension 2. Par conséquent, on
peut choisir un f satisfaisant a (7.8), appelons-le z, tel que V' (z) NV (y) soit également de

637 codimension 2. Choisissons aussi des éléments x3, ..., x, tels que y, z, x3, ..., x4 soit un
systéme de parametres de I'anneau B. Alors B, donc C aussi, est une k[[y, z, X3, ..., x4]1]
-algebre finie.

Soit C° le normalisé de k[[y, z, X3, ...,X4]] dans la cloture séparable de k ((y, z, x))
dans le corps des fonctions rationnelles R(C), de sorte que C soit une extension ra-
dicielle de C°, et que CY soit une extension génériquement étale de k ((y,z, x)) (ol
X = X350, Xg).
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Choisissons une combinaison linéaire
f=az+by (abe€k),
telle que le morphisme
Spec ' — Spec k[[z, y, x]]

soit étale au-dessus du point générique de V'(f), et tel que f/x ne s’annule pas en Q dans
Spec B[y/x]. Il suffit de démontrer que

HYUy, ,Z16)=0 si gq>d,
donc (VIII 1.1) de démontrer que

HYUSY ,Z1) =0 si q>d,

ou Ug’f est 'ouvert de Spec C correspondant a I'ouvert U4, de Spec C, qui est un ouvert
affine, comme on voit par descente (EGA IV 2.7.1 (xiii)). Mais par construction, I’élément
f de CY est inversible sur Ug, petC O/(f) est une k -algebre formellement séparable. On
est donc dans la situation de 6.7 (ii), ce qui achéve la démonstration de 7.5 (ii), donc de
6.1.
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