Irrationnalité de ((3)

L’objectif de ce probleme est ’étude du nombre :
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En particulier, on démontre le théoreme d’Apéry : ((3) est irrationnel. La présentation suivie est celle de
Beukers.

1 Mise en place de la stratégie

Soient k,! deux entiers positifs ou nuls. On pose :
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1. a) Vérifier rapidement la convergence des intégrales considérées.

b) Soient k,l € N. Calculer pour tout ¢t > 0 l'intégrale :
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¢) En dérivant f sous le signe intégral, en déduire :

1 1 1 .
BkzZ{’H(WW) sik#1
2

’ W sik=1

2. En développant 1}ﬂ/ en série entiere, en déduire pour tous entiers k,l € N tels que k > [ :
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3. a) Soit maintenant un entier n € N*, et d,, = ppcm(1,...,n). On fixe un polynéme P, & coefficients
entiers, de degré inférieur ou égal a n. On pose :
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En décomposant P, (x)P,(y) selon la base canonique et en utilisant les résultats précédents, montrer qu’il
existe des entiers a, et b, tels que :
d3 I, = an(3) +b

b) On fait maintenant I’hypothese suivante :
(H) : 1l existe une suite de polynémes (P,),>1 tels que, pour tout n € N*, P, soit de degré n et a co-

efficients entiers, et tels que en définissant I,, comme ci-dessus, on ait pour n assez grand I,, > 0, et pour n
au voisinage de +00 : I, = O(a™) (o1 0 < a < e 3).

Sous ’hypothese (H), démontrer que {(3) est irrationnel. On pourra admettre I’estimation suivante, conséquence
du théoréme des nombres premiers : In(d,) = n + o(n), et utiliser la a).



2 Construction des polynomes

On définit la suite (P,),>1 comme suit. Pour tout n € N*, on pose :
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On va vérifier que cette suite de polynomes vérifie bien ’hypotheése (#H), ce qui prouvera bien que ((3) est
irrationnel. Pour cela, on définit comme dans la question 3 I'intégrale suivante, pour tout n € N* :
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4. Vérifier que pour tout n € N*,| P,, est bien de degré n et a coefficients entiers.

5. Soit n € N*.
a) Soit f une fonction de classe C* sur |0, 1] et intégrable sur ce méme intervalle. Démontrer I’égalité :

/01 Pp(x)f(z)dx = (—nl!)" /01 (1 — 2)"f ) (2)da
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On justifiera les éventuelles permutations d’ 1ntegrales.

b) Vérifier I'égalité :

¢) En déduire & I'aide de a) la relation :

In = / / / 1 — 1:E_yiy) Jrt (1 —z)"P,(y)dzdydz

d) En permutant les intégrales et en passant de la variable z & la variable w par le changement de variable :
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e) Permuter & nouveau les intégrales, et utiliser la question a), cette fois-ci sur la variable y, pour obtenir :

I, = / / @y wds
1—( 1—a:y

ol ¢ est la fonction définie sur ]0, 1[> par :
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en déduire ’égalité :

z(1 - 2)y(1 - y)w(l — w)
1—(1-zy)w

6. On note o = sup ¢ (« est a priori défini dans R U {+00}). L’objectif de cette question est de majorer
Jo.1?

le nombre .

a) Soient z,y, w €]0,1[>. On suppose dans un premier temps que z > + et y > 1. Montrer que :



b) Soient maintenant z,y,w €]0, 1[> tels que x < i. Montrer, en remarquant que 1 —w < 1 — (1 — zy)w,
que :
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¢) En déduire finalement la majoration :

7. a) Montrer qu’on a pour tout n € N :

3 n
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b) Conclure.



