Répartition des nombres premiers

Ferdinand Jacobé de Naurois
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I Définitions et notations

Dans tout ce développement, on notera p,, le n-iéme nombre premier, pour tout n € N*. On dénotera
par la lettre P I’ensemble des nombres premiers.
Pour tout € R on note P, =P N | — o0, z].



Définition 1
La fonction 7 de comptage des nombres permiers est définie, pour tout x € R, par :

m(z) = Pe = ) 1

pEP,

Enfin, la lettre p désignera toujours un nombre premier.

IT Méthodes élémentaires pour ’estimation de 7(n)

1 Théoréme de raréfaction de Legendre

On commence par un résultat élémentaire découlant des méthodes de cribles, a peine plus évoluées
que celles employées par Eratosthéne.

Lemme 1 - Crible de Legendre

Soit n € N avec n > 2. On note py, ..., px les nombres premiers inclus dans [1,+/n]. Alors, on a :

() —r(vm) =1+ Y uld) 5]

d|p1...pk

Démonstration

Théoréme 1 - Théoréme de raréfaction de Legendre

Pour n au voisinage de 400, on a :
m(n) = o(n)

Démonstration
On note (pn)n>1 la suite croissante des nombres premiers. On désigne de plus par ¢ la fonction d’Euler.
Commengons par démontrer le fait suivant :

ﬁ(li)mo (%)

Soit donc n € N*. On a, par développement en série géométrique, le développement du produit étant justifié car
tous les termes sont positifs :

A | ” 1 1
-] - T e
b ; o Pi fro e P1 P
Maintenant, tous les entiers inférieurs ou égaux a n ont tous leurs facteurs premiers parmi p1, ..., pn et donc la somme
ci dessus est minorée par ZZ:1 % Ce minorant tendant vers +o0o quand n tend vers +o00, on en déduit bien la limite
().
m(n)

Montrons alors a I'aide de ce résultat que : =~ ——— 0.
n—-+4o00

Soit donc € > 0. On dispose d’aprés (x) de N > 0 tel que :

(-1«

=1



Dés lors, soit n > 1. On note r le reste de la division euclidienne de n par ¢ = p;...pn. Il vient alors, comme
n+p—r>n:
m(n) <w(n+q-—r)<14+¢n+q—r)

(en utilisant le fait que ¢(a) > m(a) — 1 pour tout a > 1, puisque les nombres premiers inférieurs & a sont premiers
avec a a 'execption peut étre de a lui-meéme).
On a donc, en utilisant la formule classique pour le calcul de ¢ :

nn) (dnta=r) miporoqy (1_1>

n n - n p

plntq—r

ou le produit porte sur les nombres permiers divisant n + ¢ — r. Or, par définition de 7, pq,...,py divisent tous
n+q—r. Et donc on a :

7r(n)<n—|—p—r H 171 <n—|—p—rﬁ 17l <n+p—rf<n+pi
n n p) n i) n 27 n 2

plntq—r i=1 pi

Pour n assez grand, ce dernier majorant est lui-méme majoré par €, ce qui conclut la preuve du théoréme de

raréfaction.

2 Encadrements de Tchebychev

On va commencer par montrer un lemme de majoration, qui s’avérera bien utile dans la suite :
Lemme 2 - Majoration de la primorielle
Soit n € N*. On a :

Démonstration
Pour tout n € N*, on note :

p€EP,
P, 2n + 1
11 est clair que, pour tout n € N*, le produit : ;"H = H p divise ( + ) Dés lors, pour tout n € N*,
o a<p<ontl K

on a:
P2n+1 é 2n+ 1 S 1 2n+ 1 + 2]€+ 1 S 122»@4_1 — 4"
Pt n 2 n n+1 2

Montrons alors par réccurrence forte sur n € N* que pour tout n € N*, on a P,, < 4". L’initialisation pour n =1 et
n = 2 est immédiate. Soit donc n > 3 tel que pour tout k € [1,n — 1], P, < 4¥.0On distingue deux cas.
Si n est impair avec n = 2m + 1, alors par le point précédent et avec I’hypothése de récurrence forte, on a :

Pn < 4um+1 < 4m+m+1 — 4"
Si n est pair avec n = 2m, alors comme n > 3, on a (en utilisant ’hypothése de récurrence au rang n — 1) :

Py =Py = Pyyyq 242" > 47

Ceci conclut la récurrence. On a donc montré que pour tout n € N*, P, < 4".



Théoréme 2 - Majoration de w(n) par Tchebychev

On a, pour tout n € N tel que n > 2:

m(n) <e—

Démonstration
On commence par appliquer le lemme précédent. Soit donc n € N avec n > 2, on a :

4" > P, = szﬂ'(n)!
pEP,

D’ou, en passant au logarithme :
2n1n(2) > In(w(n)!) ()

Soit maintenant £ € N. On a :

n k 4 k

In(k!) = In(k) > > / In(t)dt = / In(t)dt = [tIn(t) — ]} = k(In(k) — 1)

i=1 =111 0

De (%), on déduit alors que :
2n1n(2) > w(n)(ln(r(n)) — 1) (xx)
On considére la fonction ¢ définie par :
p:R} =R
x = z(ln(z) — 1)

On a alors la minoration :

o( n )= 6% (ln (€L> — 1) = eli(ln(n) —In(ln(n))) =en (1 - lnl(:zg;)))

e—
Inn Inn nn

In(z)

Or, la fonction z — == admet pour maximum %, d’on :

ple——) > en (1 - i) > (e —1)n > 2In(2)n

Inn

En utilisant la relation (x*) on a donc :

La stricte croissance de ¢ permet alors de conclure.

Théoréme 3 - Minoration de 7w (n) par Tchebychev

On a pour tout n € N tel que n > 2 :

Démonstration
Pour tout n > 2, on note u,, = ppem(1,...,n).

n
e Commencons par montrer que pour tout n € N tel que n > 2, pour tout m € [1,n], m( ) divise .
m

Soit donc n > 2. Soit m € [1,n], on note :
1
In,m = / tmil(l - t)nimdt
0
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En développant selon le binéme de de Newton, il vient :

1 1
Lim = / tm N1 — ) Tmdt = / tm=1
0 0
_ %ﬂ n—m (_1)k /1 tTYL+]€—1 —
k 0
k=0

Et donc en réduisant au méme dénominateur, on obtient qu’il existe a € Z tel que :

Iym = — (x
’ Hn ( )

n—m

5 (o

g n—m) |
(-1)
P ( k m+k

Comme clairement, I, ,, > 0, on a méme a € N*.
Posons a présent :

P,(z) = zn: <:1__11>In,mxm‘1 = nl (:1__11) /1tm_1(1 — ) mym gt
:/01 . (:1__11)(%)”—1( — )L = /1§<n_1)(xt) (1" =md

1 n
= m[((x - 1)t +1)"]

" —1 1
nfx—1) n
Et donc par rigidité des polynomes et identification des coefficients, on a pour tout m € [1,n] :

-1
m—1 ’ n

i.e.

En identifiant cette relation avec (), on obtient :

<n)
Un = am
m

n
On a donc bien montré que pour tout n > 2, tout m € [1,n], m( ) divise .
m

2n +1

2n+1
e Avec ce lemme, on va pouvoir conclure. Soit donc n > 2. On sait que n( + > = n< 1) divise pon+1 €t
n

n+

2n+1
que (n+1) ( :_ 1 > divise également fi9,,41. Comme n et n+ 1 sont premiers entre eux, on en déduit aisément que
n
2n+1

s (2 1) ot 1)) dvs

On en déduit les minorations successives :

2n 2n
Hont1 > n(2n+1) <2n> > nz <2n> > nz (2kn> = nd" > 227t (4)
n n

k=0 k=0

2n 2n
Car en effet, pour tout &k € [0,n],n! < k!(2n — k)! par majoration terme a terme, si bien que ( ) > ( p )
n

Or, comme 9,2 > Hont1, o0 a également, si n > 4, en utilisant les inégalités (x) :

Honto > fanir > n22" > 4.220 > 92



Si bien que pour tout n > 9, on a p, > 2".
Et donc, pour tout n > 9, on a les minorations successives :

2" < iy = H pllogs (M) < H plogs() = p7(n)
pEP, p€eP,
Soit, en passant au logarithme :

In(2)—— < 7(n)

Inn —

Ceci restant vrai pour n € [2, 8], on a prouvé le théoréme.

3 Théorémes de Mertens
On va avoir besoin dans la suite d’introduire une nouvelle fonction, plus facile & manier que 7.
Définition 2

La fonction v est définie pour tout x € R par :

a) Le premier et le second théoréme de Mertens

Le premier théoréme de Mertens est le suivant :

Théoréme 4 - Premier théoréme de Mertens (die Grossehilfsatz)

Pour n € N au voisinage de +o00, on a :

~v(n) =In(n) + O(1)

Démonstration
Soit n € N avec n > 2. Soit p € P. En utilisant la formule de Legendre, on a les encadrements :

n n = n +OOTL n p n n
Zo1< 2] <) = {Jg == =2
P L?J () =2, p* Zp’“ pp—1 p  pp—1)

k=1 k=1
En remarquant que : n! = H (™) on en déduit encadremement de In(n!) suivant :
pEP,
1) — ] In(p)
ny(n) — Z In(p) < In(n!) = Z vp(n!) In(p) < ny(n) +n Z ﬁ
pEP, pEP, peP, pp

Ce qui se réécrit :

-n Z @) +In(n!) < ny(n Z In(p) + In(n!)

5 plp—1) ot

En utilisant le lemme de majoration de la primorielle, ainsi que 'estimation classique In(n!) = nln(n) — n + O(1),
on peut préciser cet encadrement pour n au voisinage de +oo :

—n Z M +nln(n) —n+ 0(1) < nfy(n) <nln(4) + nln(n) —n+ 0(1)

o plp—1)



Or la série ) % converge, donc :

In(p)
p;lpn plp—1) ow

Et I'encadrement devient donc :
—n0O(1) +nln(n) —n+ O0(1) < ny(n) < nln(4) + nln(n) —n+ O(1)
On conclut alors en divisant par n que, pour n au voisinage de +0co, on a :

A(n) = In(n) + O(1)

Et voici le second :
Théoréme 5 - Second théoréme de Mertens

Il existe une constante réelle M telle que, au voisinage de +oc, on ait :

> % =In(In(n)) + M + O (ﬁ)

pEPy

M est par définition la constante de Meissel-Mertens.

Démonstration
e On considére la suite (uy,)n>3 définie par :

n—1
1
n = ——— —In(l
k=2
Développons u,+1 — u, au voisinage de +oo. Il vient :

== i = (P ) = g+ (0 )

)
= n%(n) —In (1 * lnirll(jl)i)) - nlr}(n) o <1 ’ W>

() 3 () (e

Et donc par le lien suite-série, la suite (u,,) converge vers une constante ! € R. On peut préciser le développement.
Pour tout n > 3 au voisinage de +00, on a par le théoréme de sommation des relations de comparaison sur les restes :

Up — | = +io(uk —Upy1) = JioO (M) = ;i() (klnl(k)Q) = +ZOOO (lnzk) B ln(kzlJr 1)) =0 (hl(l’ﬂ)>

k=n k=n =n k=n

e Notons 1p la fonction de R dans R qui prend la valeur 1 en chaque élément de P, et qui vaut 0 partout ailleurs.



Soit maintenant n > 2. On a, en effectuant une transformation d’Abel :

p€EP k=2 k=3 k=3
L (k) k-1 1 1
=gt kZZB (m(k) w1 kD (m(k 1) ln(k)))
1) @) (L, i i
—3t ln(n) ln(2) * ;3 (V(k 2 (m(k —1) ln(k:)>)
v(n) (k) In(1 + 116) )
n(n) ln kE)In(k + 1)

Or, pour k au voisinage de 400, on a en utilisant le premier théoréme de Mertens :

Y(k)In(1+¢)  (In(k) + O(1)(1 +O(3=)) 1 1 1 1
mE) In(k +1) (k) In(k 1 1) =y ¢ <k;ln(k) m(k + 1)) = eme T © (mn(k)Z)

Et donc par comparaison avec une série de Bertran, la série :
3 y(k)In(1 + 1) 1
In(k)In(k+1) kln(k)
converge, et son reste R, vérifie, au voisinage de +o0 :

B = i_o:: (;((z))lﬁl((lki?) - khi(k)) - §O <k;lnl(k)2> N g() (mgk) - 1n(k:1+ 1)> =0 <ln(1n)>

k=

Et donc en utilisant I'expression (x), on obtient l’existence de I’ € R tel que pour n > 3 :

n—1

1 (k)In(1+ 1) = ,
Z=“H§@WM$;M) km:%%wwwmmmm

n
p€EPy P

Avec Pestimation de R, le calcul effectué sur (u,) ainsi que le premier théoréme de Mertens, on obtient alors :
1 , 1
E = =In(In(n)) +1+0"+0 | —
p In(n)
p€EP,
Ce qui achéve la preuve.

On remarque immeédiatement qu’on peut remplacer n par un réel positif » dans ’énoncé du second
théoréme de Mertens, puisque pour r réel au voisinage de +oo, on a In(In(r)) — In(In(|r])) =

i (1+22) =0 (54)

b) Le troisiéme théoréme de Mertens

On arrive enfin au troisiéme théoréme de Mertens, qui se présente comme un produit eulérien. Pour
le démontrer, on fera appel a la définition de fonction ¢ de Riemann sur |1, +o00]. Il est donc temps
d’introduire cette définition :

Définition 3

Pour tout réel s strictement supérieur a 1, on pose :

+001

&)=~
n=0




Et de prouver la formule du produit eulérien pour ( :
Lemme 3

Soit s > 1 réel. On a :

pEP,
Ce qu’on notera :
1\ !
((s) = H (1 - E)
peP
Démonstration
Soit s > 1.

e Pour tout entier strictement positif k, on note Fac(k) 'ensemble des facteurs premiers de k, et pour tout p € P,
on note v, (k) la valuation p-adique de k, et v(k) = max{v,(k)|p € P}.
Soit n € N*. Pour tout € > 0, on peut trouver N € N* tel que :

H (11715) <e+ H (Zp“s) =e+ Z %SE‘FC(S)

peP, peP, \v=0 Fac(k)CP,,
(k)N

Ou l'indice de sommation varie sur les éléments de N* dont tous les facteurs premiers sont inférieurs ot égaux a n,
et dont les valuations p-adiques ou p € P sont toutes inférieures ou égales & V.
Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a la majoration suivante, valable pour tout n € N* :

11 (1—;8>1 <((s) =

p€EP,

Minorons maintenant le produit.

Soit n € N*. On a : )
I S 1 1
H(l‘ps) 211( P >: 2wl

peP, peP, \v= Fac(k)CP, k=1
v(k)<n

La derniére inégalité découlant du théoréme fondamental de l'arithmétique et du fait que tous les entiers entre

1 et n on uniquement des facteurs premiers inférieurs ou égaux a n et des valuations p-adiques inférieures a n
pour tout nombre premier p (en effet, pour tout k& € [1,n] et tout nombre premier p on a : p»*) < k d’ou
vp(k) < log, (k) <logy(k) <k <n).

On a donc montré pour tout n € N* I'encadrement :

n -1
SecI(1-2) =
k=1 pEP,

Ce qui prouve le lemme.

Forts de cette formule de produit eulérien, on peut enfin énoncer et prouver le troisiéme de
Mertens :
Théoréme 6 - Troisiéme théoréme de Mertens

Pour tout n > 2, on a au voisinage de +oo I’équivalent :

1 (1 - %) i

pEPy

ou v désigne la constante d’Euler-Mascheroni.




Démonstration )
e On a, pour p au voisinage de +o0c le développement limité : e (1 — 1) = (1+ 5 +O0(:5))(1 — 3) = 1+ O(55)

. e o . 1
Dés lors, par un passage au logarithme, le produit infini portant sur les nombres premiers : [[e? (1 — %) converge
vers une constante réelle m, et on a d’apres le second théoréme de Mertens 1’équivalent au voisinage de 400 :

-M

1 (-3) - 1 1-2) 53

p€EP, p€eP,

Notons que cette formule reste valable en remplacant n € N* par r € R*. En effet, le terme de gauche prend la méme
valeur en r et en |7], et on a clairement In(r) ~ In(|r]).
Il s’agit donc d’évaluer la constante m vérifiant :

eMn(r) I (1— 1) —om

pEP,.

e On va commencer par rapprocher le produit qui nous occupe des produits eulériens plus généraux pour la fonction
7, qui eux sont convergents. Par définition de m en effectuant le changement de variable r = e!/*, on a pour ¢ au
voisinage de 07 :

1 _ C(1+1¢) 1—p! 1
M 1N _ M
m~e-y H I-p7)=e P H 1—p—1-t H 1—p-1-t
PEP 1,4 PEP 1,4 peP

p>el/t

Or, classiquement, on a pour ¢ au voisinage de 0 :

1] X1 SR X/ 1 1
‘C(l"'t)_t‘ _Z<k1+t_/k s x) S;(k1+t B (k+1)1+t> =0()

k=1

Si bien que l'expression précédente se simplifie en :

1—pt 1
M
moe H 1_p-1-t H 1_p-1-t
p p
pEPel/t peP
p>el/f‘

Et donc, en posant pour tout réel positif z, f(x) =In(l 4+ 2) —x, on a :

In(m) = M — Zl( _1> S In(1—p~ ) + o(1)

PEP 14 peP

p>el/t
=M- > 1n<1—|— ) > In(1—p ") +o(1)
PEP 14 peP
p>el/t
—t
=M — Z In (1 + 7p1 ) — Z In(1 —p~ ') +0(1)
PEP 1/4 peP
p>el/t
— M- e S (S X 6 o)
PEP 14 PEP 14 pEP peP
p>el/t p>el/t

Majorons les deux sommes faisant intervenir f, en remarquant que, classiquement, pour tout réel positif x, on a
2

0 < f(z) < % < 2, et en utilisant 'inégalité de convexité élementaire 1 — k=" < tIn(k) valable pour tout k > 1 et

t > 0. On a d’une part :

O<Zf<

PEP 14

1— k)2 tln(k
D o O

2<k<el/t 2<k<el/t

10



Et d’autre part :

1-t 2-2t 2 N fm2 et =e)]
0< D> fp )< Y RTTHSE? Y R =
peP k>el/t klel/t]

p>el/t

Donc ces deux sommes tendent vers 0 quant ¢ tend vers 0. Donc pour ¢ au voisinage de 0, on a l’estimation :

In(m) =M — Zl__—i—Zplto

PEP 1 /¢ p€EP
p>el/t

De plus, en remarquant que pour tout ¢ > 0, on a :

0< Z ( tlpt> Z 1fp*t<t Z In(p +§ In(k
) pp—1) ~ plp—1) k(K —1

PEP 14 PEP 1,4 PEP 14

On obtient finalement une forme trés simple :

(m)=M— 3 122 - Yoop o) ()

PEP 1/t pEP
p>el/t
e Posons :
1—p~
A(t)zzietB Zpi
PEP 174 b peP

p>el/t

Et tachons d’estimer B et A au voisinage de 0. On a pour tout ¢ > 0, par une interversion de somme finie et
d’intégrale :

1/t

¢ 1 1
= > /xf“ / > pxt+1:/1 L > P dr

PEP 14 r<p<el/t r<p<el/t
.S /+°° dx +oo dx o > 1
1+t / Z t+1 t+1
T i T
peP eV 1/tep<a P el/t eicp<al
1/t
p>e

Et donc, en utilisant le second théoréme de Mertens et le développement classique de la série harmonique, il vient :

1/t 1/t

A(t) = /1 xtlﬂ(lnln(el/t)mln(wo(lnz ))>dxt/le # > 11+O<1n(1x)) dz

In(z)<k<l
1/t 1/t

k
1 (¢ dx € 1 1 1— etk e 1 1
=t > ) xmo(ln(x))d””‘ > xtﬂO(m( >)dw

0<k<1t 1<k<3
oo q 1/t —1/t e 1 -1/t
B<t):t/1t F(lnln(m)—lnln(e )+ O(e )) dac:t/“ sy Z E—l—O(e ) | dz
et/ et/ 1 <k<In(=)
1 [T dx Hoeo O(e‘l/t) —hkt e o)
k>zl k Lk $t+1 + /el/t :Et+1 k>zl k + /el/t Z’tJrl .

Il s’agit maintenant d’évaluer les restes qui apparaissent sous forme d’intégrales. On sait qu’il existe des constantes
positives C, D, E telles que pour tout ¢ > 0, on ait :

1/t 1/t el/t

€ 1 1 ¢ 1 1 In(In(x))
- < - _ ) 2 A\
t/l xt+10(ln( )>dx Dt+Ct/2 x“‘lln(m)dw Dt+Ct [ln(t> ln(ln(2))] +Ct /2 pors dx
o1/t o1/t
= O(tIn(t)) + C’tQ/ %dw = O(tIn(t)) + CEtQ/ dr
2 T 2 r

= O(tIn(t)) + CE(In(e/t) — In(2)) = O(t1n(t)) = o(1)

11



Et de méme :

Si bien que finalement, en repartant de ’expression (x) et en utilisant nos estimations de A et B :

B(t)+o1)=M—- ¥ #+

In(m)

‘ /+oo O
1/t

=M — A(t) +

—1/t

o+l

daz

< Cte '/t (t( 1/ty= ) < Ce V= o(1)

—tk

Z eT +0(1)

1<k<1/t k>1/t
M Lo e (]l 1 t
=M — Z %4-2 =M -2 —v+o0(l) —In(l —e™") + o(1)
1<k<1/t k=1
_
:M—7+ln< >+0(1):M—7+0(1)

Et donc finalement, on a m = ¢™~7. Et donc en remplacant cette valeur dans ’estimation du produit trouvée au
début de la preuve, on obtient le troisiéme théoréme de Mertens :

I (1-

pEP,

1

)N

p

e_'y

In(n)

Forts de ce résultat, on peut sans grand effort en déduire d’autres similaires :
Corollaire 1

Pour tout n < 2, on a au voisinage de +oo 1’équivalent :

1

)

p

:
~ X ()

2

H (1 +
Démonstration

pEPn
En effet, pour tout n < 2, on a au voisinage de +0o les équivalents suivants, en utilisant d’une part le lemme du
produit eulérien, et d’autre part le troisiéme théoréme de Mertens :

()

1\  pep, In(n) _ 6e”
pg <1+p> H (1 — 1) ) ¢(2er 72 In(n
peP, p

Un corollaire du troisiéeme théoréme de Mertens donne également une expression de la constante
de Meissel-Mertens :
Corollaire 2

En notant M la constante de Meissel-Mertens, on a :

_|_

1 1
e (1))
> =g
Démonstration

pelP
En effet, en reprenant les notations de la démonstration du troisiéme théoréme de Mertens, on a par définition de
m:
m = H er (1 — )
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Et le résultat prouvé est :
In(m) =M —~

Il suffit donc de passer au logarithme dans la définition de m pour conclure.

4 Sim(n) ~ e, alors ¢ =1

Ce fait, qui porte le nom de Théoréme de Tchebychev, est en fait une conséquence du second
théoréme de Mertens.
Théoréme 7 - Théoréme de Tchebychev

Si il existe une constante réelle ¢ telle que pour n > 2 au voisinage de +o0o, on ait :

n

In(n)

(n) ~c

alors ¢ = 1.

Démonstration
Supposons I'existence de ¢ € R tel que pour n > 2 au voisinage de +0o, on ait :

In(n)

Soit alors n > 2. On a, en conservant la notation 1p introduite dans la section précédente :

T S = I C))

peP,, 2 k=2
Cw) T )
== ; )

Alors, on a pour k au voisinage de +o00 :

w(n) ~c¢

M:

~
||

(k) ¢
kk+1) " kn(k)

Ceci étant le terme générale d’une série positive divergente, le théoréme de sommation des équivalents s’applique. 1l
vient alors, pour n au voisinage de 400 :

1 7(n) e o
2 o= +kz k+1 Zkln O<k_lkln(k)>

pEP,

Or, un calcul déja effectué dans la preuve du second théoréme de Mertens montre que :

n(In(n)) + o(In(In(n)))

Si bien que :

>

pEP,

= cln(In(n)) + o(In(In(n)))

=

On conclut par le second théoréme de Mertens.

5 Théoréme des nombres premiers par Erdos et Selberg
a) La formule de Selberg

On définit la fonction 6, plus facile a estimer que la fonction 7, de la fagon suivante :

13



Définition 4
Pour tout « > 0, on pose :

6(z) =Y In(p)

p<z

ol la somme est prise sur les entiers inférieurs ou égaux a p.

L’intérét de la fonction € est qu’un eéquivalent de 6 suffit & obtenir un équivalent de 7, comme le
montre le lemme suivant.
Lemme 4

On a, pour = qui tend vers +oo :

Démonstration
Soit € > 0. On a pour tout x > 1, les sommes étant prises sur les nombres premiers :

(e~ (mw(@) = (@) S In(p) <z <0@) =Y In(p) < n@)r()

Or, on a clairement pour x — +o0o I'estimation suivante, avec les encadrements de Tchebychev :

Et donc I'encadrement ci dessus devient, aprés division par In(z)m(x) :

0s)

(I—€)(140(1)) < W =

Ceci conclut la preuve du lemme.

Voici la formule de Selberg :
Théoréme 8

Pour x au voisinage de 400, on a :
6(z) In(z) + > 6 (f> In(p) = 2z In(z) + O(z In(In(x)))
p

p<z

ou la somme est évidemment prise sur les nombres premiers.

La démonstration repose sur l'estimation de deux maniéres différentes de la somme S(z) définie
ci-dessous.

14



Définition 5
Pour tout = > 1, on pose :

> St (3)

1<n<z d|n

ol p est la fonction de Moebius définie sur N* par :

pu(n) =0 sin est divisible par un carré parfait autre que 1

w(pr..pr) = (=1)" sipy,...,p, sont des nombres premiers distincts

p(l) =1

On estime de deux maniéres cette somme au voisinage de +00, et on identifie les deux estimations
pour obtenir la formule de Selberg.

Voici la premiére maniére dont Selberg estime la somme S(z) :
Lemme 5

Pour z au voisinage de 400, on a :

S(z) = )+ > 0 < ) ) 4+ O(z In(In(x)))

p<lz

Démonstration

On va regarder de prés la valeur de chacun des termes n de la somme. Commengons par le cas ou n a au moins 3
facteurs premiers. Soit donc n un entier qui contient r > 3 facteurs premiers. On note n = pi*...p%" ou les p; sont
premiers distincts et ot les a; sont dans N*. Il vient alors, comme p(d) s’annule dés que d est divisible par p? pour

un certain ¢ :

> samn(5)’ = % o (aI12) = 3 o (o o)

=
&
=3
—
Ul s
~

[\v]
I

dln d|p1...pr IC[1,7] i€l IC[1,r] i€l
= > =)"Mmm)? —In(n) > DY np)+ D DI In(p) In(p))
IC[1,r] IC1,r] i€l IC[1,r] i,j€I
=—ln(m)Y () | D O+ ) [ Y. 0P+ DD ) [ Y (D
i=1 Ici,r] i=1 IC[1,r] 1<i,j<r Ic[1,r]
icl icl i£j i,j€T

Maintenant, comme r > 3, les trois sommes portant sur |I| sont nulles et donc finalement :
7 2
d)l (7) =0
> u(d)n (5
d|n

Dés lors, on a le calcul suivant de la somme ci-dessus dans le cas général :

In(z)? sin=1
Z (d)In (E)Q ) —In(p)®>+2In(z)In(p) sin =p" avec p premier, h > 1
H ) 2In(p)In(q) si n = phg* avec p, ¢ premiers distincts et k,h > 1
dn 0 sinon
Et donc on a, pour x > 1 :
S(x) *+ 3 —In(p)’ +2In(z)In(p) +2 Y In(p)In(g) (%)
ph<z e <z

r<q
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ou dans les indices de sommations, les entiers p et ¢ sont premiers distincts, et h, k € N*.
Dans cette expression de S, les entiers qui ne sont pas de la forme p ou pq (avec p, ¢ premiers dsistincts) fournissent
une contribution en O(z). En effet, on a d’une part, pour x au voisinage de Uinfini :

Z —1In(p)? 4 21In(z) In(p)| < 3In(z) Z In(p)

peP , h>2 p€EP , h>2
p"<= p"<z
In(z) 2
< 3In(x Z In(p Z 1 <3In(z Z In(p )1 = O(y/xIn(x)?)
p<Vz h=2 p<Vz u(p)
p'<w

Et d’autre part, toujours pour z au voisinage de 400 :

S I <2Zln n(g)+ Y, In(p)in(g)
h

phqum qg:}'l phqux
p<gq >2 p<q
h>2 OoUu k>2 h>2 et k>2
x
<2 E In(p) (h) E In(p) In(q) E E 1
p<Vz 2<h< @) Pg<VT h< o) po Intx)
- —="=1In(p) ln(p) In(q)
T ln
<G ) D )+ Z > < 0w Y Y0 B gy
p<+/x h>2 <z n>2 h>2

Ou on a utilisé le lemme 4 et les majorations de Tchebychev pour obtenir §(z) = O(x). Maintenant, on constate

aisément que la famille (ln o ) est sommable : on a en effet :

n>2 h>2
Et donc avec les majorations de Tchebychev, la majoration ci-dessus devient asymptotiquement :

> In(p)ln(g) = O(x)

phg <z

= Z In(n) (n)n = Z O(In(n)n=2

n>2 h>2 n>2 n>2

p<g
h>2 0U k>2
Et donc on peut ré-écrire la formule asymptotique (x) sous la forme :
S(z) = Z(—ln(p)2—|—21n )+ 2 Z In(p) In(q) + O(x) (%)
p<z pg<lx

p<q

ou p et ¢ dans la deuxiéme somme sont des nombres premiers distincts.
Evaluons ces deux sommes.
En premier lieu, on a :

3 (= In(p)? + 2In(x) In (@)Y () + 3 In(p) ( > +Z1n ( )

p<z p<z p<z

Avec :

S o) ()S > mom () - Zrom ()

p<z pgwhllr(ll(ll()w)) p<z
zIn(ln(z))
< Z )+ Z In(p) In (In(x)) < In(z)6 Tl + In(In(x))é(x)
p< BIn(n)) p<z n(w)

ST n(a)
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Avec les majorations de Tchebychev et le lemme 4, on a 6(z) = O(z) et donc ce dernier majorant est un O(In(In(x))).
On obtient donc pour x au voisinage de 400 :

Z(f In(p)? + 2In(z) In(p)) = In(z)f(x) + O(z In(In(z))) (1)
p<w
Il est temps d’évaluer la deuxiéme somme de la formule (xx). On a :

23 () n() = 3 h(p)In(g) — 3 i 20( ) D)+ OWEm@?)  (2)

pq<S:r pg<z p<VzT p<z
p<q

Avec (1) et (2), la formule asymptotique (xx) devient alors :
S(z) = )+ > 6 ( > ) + O(x In(In(z)))
p<z

C’est bien ce qu’il fallait démontrer.

Passons maintenant a la seconde estimation de Selberg.
Lemme 6

Pour x au voisinage de 400, on a :

S(z) = 2xIn(z) + O(x)

Démonstration
La suite de terme général u,, = % + In(n) — In(n 4+ 1) vérifie u, = O (n—lz), et donc la série des u,, converge et son
reste est en O (%) a linfini. On en déduit aisément 'existence d’une constante absolue ¢; telle que pour x tendant

vers +00 :
1 1 1
Y —=h@)+a+0 () =In(z) + ¢ +0 (1>
m<z m xT Tra

En observant que % (In(n + 1)? — In(n)?) = w +0 (lr‘é—;’)) et en sommant les relations de comparaisons, et par

une simple estimation du reste, on obtient de méme ’existence d’une constante co telle que :

> ln(Tm): ;m(m)””*O(xli)

m<x

Si maintenant 7(m) désigne le nombre de diviseurs de m, on a :

ST Tt Ta X s X an()seio(%)

1
m<wm m<a:d|m ab<w 1<a<z @ 1<b<z 1<a<z T
In(a) c1 1
) E - E + E — + E o 3 1
a a a i
1<a<z 1<a<z 1<a<z 1<a<z astre

= In(z)? + ¢ In(z) + O (ln(j)) - %m(z)? —c2+0 (;) +eiln(z) ++0 <;)

1 1
= —In(z)? +2c;In(z) +c§ —c2 + O <1>
2 €Tr4a
Et donc on dispose de constantes c3 et ¢4 telles que :

2:227(

m<z m<3:

+05+O< ) (%)
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Ensuite, on peut ré-écire S(z) ainsi :

=33 u(dm (3)2 =Y p(d)In (3)2 > 1= u(d)In (3)2 4]

n<z d|n d<z 1<n<z 1<d<z

On voudrait se débarasser de la partie entiére. Or, on a :
T\2 /| x T\ 9
Y wld)in (3) (bJ - g) =0 Y ((z) - n(d)
1<d<az 1<d<az

Avec :

> (n(z) —In(d))* = [z]In(z)*> + Y In(d)® —2In(z) > In(d)

1<d<z 1<d<z 1<d<z

=zIn(z)? ' n(t)%dt — 21In(x ' n x
—1()+/11(t)dt 21()/11(t)dt+0()
= 2z1In(z)? — 2(In(z) + 1) /1 In(t)dt + O(z) = 2z 1In(x)? — 2(In(x) + 1)(zIn(z) — z) + O(z) = O(x)

Et donc l’erreur commise en oubliant la partie entiére est en O(z). On a donc au voisinage de +00 :

x)==zx Z @ln (%)2—1—0@)

1<d<z

Posons y = % dans la suite. Avec 'expression () de log(y)? trouvée précédemment en fonction de 7, on obtient :
d 1 1
5@ _ # D DAL o +c5+o(1)
1<d<z 1<mey 1<me<y T Yy
2u w(d)
-> ¥ 0 Y ¥ Eea Y M Y o)

1<d<z 1<m<zx 1<d<z 1<m<zx 1<d<=z 1<d<=z

p(d)
P oR ol (>+csz W C427+01
1<n<m 1<n<w 1<d<z

Maintenant, avec le formalisme de la convolution de Dirichlet, en notant 1y la fonction constante égale a 1 et §
la fonction qui vaut 1 en 0 et est nulle partout ailleurs (élément neutre pour la convolution de Dirichlet), on a
classiquement : § = Iy * p et Iy * Iy =7 donc p* 7 = p* 1y * 1y = 1y. La formule ci dessus devient donc :

_2 Z 7—1—03—0—04 Z ) =2In(z) +cq Z —

1<n<z 1<d<zx 1<d<zx

d . . . . . i
Reste donc & montrer que la somme des £ ( ) est bornée. Pour ceci, on observe que si p est la fonction partie entiére
sur R, on a par inversion de Moebius, pour tout x € R :

= Z Iy (%) donc: 1=1y(z)= Z pn)p (%) - Z (“T/“Lén

~—

+ 0(1)>

n<z n<z n<z
d’ou : ()
x ,; — +0(z)=1
Ce qui fournit bien le caractére borné de la somme 3°, _ * (:)

En reprenant I'expression de 22 ci- dessus, on arrive bien & :
xr

S(z) =2z In(z) + O(x)
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Démonstration
On commence par montrer les trois formules asymptotiques suivantes :

#n) _ ) (Z) = Hn) (gf _
> —=0(1) > —n(~)=0(1) > I (~) =2In(x)+0(1) (¥
n<x n<x n<x
Pour la premiére, on obtient aisément par inversion de Moebius :
_ NP T _ pu(n)
x| —Zl d’ot 1—Zﬂ(n)th —xz " + O(x)
n<x n<x n<lx
ce qui donne le résultat voulu. Pour la seconde, une simple estimation intégrale donne une constante C' telle que :
Z - zIn(z) + Cx 4+ O(1)
n<z n
Et en appliquant la formule d’inversion de Moebius & la fonction identité, on obtient :

x-Zu(n)Z@-Zu(n)(il ( )4’@4’0 > Z# (%)+C’x2@+0()

n<z m<Z n<x n<z

—n

Et donc en utilisant la premiére estimation sur ) @, on obtient la seconde.
Reste & montrer la troisiéme estimation. Pour cela, on écrit, & I’aide d’une comparaison somme intégrale :

an( ) =ohn( Z Zln ()% + Cxln(z )JrO(ln(x))x(ilxl(x)2+p+o<m(;))>

n<xz n<x n<x
= g In(z)? + Az In(z) + Bz + O(In(x))

o A, B,C, D sont des constantes. Alors, & nouveau par inversion de Moebius sur la fonction z +— zIn(z) :

otnte) = w32 () = Swio (g5 (5) () <8 o (u(5)))

n<x -

En utilisant les deux premiéres estimations, on obtient :

zIn(z Z un (%) + O(x)

n<x

Ce qui montre la troisiéme estimation. Ainsi, on a démontré les trois formules asymptotiques (x).

Avec ces trois estimations, on est maintenant en mesure de calculer S(x) assez précisément. Il vient :

x)zzzu(d)ln(g)szwdﬂn( ) Z 1= 3 s (g ) )

n<z d|n d<z 1<d<z

On voudrait se débarasser de la partie entiére. Or, on a :

5w (3)" (2] -2) =0 3 tuto) -y

1<d<z 1<d<z

Avec :

> (In(x) —In(d))* = |« + Y In(d)*—2In(z) Y In(d)

1<d<w 1<d<w 1<d<z
=zln(z)? + / In(t)%dt — 21n(x) / In(t)dt + O(x)
1 1

=2z In(z)? — 2(In(z) + 1) /11: In(t)dt + O(z) = 2z In(z)? — 2(In(z) + 1)(zIn(z) — 2) + O(x) = O(x)
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Et donc l'erreur commise en oubliant la partie entiére est en O(x). On a donc au voisinage de 400 :

S(x)==x Z @ln (2)2 + O(x)

1<d<z

Dés lors, en utilisant la troisiéme estimation (x), il vient :
_ AWNNEAS _
S@=x Y Blm (n) +O(x) = 2 (2In(z) + O(1)) + O(x)

Ceci prouve finalement la formule asymptotique :

S(z) =2z In(z) + O(x)

Finalement, en identifiant les deux estimations de S(z) données par les deux lemmes précédents,
on obtient exactement la formule asymptotique de Selberg :

0(z)In(z) + Z 0 (g) In(p) = 2z In(z) + O(z In(In(z))) (1)

p<z
On note que cette formule implique également la seconde formule dite de "symétrie" de Selberg :
Z In(p)? + Z In(p) In(q) = 2z In(z) + o(x In(x)) (2)
p<w pqsw

En effet, on a d’une part :

56 () ) = X G o

p<z pg<z

Et d’autre part, on a les estimations (qui utilisent les estimations de Tchebychev), pour tout € > 0 :

> In(p)* < O(z)In(z) < O(x')In(z) + Y ln(p)21 i - < o(n(2)z) + 5 i - > In(p)?

p<z zl=e<p<z p<z

b) a+ A =2 via la formule de Selberg

Selberg est ensuite parvenu a tirer une conséquence trés intéressante de la formule asymptotique
qui porte son nom. Pour I’énoncé, on introduit les nombres suivants :
Définition 6

On définit les nombres suivants :

a = lim inf M = lim inf M
T—+00 xT r—+oo T
T—4-00 X T——400 T

On remarque que ces définitions sont cohérentes en vertu de ’équivalent obtenu précédemment :

O(x) ~ In(x)m(x)
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De plus, les encadrements de Tchebychev réalisés précédemment montrent que :
In(2) <a<A<e

Enfin, une remarque triviale mais importante est que, pour montrer le théoréme des nombres
premiers, il suffit de prouver que a = A = 1.

Or, Selberg parvient en quelque sorte & effectuer la moitié du travail puisqu’il démontre 1’égalité
suivante :

Proposition 1

Avec les notations précédentes, on a :
a+A=2

Démonstration
Prenons z qui tend vers +oo avec §(z) = Az + o(z). Alors, la formule asymptotique de Selberg donne :

Z 0 (;) In(p) = (2 — A)zIn(z) + o(zIn(z))

p<z

Mais le membre de gauche est minoré asymptotiquement par :

36 (g) n(p) >y (aZ +o (Z)) In(p) > azIn(z) + o(z In(z))

p<z p<z
en utilisant la Grossenhilfsatz de Mersenne. On en déduit a < 2 — A. De la méme fagon, en prenant cette fois x
tendant vers +oo de sorte que 6(z) = ax + o(z), on obtient A > 2 — a. Et donc on a bien a + A = 2. En utilisant
I'egalité a + A = 2 et la borne a > In(2), on en déduit au passage un raffinement sur la borne de
A:
Corollaire 3
On a:

A<2—1n(2) (= 1.31)

c) Le lemme d’Erdos

Voici le résultat qu’est parvenu a prouver Erdos quelques temps aprés la publication de la
formule de Selberg.
Proposition 2

Pour tout ¢ > 0, il existe §(c) > 0 tel qu’on ait pour x assez grand :

(1 +c)x) — b(z) > d(c)x

On raisonne par l'absurde. On suppose donc l'existence de ¢ > 0 tel qu’il existe des x arbitraire-
ment grands tels que le quotient N+2)=0() it arbitrairement petit. On note S 'ensemble des
constantes qui vérifient ceci, et C' sa borne sup (les bornes de Tchebychev assurent aisément que S
est majoré). On va démontrer que C' € S.

Montrons d’abord un petit lemme :

Lemme 7

Pour z,y au voisinage de +o00 vérifiant x < y, on a :

0(y) — 0(x) < 2(y — ) + o(y)
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Démonstration
La formule de symétrie de Selberg donne immédiatement :

> In(p)® < 2yIn(y) — 2z1n(z) + o(yIn(y))

z<p<y

Supposons dans un premier temps que z > ﬁ Dans ce cas, on a In(z) = (1 4 o(1))In(y) et pour les nombres

premiers p entre z et y, on a In(p) = (1 + o(1)) In(y). En divisant les deux cotés le I'inégalité ci-dessus par In(y), on
a donc :
In(z)

In(y)

> In(p)(1+o0(1) < 2y — 2

z<p<y

+ o(y)

Puis :

In(z)
In(y)

qui est la formule recherchée. Dans le cas ol au contraire, on a x < ﬁ, on a alors avec des inégalités de Tchebychev
et le cas précédent :

0(y) — 0(x) +0(0(y)) <2y — 2z

+o(y) <2(y — ) + o(y)

o)~ 02) <0) 0 () +0 () <00 (L ) + ol
<2 (1= iz ) + o) <20~ 2) + (o)

en utilisant le fait que = o(y) dans ce second cas. Ceci conclut la preuve du lemme.

Prenons maintenant un ¢ > 0, et ¢ € S vérifiant ¢ > C' — 5. Pour z tendant vers +oo en par-
courant les valeurs pour lesquelles 0(x(1 4 ¢)) — 0(x) = o(z), on a :

O(1+C)x) —0((1 +c)x) + 0((1 + c)z) — 0(x) < 2(C — )z + o(x) = ex + o(x)

Et donc comme € est arbitraire, ceci prouve que C' € S. Ainsi, C' > 0 est la plus grande valeur pour
laquelle on a pour des valeurs de x arbitrairement grandes :

(14 C)x) —0(x) = o(x)

(on note que cette formule n’est pas vraie pour tout = tendant vers +oo mais seulement pour un
ensemble non majoré de valeurs de x, qu’on va noter dans la suite )
Maintenant, pour z tendant vers +oco en restant dans €2, on a par la formule de symétrie de Selberg :

Z In(p)* + Z In(p) In(q) = 2Cx In(z) + o(x In(z))

z<p<(14+-C)z z<pg<(1+C)z

Maintenant, on a évidemment, quand x tend vers +o0o en restant dans €2 :

Z In(p)* < In((1+ C)z)(O((1 + C)x) — 0(x)) = o(x In(x))

z<p<(14-C)z

Et donc en combinant les deux résultats ci-dessus, il vient :

Z In(p) In(q) = 2Cz In(z) + o(z In(x))

e<pg<(1+C)z
dot : pq%:c)x In(p) (9 (@) 9 (%)) — 2CzIn(z) + o(z In(z))

On a maintenant besoin d’un nouveau lemme :
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Lemme 8

Pour x tendant vers +oo en restant dans €2, on a :

(55) ) -5 ()

pour tous les nombres premiers p < z(1 4 C) hors d'un ensemble P, vérifiant :

5 10) _ (a)

p€73m p

Démonstration
On raisonne par I'absurde. Si le lemme est faux, alors on dispose pour x € ) d’ensembles P, et de by, by > 0 tels

que :
9(M> _0<x> <(20_b1)x+0<x) pour x € P,
p p p p

S 20 5, () + oine)

(en effet, pour la premiére inégalité, elle est forcément dans ce sens car le lemme 7 interdit une inégalité inversée
avec un b; de signe opposé)

Dés lors, on a les estimations, avec la Grossenhilfsatz et le lemme 7 :

£, ((52) ()

p<(C+1)x

D () ) 5 ((259) o 3))
SR R ) A S AR )

p<(CH+1)z ; p¢Ps PEPx
< 2CzIn(z) — bibax In(x) + o(z In(x))

Ceci contredit ’estimation qui précéde le lemme, et donc conclut par I'absurde.
Dans la suite, on note conformément aux conventions de I’énoncé du lemme, P, I'ensemble des

p qui vérifient :
1
5> BB — (e
PEP: p

On a donc pour p hors de P, et x tendant vers +oo en restant dans 2 :

p (x(1+0)) g (f) _ 2Cx to (f)
p p p p
Les éléments de P, seront appelés les premiers "mauvais" et les autres les "bons" (notion qui dé-
pend de ).

Supposons maintenant qu’on dispose d’une liste p; < ... < px de nombres premiers tous bons
relativement a des x arbitrairement grands, tels que 10p; < pp < 100p; et (1 + C)(1 + t)*p; >

23



pit1 > (1 +t)p; pour tout 1 <i <k —1,out > 0 est petit devant C, a fixer plus tard. On définit
des intervalles :
x
T
Pi Di
Si pour un certain ¢, on a I; N I;11 # &, alors par hypothése, on a :

T T
(1+t) < —<
Dit+1 Di Pi+1

(1+0)

On montre alors dans ce cas que :

9(%)_9(1);11):2(£_pil)+o<£> (*)

En effet, si cette égalité est fausse, avec le lemme 7, on a pour des valeurs de = arbitrairement
grandes dans 2 et pour ¢; > 0 :

(o)) <o (i)

En combinant ceci avec le fait que p;11 est bon relativement a x, on obtient :

Q(M> —9<£> > (2042 ) —(2- )

Di+1 Di Di+1 Di

En prenant c; > 0 tel que % < clp;_” (ce qui est possible indépendamment de x et i au vu du

controle entre p; et p;1; imposé par t) on obtient :

() o G) e (o)

Ceci contredit le résultat du lemme 7 et donc on a prouvé par 'absurde 1'égalité (%) ci-dessus par
I’absurde. En la combinant avec le fait que p; est bon, on obtient si I; N [;11 # @ :

(ora) ()= Goro-5n) G

Alors, d’aprés les hypothéses sur les p; et comme ¢ est petit devant C', on a, si I; N [;1; = @ et pour
x assez grand, en utilisant le fait que les p; et p; 1 sont bons et que ﬁ(l +C) < }% :

(o) o) o) o) o (o) - (L)

>2C:c(l— ! >>1.9<£(1+0)— ° )

Di Pi+1 Di DPi+1

A COMPLETER!!!

En sommant les deux derniéres inégalités de 1 a k selon que I; N I;;; = @ ou non, on obtient

aisément :
0 <£(1 + C)) —0 (£> >1.9 <£(1 +CO) - 3)
1 Pk b1 Pk
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Mais par le choix des relations entre p; et py (& savoir 10p; < pr < 100py) ceci devient facilement :

0 (]931(1 + C)) > 1.61)31(1 +C)

Ceci étant valable pour des valeurs de x arbitrairement grandes, on obtient A > 1.6, ce qui est
absurde et donc prouve le lemme d’Erdos.

Il reste & montrer qu’on peut effectivement choisir une liste de premiers bons p; < ... < py tels que
10p; < pr, < 100py et (1 + C)(1 + t)*p; > piv1 > (1 + t)p; pour tout i € [1,k — 1] pour ¢ > 0 petit
devant C. On considére un entier B trés grand devant 1, a préciser éventuellement plus tard, et :

Sl Qe

de sorte que I, = [B*, B**!] soit inclus dans [0,2]. On démontre d’abord que I, contient un
premier bon pour toutes les valeurs de r sauf o(In(x)) d’entres elles.

Si on prend B assez grand, les estimations de Tchebychev permettent de s’assurer que : 6(Bx) —
6(x) > cx pour ¢ > 0 constante et x assez grand. Dés lors, on a :

S W) gt S () = B G(BBY) - 0(B7)) >

pElr p pel,

Si on avait ¢; In(x) invervalles ne contenant aucun premier bon, on aurait alors en sommant leurs
contributions avec la formule ci-dessus :

In(p) ccy
> =P D

p<z INaUVvals

Ceci contredit la définition des premiers mauvais. Ainsi, on a montré que tous les I, sauf peut-étre
o(In(x)) d’entres eux contiennent un nombre premier bon pour x assez grand.

Maintenant, supposons que r contienne un premier bon, et notons p;(r) le plus petit d’entre eux.
On suppose qu’on dispose d’une liste p;(r) < ... < p;(r) de premiers bons tels que 10p;(r) < p; <
100p; (r) et (1+C)(14t)*p; > pj+1 > (141t)p; et que cette liste ne peut pas étre étendue & p; 11 > p;
vérifiant les mémes conditions. Alors, 'intervale :

Jo(i) = [pi(r) (A +¢), pi(r)(1+ C)(1+1)*] C I,

ne contient aucun nombre premier bon. Il vient alors, avec la définition de C' comme la plus grande
constante telle que §((1 + C)x) — 0(x) = o(x) pour des z arbitrairement grands :

> () > npi(r)(1+C)(1 +1)?
peJr(4)
pour x assez grand, ou n est une constante absolue. Dés lors, on a :

In(p)
2, >p()(1+0 1+ t)? Zln

pEJr(i) pEJr
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Maintenant, si on prend B > 100, on a trés largement p;(r)(1 + C)(1 + t)*> < B**2 et donc les
intervalles J,.(7) ou r et i varient ne se coupent pas. Alors, en sommant sur r la minoration ci-dessus

pour les J,.(i) ne contenant que des premiers pas bons, comme le nombre de r tels que p;(r) soit
In(z)
41n(B)
mauvais sont en un nombre o(In(z))), on obtient :

bien défini est au moins (car on a vu que les intervalles I, ne contenant que des premiers

In(p) _ nln(z)
2 ~ 1In(B)

p<z(C+1) ; mauvais

Ceci contredit le lemme sur la faible densité des nombres premiers mauvais, et établit donc le lemme
d’Erdos.

d) La conclusion de Selberg

Durant les deux jours qui suivent la publication de ce dernier lemme d’Erdos, Selberg est
parvenu a démontrer le théoréme des nombres premiers. On rappelle qu’il suffit pour cela d’obtenir
I'équivalent 0(x) ~ .

Voici comment Selberg procéde pour démontrer le :
Théoréme 9

On a au voisinage de +o00 I'équivalent :

On rappelle qu’on a démontré que, si a est la limite inférieure du quotient @ et A sa limite
supérieure, on a a + A = 2.

Selberg commence par démontrer un petit lemme :

Lemme 9

Soit x tendant vers +oo tel que 0(x) = Ax + o(x). Alors, pour tous les nombres premiers p < z
sauf peut étre un ensemble P, vérifiant :

Z In(p) = o(In(z))

pepx p

on a .

T T T
p D p
Démonstration

Raisonnons par ’absurde en supposant que le lemme est faux. Alors quitte & extraire sur x, on dispose d’un ensemble
P, de premiers < x et de constantes by, by > 0 telles que pour p dans P,, on ait :

Z ln;p) = by In(z)

PEP:

o(5) > oo(3)
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Alors, comme a + A = 2, la formule asymptotique de Selberg donne (avec la Grossenhilfsatz) :

azln(z) + o(zn(z)) = Y6 (z) In(p) > > 0 (i) (p) + > (z) In(p)

p<z pEP: PEPy
> by(a+ b)) In(z)) + (1 — by)aln(z) + o(ln(z))

d’ott @ > a+b1by qui est manifestement absurde. Ceci prouve le lemme. On conserve les notations du lemme :
P, est un ensemble de nomrbres premiers tel que :

> In(p) _ o(In(z))

pEPx p

/()5 ()

Il démontre ensuite un second lemme utile dans la suite :
Lemme 10

et pour p hors de P,, on a :

Avec ces mémes notations, on note p; le plus petit premier hors de P,, de sorte que :

(p1 dépend évidemment de z)
Alors pour tout € > 0, on a pour x asez grand :p; < z¢, et pour tous les nombres premiers
p;j < pil sauf peut-étre pour un ensemble Q, vérifiant :

S 20 ina)

PEQs p

on a :

La démonstration est identique & celle du lemme précédent, en échangeant A et a et en utilisant le résultat (qui

découle de la définition de py) :
x x x
(5 -rs ()
D h b1

Pour la premiére moitié du lemme, on remarque que tous les premiers inférieurs & x sont dans P, et donc sont dans

P, ainsi on a 0(p1) = o(In(x)) soit In(p1) = o(ln(z)) qui fournit bien asymptotiquement p; < z€.

Venons-en & la preuve du théoréme des nombres premiers. On suppose par I’absurde que A > a.
Soit p; un nombre premier hors de P,, de sorte que :
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Soit également p; un tel nombre premier hors de P,. Supposons que zﬁp- < f. Il vient alors :
] i

0 ( L ) <46 (pi) et donc avec le lemme précédent et la formule rappelée ci-dessus :

p1p; 7
T T T
A— <a—+o (—)
p1p; Di Di

Et donc pour 0 < § < é — 1 quelconque, pour x assez grand, ceci prouve que p; n’est pas dans

l'intervalle : A
)
pP1 1\ @

Et donc cet intervalle ne contient que des nombres premiers dans P, : les "mauvais". Or, on a en
posant ¢ = % — 0 > 1, avec le lemme d’Erdos :

B 0(3) +(2) o

pel;

Maintenant, comme dans la preuve du lemme d’Erdés, on construit ¢ In(z) tels intervalles I; deux
a deux disjoints (ot ¢ > 0), et on obtient donc finalement :

Z n(p) > Clé—(c)ln(a:)

C

Ceci est manifestement absurde, et prouve donc par contradiction que a > A. Comme on sait que
a+ A =2, on conclut que a = A = 2 : le théoréme des nombres premiers est prouvé.

IIT Meéthodes élémentaires pour l'infinité des PN A, ou A C N

Dans cette partie, nous allons étudier des exemples de résultats d’existence de nombres premiers
vérifiant certaines propriétés, toujours en employant exclusivement des méthodes élémentaires.

1 Postulat de Bertrand

Le Postulat de Bertrand, démontré par Tchebychev, s’énonce en ces termes :
Théoréme 10 - Postulat de Bertrand

Soit n € N avec n > 2. Il existe au moins un nombre premier p tel que :

n<p<2p

Démonstration
e Soit n > 2.
Par la formule du binéme, ainsi que le fait déja démontré a I'occasion de la preuve du théoréme 3 selon lequel pour

2n 2n
toutk:,( )2( ),ona:
n k

Znl on 2n
4 =2 <24 (2n—1 <9
+k§:jl, +(2n )(n> n(n)
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Pour tout p € P, notons v, la valuation p-adique de (27?) On écrit alors :

P
( ”) — P,P,PsP,
n

ou :

N | I | TR | (R |

peP peP pEP pEP
1<p<v2n V2n<p<2n 2 <p<n n<p<2n

Pour minorer P,, on va tacher de majorer P;, P» et P;. On va pour cela devoir estimer les v,. Par la formule de

Legendre, on a pour tout p € P :
=Xon n
Vp = 2— | =2 | —
=2 { p’“J {ka

k=1

Posons pour tous k € N*, p € P : ui(p) = PP%J -2 L%J
e Majoration de P;.

Soit p premier inférieur ou égal a /2n. Chaque terme uy(p) vaut soit 0, soit 1 selon la position de la partie fractionnaire
de ﬁ par rapport & % De plus, pour tout k tel que QP% < 1, ug(p) est nul. Donc finalement, on a :

552

B " In(2n) In(2n)
DY 0= | 15| < gy

Et donc p¥? < 2n, et finalement, P; < (2n)m

e Majoration de Ps.
Soit p premier, avec v/2n < p < %” Pour tout £k >2,ona:0< ;—L < 12)—2 < 1 et donc ug(p) = 0. Donc v, = ui(p).
Donc finalement :

< [ r< p= ] p<al¥)<a¥
peP pEP2n pePL@J
\/%<p§% 3 3

En utilisant le lemme de majoration de la primorielle.

e Majoration de Ps.
En fait, on a P3; = 1. En effet, soit p premier tel que 2?” <p<mn. Alors, on a :

o= g o

et les autres ug(p) sont nuls pour les mémes raisons que dans la majoration de Ps.
e En réunissant tous ces résultats, on obtient :
2n n
A < 2n( ) = 2nP P, P3Py < (2n)'TV24% Py
n

i.e. n
43

> -

Py = (Qn)1+\/2n

En posant 2n = 2%, I'inégalité devient :

In(Py) > m% <2: —6(1+ 2t)>

Si on fait 'hypothése selon laquelle n < 600, on a 22t > 210 d’ott t > 5 puis th > % >6(14+275) >6(1+27%) et
donc In(Py) > 0. Donc Py > 1, ce qui prouve le résultat dés lors que n < 600.

On conclut alors en vérifiant manuellement le résultat pour tout n € [2,600].
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2 Théoréme de Brun

Le théoreme de Brun, qui est a rapprocher de la conjecture des nombres premiers jumeaux,
donne, par une méthode de crible, une majoration du nombre de nombres premiers jumeaux.
On va devoir, pour énoncer ce théoréme, fixer quelques notations supplémentaires :

Définition 7
La fonction 7 de comptage des nombres permiers jumeaux est définie, pour tout = € R, par :

mo(x) = Z 1

pEP,
p+2€P

On commence par prouver un lemme fondamental dans la mise en place des techniques de crible.

Lemme 11

Soient n € N* et ay, ..., a, € [0, 1]. On note pour tout k € [0,n] :

O = E Ay .. Ay,

1<i1 <...<ip<n

avec la convention oy = 1.
Alors, pour tout k impair et tout [ pair dans [0,n], on a :

ag—al—i—...—akSH(l—ai)§00—01+...—|—0l
i=1

Démonstration

Montrons le résultat par récurrence sur n € N*. Le résultat étant clair pour n = 1, fixons n € N* tel que la propriété
soit vérifiée et montrons-la pour n + 1.

Soient donc aq, ...,a,4+1 1+ 1 éléments de [0, 1]. Pour tout p € [0,n + 1], pour tout k € [0, p], on notera :

O'](Cp) = Z iy -0, <P

1<iy<...<ip<n

Soient alors k impair et [ pair dans [0, n]. Supposons pour l'instant K < n+1 et ! < n+1. Alors, on a par hypothése
de récurrence :

aén) - U§n) +..— a,(cn) < H(l —a;) < oén) - o%") + ...+ Uln)
i=1
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D’otu, en multipliant par 1 — a, 41 qui est positif, on a successivement :

k n+1 1
>0 a1 < TT0 =00 320 -area) 1)l
=0 =1 =0
k-1 ) n+1
oo+ z:(_l)lJrl (an+101‘(n) + 07(1)1) - (_1)1@%“0](;1) < H(l —a;) < oo+ Z Hl ( 101( ) + 051)1) ( 1)l
i=0 =
n+1 -1
oo + Z z+1 fﬁl) +an+10](€n) < H(l —a;) < 0o +Z(_1)z+1 gZJlrl) . an+101(n)
i=1 i=0
k . n+1 l .
Z(_l)zal(nﬂ) + aﬂqu](ﬂn) < H(l —a) < _’_Z(_l)ngnJrl) . an+10l(n)
i=0 i=1 i=0
k n+1 l

S (=" < T -a) <+ (-1)e

Ceci restant clairement vrai quand k =n+1oul=n-+1 car:

n+1 n+1

i _(n+1
ST (0™ =T - a)
1=0 =1

on a bien démontré le lemme par récurrence sur n.

On est maintenant en mesure d’énoncer et de démontrer le théoréme de Brun :

Théoréme 11

Pour n € N, n > 2, on a au voisinage de 400 la majoration :

nln(ln(n))2)

m(n) =0 ( In(n)?

Démonstration

Fixons un trés grand entier n € N*| et un entier y < n dont on précisera le choix plus tard.
e Pour tout nombre premier p, posons A, = {k € [1,n] | p divise k ou k + 2} Clairement, si un certain k£ > y est
dans un des A, pour p < y (ce qui impose p < k), alors 'un ou autre des nombres k et k + 2 n’est pas premier. On

en déduit directement la majoration :

ma(n) <y+ | z— U A,

pepy

e Soit maintenant [ un entier pair inférieur ou égal a y. Pour tout ensemble F, on note 1g la fonction indicatrice de
E qui prend la valeur 1 en tout élément de E, et 0 partout ailleurs. Alors, pour tout = € [1,n], on a :

(LU, e, 4,)@) =1= A pana,) @) =1 = T Qpapa,)@) =1- T 0 - 14, ()

p€EP,

peP,

D’ou, d’aprés le lemme et comme [ est pair, on a (ou les produits sont pris sur les nombres premiers) :

l

l
(1Up€py Z I—H Z 14, (96)...1,4pi ()] = Z(—l)“‘1

p1<...<pi<y i=1

En sommant cette relation pour tout = € [1,n], on obtient :

l i
UREES yEIY I Si (aP'S

pEP, =1 p1<...<p;i<y |j=1
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e Tachons maintenant d’estimer les termes : ﬂ Api |-

Fixons donc ¢ € [1,1] et p1, ..., p; des nombres premiers strictement inférieurs a y. Notons que pour tout m € [1,n],
d’aprés le théoréme des restes chinois, la condition m € A, N...N Ay, dépend uniquement du reste de m modulo
p1...pi, €t que toujours par le théoréme des restes chinois, il y a exactement 27 restes possibles pour m pour étre
dans Ap, N...N A, (en effet, pour tout j € [1, j], on peut choisir m = 0 ou = —2 modulo p;).

Effectuons la division euclidienne de n par pi...p; : n = gp1...p; + r. Alors par la remarque précédente, pour tout
k € [0,q— 1], l'ensemble [kp...p; + 1, (k+ 1)p;...p;] contient exactement 27 éléments de A,, N...NA,,. On en déduit
que :

i
[1, qp1...ps] N ﬂ Apil = q2°
=1
Et donc en notant :
i
R(p1, s pi) = |lgp1---pi +1,n] N ﬂ Ap;
j=1

On a d’une part, par le méme raisonnement que précédemment sur [gp;...p; + 1,n] : 0 < R(p1, ..., p;) < 2.
Et d’autre part :

ﬂ Apj = q2i + R<p1> "'7pi)
j=1

Et donc :

: n2t
ﬂ Apj = +T(p17,pl)
i1 P1..-pi

ot =2 < T(py,...,p;) < 2¢.
e Des deux points précédents, il découle la majoration :

l i 1 i
n— U A, §x+2(f1)i Z ﬂAp7 =n+ (1)i< Z pi.z.pi+T(p1,...,pi)>

pEP, i=1 P1<...<p;i<y |j=1 P1<...<p; <y
Yy

2 !
) +Z ( pl,---,pi)>
p1<.. <pz<y P P1<...<p;i<y
i

I/\
- (HDMN

1

(2 )52 )

:0 pr<.api<y PLPi =1 \p1<..<pi<y

l 9i I 1 9i
S R

:0 1<...<pi <y -Pi i=1 ¢ i=0 P1<...<pi<y P1---pi
<nl<1>i< o >+yl

i=0 pr<.<pi<y PP

Et donc, du lemme utilisé au rang [ — 1 qui est impair, ainsi que de la premiére majoration montrée sur 7o, on déduit
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enfin :

! i
mam <yt (- U 4, swnz(—w( > 2 )+yl
1=0

pG]P’y p1<...<pi<y p1pl
-1 » 2i 2l
<y+y+nd (00N Jin ¥
1=0 P1<...<pi<y P1.--Di PL< <P <y P1.--P1
2 2l
<y+yl+nH<1_>+n 3
pEP, p P12 n1<y D1---P1
1 2 n 2 :
l
§y+y+nH<1—p> +5 Zp
peP, »eF,

Les théoréme de Mertens vont nous permettre d’estimer les deux termes restants. Pourvu que y soit assez grand, on
a en effet, d’aprés le deuxiéme et le troisiéme théoréme de Mertens :

(1) <mge « Tj=emno

PEPy pEP, p

ou C est une constante positive. Ceci donne I'inégalité pour y assez grand :

nC n n2'e? In(In(y))"
In(y)? !

ma(n) <y+y' + <mn) <y+y +

c 2¢2In(1 :

nC_ (2 n(iny))

In(y)? !

11 suffit alors de prendre y = n 100 o) (ce qui assure que y —+> +o0 et donc assure que la majoration ci-dessus
n—-+0oo

est valable pour n assez grand) et | ~ 4e? Inln(n) pour conclure : aucun terme de I’expression majorante ne dépasse

Knlinl 2 ) -
alors %f;g”) oil K est une constante réelle positive.

Et voici un trés joli corollaire de cette majoration :
Corollaire 4

La série des inverses des nombres premiers jumeaux :

converge.

Démonstration
Il s’agit simplement de faire une transformation d’Abel. Notons C' > 0 une constante réelle telle que pour tout n > 2,
on ait : (In( ))2
nIn(In(n
<K———
ma(n) < In(n)?

Pour tout n € N*, on a :

1 1 1 mo(k) —ma(k —1) = (m2(k) m(k—1) m(k—1)
Z§+ﬁ§225§2 2 22}( ko k-1 +k(k—1)>

peP, peP, k=2 k=2
p+2€P p+2€P
n—1 n
ma(n) o (k) In(ln(k))
<2 K 2+ K
= TR S E D T



On conclut en remarquant que :
In(ln(n)) ( 1 )
—— =0 ——
nln(n) nln(n)?

Qui est le terme général d’une série de Bertran absolument convergente.

IV Application de ’analyse complexe a 1I’étude des nombres
premiers

1 Théoréme des nombres premiers

Voici I’énoncé du théoréme des nombres premiers :
Théoréme 12

On a I'équivalent, au voisinage de +o00 :

Le reste de cette section est dédié a la preuve de se résultat, qui requiert une bonne dose d’analyse
complexe. La preuve qui suit est due & Newman.

a) Préliminaires sur la fonction 6

On définit la fonction € qui nous sera utile pour 'estimation :
Définition 8
On pose, pour tout z > 0 :

6(z) =) In(p)

pEPy

On a alors les encadrements suivants, pour tout € > 0 :

(1 —e)n(z)(n(z) —n(@'")) < Y In(p) =6(x) —(z'~) < b(x)

rl-e<p<z

O(z) < m(x)In(zx)
Et donc pour x au voisinage de 400 :
(1 —¢)In(z)m(z) + O(z) < 0(z) < w(x)In(x)
Ceci étant valable pour tout € > 0, on a prouvé le :

Lemme 12

Pour x tendant vers +oo, on a :
0(x)

7T($) ln(x) :r—>+oo/ L

Et donc finalement, on a obtenu qu’il suffit de montrer que 6(x) ~ x pour prouver le théoréme des
nombres premiers. Montrons alors un petit lemme d’analyse, qui sera utile pour montrer 1’équivalent

O(x) ~x:
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Lemme 13

Soient a > 0 et u : [a, +00] une fonction croissante telle que 'intégrale :

(é+m3ﬂflifdx

22
converge. Alors, on a ’équivalent au voisinage de +0o0 :

u(z) ~x

Démonstration

On suppose par ’absurde le contraire. Alors, deux situations sont possibles.

e Premier cas : il existe A > 1 et une suite strictement croissante (z,)n>0 tendant vers +oo telle que u(z,) > Az,
pour tout n > 0. Alors, on a par croissance de u :

Ay, _ AT _ ALy —
/ dez/ dez/ Mda::/\—l—ln(/\)>0

. 2 x 2

n n

Ceci est absurde car U'intégrale sur [a, +00] converge.
e Deuxiéme cas : il existe g > 1 et une suite strictement croissante (z,)n>0 tendant vers 4+oo telle que u(x,) < pzy,
pour tout n > 0. Alors, on a par croissance de u :

Ty _ T _ Tn —
/A%ijg/ %@Lﬁwg/ Bon =2 g =1~ pt In(u) < 0
Iz Iz Iz

2 2 2

Encore une fois, ceci contredit la convergence de 'intégrale. Ceci termine la preuve du lemme d’analyse.

A ce stade, faisons une rapide remarque. On cherche & estimer 6(z) (plus précisément, & mon-
trer que f(x) est équivalent & x en +00), dont I'exponentielle n’est autre que la primorielle vue au
lemme 2. La majoration de la primorielle vue & 'occasion de ce lemme 2 donne dés maintenant une
majoration de # au voisinage de 400 :

On introduit ensuite une nouvelle fonction ¢ qui nous sera utile pour estimer 'intégrale du lemme
5 (avec u = 0).

Définition 9

Pour tout s € C tel que R(s) > 1, on pose :

On établit alors le lien entre ¢ et la fonction 6 (on ne manquera pas de remarquer que dans le
lemme qui suit, le membre de gauche por s = 1 est l'intégrale dont il faut montrer qu’elle converge
pour pouvoir appliquer le lemme 6) :
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Lemme 14

Pour tout s € C tel que R(s) > 1, on a:

Démonstration
Soit s € C tel que R(s) > 1. L’estimation 0(x) = O(z) assure que l'intégrale :

©0(x)—=x
/1 TS dz

converge absoluement, donc converge. On a ensuite, en notant (pn)nZO la suite croissante des nombres premiers :

CO(x)—x * 0(x) <1 > 0(x) 1 Prti Z
/1 strl dx:/1 xs+1 _/1 E :/1 1’5+1 - s — = + Z/ $S+1 Zh’l pz

n>1
-1 1 ( 1 1 ) - 11
= + — — In(p;)dz = .
s—1 ; pn pn+1 z:: ; pn p;z+1
“+o0
e T (V2 s S C))
75—1+s; i 75—1+ s
L’interversion de sommes étant justifiée par la positivité de la famille sommée (ln(pi) (p% — psl )) .
n n+1 1<i<n

b) Un théoréme taubérien d’analyse complexe

L’objectif va alors étre de montrer, & partir de cette formule, que I'intégrale :

/ 9(9@)2— z
1 T

converge, pour pouvoir appliquer le lemme 6. Pour ce faire, on va devoir utiliser des théorémes

taubériens d’analyse complexe. On va maintenant énoncer et démontrer ces théoréemes.

Soit f une fonction bornée sur [0, +o00[ et intégrable sur tout compact de [0, +oo[. On suppose que

la fonction ¢ définie sur {z € C | R(z) > 0} par :

+o00

g(=)= [ F)edt

0

est bien définie (i.e. 'intégrale converge) et qu’elle se prolonge en une fonction holomorphe (qu’on
note encore ¢) sur un ouvert 2 de C contenant le demi-plan fermé : {z € C | R(z) > 0}. Le

théoréme taubérien 4 démontrer est le suivant :
Lemme 15

Sous les hypothéses ci-dessus, 'intégrale :

/ "

converge.
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Démonstration
On introduit A, R > 0 et on considére les fonctions h, u, v définies respectivement sur C, C\{0} et Q\{0} par :

A
h(z):/o f(t)e t=dt

u(z) = V() (i + ;)

o) = M0(e) (2 + 55 )

On note également M un majorant de |f(¢)| pour ¢ > 0.
On a par inégalités triangulaires, pour z € C tel que z = R(z) < 0 :

A A -z
-1 M
M h(2)| < e)“”/ |f(£)]e~tdt < MW/ eotdt = MM S~ < T
0 0

] 2|

On va également donner une borne pour u —v. On fixe z € C avec |z| = Ret © = R(z) > 0. On a :

1 z  Z+z 2x

TRTR R

20 | [T 2rer® +oo oM
Ax —tz —tx _
2 /}\ fe dt’ < 5 M/)\ e "t = —

Soit ensuite € > 0 et D(R, €) la partie du plan définie par les inégalités : |z| < R et R(2) > —¢, et C(R, €) sa frontiére,
parcourue une fois dans le sens direct. Comme € est ouvert, la distance de D(R, 0) au complémentaire de 2 est non
nulle et donc on peut fixer a €]0, R| tel que D(R, €) soit contenu dans € pour tout € € [0, «].

et donc :

fu(2) - v(2)| = e

La fonction v — u est méromorphe sur €2, son seul podle éventuel se trouvant en 0. Le résidu de ce pole en 0 est
h(0) — ¢g(0), et donc le théoréme des résidus donne :

2ri(g(0) — h(0)) = /C o )

On note alors CT et C~ les intersections respectives de C(R, €) avec les demi plans R(z) > 0 et R(z) < 0 respecti-
vement. On note :

It = /C+ (v(z) — u(z))dz J = /7 u(z)dz K™ = /7 v(z)dz

La majoration de |v — u| permet alors d’obtenir :

2M 2m M
It < - dz < = _dz=
< [ e —ula< [ =2

Estimons de méme J~. Comme u est holomorphe sur C\R, qui est simplement connexe, on peut remplacer C~ par
C’'~, le demi-cercle défini par R(z) < 0 et |z| = R car C~ et C'~ sont homotopes dans C\R_.. Dés lors, on a :

| = ’/C u(z)dz //7 u(z)dz| < /o/f lu(z)|dz < /C,f |e**h(2)] ’i + %

M zZ+z 2M 2T M
< S N P dp =
—/,_ R(z)| R? Z—/C,_ YT R

dz

37



Enfin, on majore |[K~|. On note G(R) un majorant de |g(z)| sur D(R, «). Alors, on découpe C~ en un segment S
et deux petits arcs de cercle C et Cy. On a :

I's |_‘/ 2)dz /|v |dz+/ (z)|dz+/02 lo(2)|d=
ARC:) (23;(2"’)) dz)
C1

v(z)
(/Se dz+/ <29;(j>>’dz+/02
) ([ ( cq)oee [ (C5)|)
(2Re_)‘€ ( v ]1%) 42 ) < 2G(R) (e_AS (1 + ?) + ];/C dz)
§2G(R)< (1+f +R2)

Finalement, avec D'égalité 2mi(g(0) — h(0)) = It + J~ + K~ et les majorations des trois intégrales, il vient :

21(g(0) — h(0)] < T+ 2G(R) (Mf <1 + f) + 7;;)

47'rM

Et donc pour tout n > 0, on peut fixer R > 0 suffisament grand pour que
D(R,e) CQ et 2G(R)’TR—2z <7, on a alors :

< 7, et en prenant € > 0 tel que

27/g(0) — h(0)| < 27+ 2G(R)e > (1 + Ij)

/fdt

Ceci étant valable pour tout n > 0, on a donc obtenu :

Et donc pour A assez grand :

27 <3n

/ F#)dt ——— g(0)

A——+o0

Ceci conclut la preuve du lemme.

. s s +00 O(x)—
Forts de ce lemme, on va pouvoir montrer la convergence de l'intégrale fa $dx et donc
conclure.

c) La fonction ¢ sur la droite R(z) =1 et la conclusion
On considére comme précédemment la fonction ¢ définie par :

+oo
1
C(s) = v
n=0
pour tout s € C tel que R(s) > 1. La convergence normale sur tout compact de la série assure que
la fonction ( ainsi définie est holomorphe sur le demi plan P = {z € C | R(z) > 1}.

On observe alors qu’on a, pour tout s € P :

+o00 +oo n+1
C(s)—silzg(s)—/l %dx:Z/ %—%dw




L’intégrale ‘ fnnH L — Ldz| est bornée par |s[n~"*)~! par le théoréme des accroissements finis, et
donc la fonction 1) définie par :
1
s) = ((s) —
V() = ((s) =

est définie et holomorphe sur le demi-plan Py = {z € C | R(z) > 0} comme somme de fonctions
holomorphes convergeant normalement sur tout compact. Ceci définit un prolongement holomorphe
de ¢ a Py privé du point 0, prolongement qu’on notera également (.

Ensuite, le produit eulérien de la fonction ¢ (lemme 3) donne, aprés avoir pris la dérivée logarithique
(ce qui est légitime, car on a affaire & un produit convergeant normalement sur tout compact) :

'(s In
wer,  o--y 0
C(s S
Pour prolonger analytiquement % a un ouvert contenant P, on a alors besoin du lemme suivant :

Lemme 16

Pour tous 7 € R*, (¢ + i7) est non nul. (Ici, { est pris au sens du prolongement a Py vu
précédemment)

Démonstration
Pour tout o € R, on a : 3 + 4 cos(a) + cos(2a) = 3 + 4 cos(a) + 2 cos?(a) — 1 = 2(cos(a) —1)2 >0
Dés lors, pour tout r € [0,1] et tout & € R, on a, en notant In la détermination principale du logarithme :
In([1 =731 = re@* - |1 = re*®]) = 3In(|1 — r|) + 41In(]1 — 7e*|) 4 In(|]1 — re**|)
=3In(l —7) +4R(In(1 — re**)) + R(In(1 — re*®))

N <+°° Irn N 4rnenia N TneQnia> too rn

= - Z ;(3 + 4 cos(nia) + cos(2nia)) <0

n n
n=1

n=1

Et donc : [1 — 7|3+ |1 —ref®| - |1 — ¥ < 1.
Dés lors, soit ¢ > 1 et 7 € R. On a pour tout nombre premier p, avec r = p% <leta=r7ln(p), on a donc :

3 4
1 1 1 , ,
‘(1—) (1—+.> (1—+2, )‘:|1—r|3-|1—r6m|~|1—62“"<1
p(T pU 1T pO‘ 1T
3 4
1 1 1 -
) ) )| =

En prenant le produit sur tous les nombres premiers, et en utilisant le produit eulérien de la fonction (, il vient
alors :

d’ou :

1¢(0)%¢(o +i7) (0 + 2iT)| > 1 (%)

Supposons alors par I’absurde que ¢ s’annule en 14 ¢7 ot 7 est un réel non nul. On a alors, comme ( est holomorphe
au voisinage de 1 + i1, pour o > 1 tendant vers 1 :

C(o+it) =0(c—1)
et comme ( est continue donc bornée au voisinage de 1 + 2¢7, on a pour ¢ tendant vers 1 :

C(o+ir) =0(1)

1
s—1

se prolonge en une fonction holomorphe, donc continue, au voisinage

o) =0(-)
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Enfin, on a vu que la fonction s — ((s) —
de 1. on a donc, pour o qui tend vers 1 :




En réunissant les trois derniéres estimations, on obtient pour ¢ tendant vers 1 :
C(0)3¢(o 4+ im)4 (0 + 2iT) = O(0 — 1)

Ceci contredit la minoration (*) trouvée plus haut, et donc conclut que ¢ ne s’annule pas sur {1 +i7 | 7 € R*}.

On rappelle que la fonction ¢ est définie pour tout s € P par :

S
peP p

Alors, pour tout s € P, on a :

) (Lo 1\~ W)
o)+ ~ 2! o ( )=

pop—1 2

La série du terme de gauche est une série de fonctions holomorphes qui converge normalement sur

tout compact du demi-plan Py 5 = {z € C | R(z) > 3}, et donc est holomorphe en la variable s sur

¢(s)
¢(s)

ce méme demi-plan. Ainsi, la fonction s — ¢(s) + se prolonge en une fonction holomorphe sur

ce demi-plan Py 5.
Par ailleurs, ¢ ne s’annulant en aucun point de la droite R(s) = 1, la fonction s — % est bien
définie et holomorphe sur un voisinage de P\{0}. Comme ( s’écrit ((s) = 5%1 + ¢(s) avec ¥

holomorphe sur Py, % - s—% est définie et holomorphe au voisinage de 1. Et donc finalement, la
fonction :

¢s) 1

((s) s—1
est définie et holomorphe sur un voisinage de P. Comme il en va de méme de la fonction s —

o(s) + CC/((;)), on a donc enfin montré que la fonction :

S

5o ls) —

admet un prolongement holomorphe & un ouvert contenant le demi-plan fermé P = {z € C | R(z) >

0}.

Avec la formule du lemme 7, on en déduit que la fonction :

+00 _
h:sr—>/ M—xdx
1

xs—l—l

définie sur le demi-plan P se prolonge en une fonction holomorphe sur un ouvert contenant le demi-
plan fermé P. On pose alors naturellement, avec pour objectif d’appliquer le théoréme taubérien
d’analyse complexe :

o 0(r) -z

1

Ce qui précede assure que la fonction g se prolonge en une fonction holomorphe sur un ouvert 2
contenant le demi-plan fermé Py = {z € C | R(z) > 0}.
De plus, le changement de variable x = €' donne, pour tout z € C tel que R(z) > 0 :

+o00 0 6t _ 6t +o0 B .
g(z) :/0 —(etz—i-Zt etdt:/o (O(e"e™ — 1)e dt
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De plus, la fonction définie par :
ft)=0(e)e " -1

est continue par morceaux et bornée sur R car on sait que 0(x) = O(x) pour x au voisinage de
+00. Comme ¢ admet un prolongement holomorphe a €2, toutes les hypothéses sont donc réunies
pour appliquer le théoréme taubérien du lemme 8 a la fonction f. On en déduit donc que l'intégrale :

+00
/ (O(c)e" — 1)dt
0
converge, et par le méme changement de variable que précédemment, x = €', on en déduit que

I'intégrale : .
o0
/ 9(m)2 z
1 x
converge également.
Le lemme 6 assure alors que pour x au voisinage de +oo, on a #(z) ~ x. Et donc avec le lemme 5,
on obtient, pour z au voisinage de +00 :

Ceci achéve la preuve du théoréme des nombres premiers.

2 Théoréme de la progression arithémtique de Dirichlet
a) Caractéres des groupes abéliens finis

Soit G un groupe abélien fini. On notera dans la suite n son cardinal. On définit comme suit
les caractéres du groupe G :

Définition 10

Un caractére du groupe G est un morphisme de G dans le groupe mumtiplicatif C*. L’ensemble
des caractéres de GG sera noté G.

On notera en particulier xq le caractére trivial, qui prend la valeur 1 en tout point de G.
On a immédiatement quelques propriétés :

Propriétés 1

Soit x un caractére de G. Alors :
1. x est a valeurs dans U, (le groupes des racines n-iémes de 'unité)

2. Si x # X0, alors on a :
> x(g) =0

geG

> xolg) = |G

geG

Et de plus :

3. Pour tout x € é, X ne s’annule pas et on a, pour la multiplication des fonctions de G dans
C:
XX = Xo
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Démonstration
1. C’est une conséquence immeédiate du théoréme de Lagrange : pour tout g € G, on a x(9)" = x(¢9™) = x(e) = 1.
2. On suppose x # xo- Alors, on fixe g € G tel que x(g) # 1. On a alors, comme z — gz est une permutation de G :

> ox(@) = xlgr) = x(9) Y x()
zeG z€G z€G

d’ou le résultat. Le cas de x = x( est évident.

3. Découle immédiatement de 1.

On peut également observer que 1’ensemble G est naturellement muni d’une structure de groupe :
Propriété 1

La multiplication des fonctions de GG dans C* fait de G un groupe.

Démonstration X

On montre que I'ensemble G est un sous groupe du groupe des fonctions de GG dans C*.

D’une part, comme pour tout € G et tout x € G, on a x(z)™ =1, on a x(z) # 0. Donc G est bien un sous-ensemble
e (C*)G

Si x1 et x2 sont deux caractéres de GG, alors on a pour tous z,y € G :

(X1X2)(5€y) = Xl(ﬂ«”y)m(ﬁcy) = X1($C)X1(y)X2($)X2(y) = (X1X2)($)(X1X2)(y)

Donc x1x2 € G. On montre de méme que % est dans G.

Enfin, G contient Yo, 'élément neutre du groupe (C*)C.

On munit alors 'espace des fonctions de G dans C du produit hermitien défini par :

= [ 2 /@)

zeG

Vf,g€CY, (f,9)

(la vérification qu’il s’agit bien d’un produit hermitien est immédiate)
On a alors le résultat :
Proposition 3

La famille (), . est orthonormée pour le produit hermitien (, ).

Démonstration
On a pour tous x1,x2, on a :

(X1, x2) = |G| > axa)(

zeG
Et donc si x1 # x2, on a x1Xz2 # Xo et donc le deuxiéme point des propriétés des caractéres assure que (x1, x2) = 0.

Si au contraire 1 = X2, alors on a x1Xz = xo et donc (x1,x2) = 1.

Ainsi, la famille des caractéres de G est une famille libre de ’espace des fonctions de G dans
C. On va montrer qu’en fait, elle est méme une base de C%.

Théoréme 13

L’ensemble des caractéres de G forme une base de C©.
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Démonstration

On sait déja que les éléments de G forment une famille orthonormée pour le produit hermitien (, ), donc libre. Reste
a montrer qu’elle est génératrice. Pour cela, on montre que Vect(é)J- = {0}, c’est a dire que la seule fonction f
orthogonale & tous les caractéres au sens de (,) est la fonction nulle. Pour ce faire, on effectue un léger détour par
la theorie des représentations des groupes finis.

Soit donc f : G — C une fonction orthogonale & tous les caractéres de G. On considére I’algébre de groupe
C[G] (c’est a dire les combinaisons linéaires formelles d’éléments de G a coefficients dans C, munies des opérations
d’algebres naturelles induites par celles de G). Alors, pour tout g € G, on note :

¢g :C[G] = C[G]

Z AgT — Z az(gz)

zeG zeG

¢4 permute les éléments de G qui forment une base de C[G], et donc ¢, est une application linéaire (immédiat)
inversible de C[G] dans lui-méme. On note ceci : ¢, € GL(C[G]). De plus, on a clairement pour tous g,h € G :
¢g © Pn = Pgn et donc I'application :

b:g> Py
est un morphisme de G dans GL(C|G]). Ce morphisme est, en théorie des représentations, ce qu’on appelle la
"représentation réguliére de G". Maintenant, la famille (¢4)gcq est commutative car ¢ est un morphisme et G est
abélien, et tous les ¢, sont diagonalisables car ils vérifient ¢ = id Des lors, la famille (¢g)gec est co-diagonalisable
(on le prouve en raisonnant par récurrence, et en remarquant que les espaces propres d'un élément de cette famille
sont laissés stables par les autres éléments).
Ainsi, comme C[G] est de dimension n = |G|, on dispose d’une base (eq, ..., e,) dans laquelle toutes les matrices des
¢4 sont diagonales. Mais alors, notons pour tout g € G et tout 7 € [1,n] : ¢4(e;) = xi(g)e; out xi(g) est un complexe.
Le fait que pour tous g,h € G, ¢gn = d¢¢n se traduit par les égalités :

Vg,h € G, Vi€ [1,n], xi(gh) = xi(g)xi(h)

et comme ¢, = id, on a x;(e) = 1 pour tout i. On en déduit finalement que les x; sont des caractéres du groupe G.
Des lors, par définition de f, on a pour tout ¢ € [1,n] :

Z F(9)eg(ed) Z F(9)xi(g)ei =0

geG geG

Et donc comme (eq, ..., e,) est une base de C[G], 'endomorphisme :

T= ZM@J

geG

est nul. On évalue T' en I'élément neutre de G, qui est aussi un élément de C[G] :

0="T(c)=>_ flg)bg(e) = > _ Flg)g

geqG geG

Comme les éléments de G forment une base de G, ceci conclut que f est nulle. Ceci achéve la preuve.

b) Preuve de Dirichlet

Dans cette section, on va utiliser les résultats qui précédent sur les caractéres des groupes finis
pour démontrer le théoréme de Dirichlet :

Théoréme 14

Soient a, b deux entiers premiers entre eux. Alors I’ensemble :

{ak+b |k € N}

contient une infinité de nombres premiers.
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Dans toute la suite de cette section, on fixe a,b < 1 deux entiers premiers entre eux. On note
= (Z/aZ)* muni de la multiplication. On considére ensuite dans G la fonction 1, définie par :

Vk € G, 1,(k) =1 si k=05, 0 sinon.

Au vue de la section précédente qui montre que I'ensemble des caractéres de G forment une base
orthonormée de C%, on a la décomposition :

1b = Z<X7 1b>X
xeé

Pour toute fonction f : G — C, on dispose alors d’'une fonction f, : Z — C définie par f, = fop
ou p est la projection canonique de Z dans Z/aZ, et en convenant que f,(x) = 0 si x n’est pas
premier avec a. On peut alors écrire :

]-b* Z(lln ZX B
xGG

ou ¢ est la fonction d’Euler : ¢(a) est le cardinal du groupe G.
Dans la suite, on écrira souvent par abus de notation y au lieu de .

Donnons ensuite les définitions des séries L dé Dirichlet, qui seront trés utiles dans la suite :
Définition 11

Soit x € G. Alors, pour tout s € C tel que R(s) > 1, on définit :

= x(n)

nS

L(s,x) =

n=1

Pour chaque y € G, ceci définit une fonction holomorphe sur le demi-plan P = {s € C | R(s) > 1}
(car c’estla somme d’une série de fonctions holomorphe convergeant normalement sur tout compact
de P).

Comme pour la fonction ( de Riemann, on a le produit eulérien :

Proposition 4

Pour tout caractére y de G, pour tout s € P, on a :

1
L(S7X):H1_M

pEP D

Démonstration
Comme x est borné, la famille (x(p)p~*),ep est sommable en vertu du calcul effectué pour le produit eulérien de la
fonction ¢. On en déduit, avec les théorémes sur les produits de familles sommables :

H Z X sk H Z X sk - Z X(pil-z;(é?;T)

P1

—w

peP ps p€eP k=0 peP k=0 p1<...<pr€P
a1,..., ar>1

“+o00

= > Z
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Ceci conclut.

Dés lors, comme le produit est absoluement convergent sur le demi-plan P, on peut dériver lo-
garithmiquement. On obtient :

Proposition 5

Soit x € G. On a pour tout s € P :

L ZX lnp)

Démonstration
On peut dériver logarithmiquement terme & terme car le produit infini de fonctions holomorphes converge unifor-
mément sur les compacts. Il vient alors, pour tout s € P, en notant DL 'opérateur dérivée logarithmique :

DL(L(s, X)) = —DL (]‘E ) ZPDL< ) Z Xl_f (= In(p))

Soit, aprés simplification :

Pour tout caractére y, définissons alors (s, x) par :
Définition 12

Pour tout x € G, tout s € P, on pose :

(5, X) ZX p) In(p

peP

Ceci définit clairement une fonction holomorphe sur P (car on a a nouveau convergence normale
d’une série de fonctions holomorphes sur tous les compacts de P).

De plus avec la proposition 3, on a pour tout s tel que R(s) > 1 :

L) - Soaimn (£ i) - S

ooF r=x)) e —xp)

Cette série de fonctions holomorphes converge normalement sur tout compact du demi-plan {s €
C | R(s) > 1}, et donc définit une fonction holomorphe sur ce demi-plan. On en déduit le :

Lemme 17

Soit x € G. La fonction :
L'(s,x)
L(s, x)

se prolonge en une fonction holomorphe sur tout le demi-plan d’équation R(s) > %

s (s, x) +

Puis, on obtient aisément la formule suivante :
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Lemme 18

Soit s € P. Il existe une fonction # holomorphe sur le demi-plan {s € C | R(s) > 3} telle que :

In(p) _ gy 1 S om0

p=b mod a

Démonstration
Soit s € P.

Z ir) - Z n(p) Ly(p) = Z h;g]) ¢(1a) Z X)) = ¢(1a) Z xE (e
xe@ X

p€eP pEP pEP e
p=b mod a

en échangeant une somme finie avec une somme infinie.
On conclut en utilisant le lemme qui précéde, sur le prolongement holomorphe de la fonction :

s (s, x) +

La fonction L associée & yo n’est autre que la fonction :

ool (o-3)

peEP
pla

Les estimations de la fonction ¢ aux alentours du point s = 1 effectuées dans la section sur le
théoréme des nombres premiers montrent qu’alors, pour s tel que R(s) > 1, au voisinage de 1, on

a estimation :
In(p) 1 1 —=L'(s,x)

S
bpeﬂ” 4 X#X0 ’ X)
p=b mod a

Il s’agit donc de montrer que, pour tout caractére non trivial x, on a pour s € P tendant vers 1
I’estimation :
L'(s, x)

— = =0(1) *
Lis.0 )
En effet, avec de telles estimations, on obtiendra alors que, pour s € P tendant vers 1 :
In 1 1
> B o
pEP p

p=b mod a

ce qui impose clairement ’existence d’une infinité de nombres premiers congrus a b modulo a.
Les estimations (x) sont 'objet de la section suivante.
c) Estimation des fonctions L au voisinage de 1

Soit y un caractére non trivial de G.
Le caractére borné des somme partielles du caractére évalué en les entiers permet d’effectuer une
sommation d’Abel, qui donne le résultat suivant :
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Proposition 6

Soit y € G un caractére non trivial de G. La fonction s — L(s, x) se prolonge en une fonction
holomorphe sur le demi-plan Py = {s € C | R(s) > 0}.

Démonstration
On note pour tout m € N :

Am = Z X(k)
k=1

avec la convention Ay = 0. Alors, la suite A,, est a-périodique, en vertu de la propriété 2 des caractéres vues

précédemment :
> xlg)=0
geG

Dés lors, A, est bornée par une constante M. Une sommation d’Abel donne alors, pour tout s € P :

+o00 +o0 +o00
An — An—l An An—l 1 1
Lls,) =1 +HZ_2T =1 +HZ:2 (n - (n—l)) *,;;4"‘1 <<n—1> - n>

Soit : .
oo
(n+1)* —n®
Lis.x)=S 4,02 )~
(5,%) n§:1 1 1)

Comme la suite (A4,),>0 est bornée, cette série converge normalement sur le demi-plan {s € C | R(s) > 0}. Elle

définit donc un prolongement holomorphe de la fonction s — L(s, x) sur ce demi-plan.

Dans la suite, on notera toujours L ce prolongement analytique au demi-plan Pj.

Ainsi, pour démontrer que 6:/((:;()) est bornée au voisinage de 1, il suffit de montrer que le prolonge-

ment analytique de L(s, x) ne s’annule pas en s = 1. C’est 'objet de la suite de cette section.

On vérifie que L(1,x) est non nul séparément pour les caractéres réels et pour les caractéres non
réels, qu’on définit comme suit :

Définition 13

Un caractére y € G est dit "réel" si il est a valeurs dans R.

On commence par démontrer que L(1, x) est non nul dans le cas on x est un caractére non réel.

On prouve pour cela le :
Lemme 19

Soit s > 1 un réel. Alors, on a :

[T 26x)>1
xeé

le produit étant réel.
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Démonstration
Soit s > 1. On a, en notant In la détermination principale du logarithme :

]t 0 =esp [ o H<1XI§§,’>> ~ exp ZZln(lxﬁj))

xeG Xe€G pEP x€G peP
— x(»)* - 1
_ _ k
B 39 3 S5 B ol SR S
XEG' peP k=1 peP k=1 XEG

Reste & montrer que le terme dans ’exponentielle est réel positif. Ceci est une conséquence du fait suivant :
Pour tout entier ¢, on a :
> x(g) =0

xeé

En effet, si ¢ n’est pas premier avec a, c¢’est évident. Si au contraire ¢ est premier avec a, alors deux cas se présentent.
- Si x(g) = 1 pour tout x, alors il n’y a rien a faire.
- Dans le cas contraire, on dispose de x1 € G tel que x1(q) # 1. Alors, comme x — x1x est une premutation du

groupe G, on a :
1@ > = ax@ =Y x(
xe@ xeé

x€G
Et donc la somme est nulle.

Ceci termine la preuve du lemme.

On peut en déduire le résultat de non annulation dans le cas ol y est non réel.

Proposition 7

Si x € G est un caractére non réel, alors L(1,x) #0.

Démonstration
Supposons par Pabsurde que L(1,x) = 0. Alors s — L(s,Y) s’annule également en s = 1, et comme les fonctions L
des caractéres non triviaux sont holomorphes au voisinage de 1, on a pour s au vosinage de 1 :

L(S’X)L(&Y) = O((S - 1)2)

Comme Y est ¥ sont deux distincts de G et comme les fonctions L associées aux caractéres non triviaux sont bornées
au voisinage de 1, on en déduit I’estimation pour s > 1 au voisigage de 1 :

IT Lisx) =0((s - 1)%)
X17X0
En utilisant I'estimation effectuée plus tot de la fonction L associée au caractére trivial au voisinage de 1, on en
déduit :
H L(s,x1) =0(s—1)
X1 Eé

Ceci contredit la minoration du produit ci-dessus démontrée dans le lemme précédent, et donc conclut par ’absurde.

On va maintenant se pencher sur le cas des caractéres réels. On fixe dans toute la suite y € G un
caractére réel. On commence par définir une somme qu’on va estimer de deux maniéres différentes.
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Définition 14
Pour tout N € N*, posons :

Sv=>_

1<n,m
nm<N

x(n)
(nm)2

On donne tout d’abord une minoration de Sy :
Lemme 20

Sy tend vers 400 quand N tend vers +oo.

Démonstration
Soit N € N*. On évalue Sy en regroupant les termes selon les valeurs de nm :

X(n) N 1
Sy = _ 1 )
N 1§Zn;m (nm)z ;ﬂ%l:x( )
nm<N

Maintenant, soit I € N*. On écrit I = pJ*....p% ou les p; sont premiers distincts et les a; sont des entiers. Il vient
alors, comme x est complétement multipliative :

Saw) =TS w0 =13 xey
k|l =1 k\p?i =1 5=0

Comme x est réel, il prend des valeurs dans {—1,1} et donc les sommes ci-dessus vérifient :
a;
si a; est pair alors : Zx(p)j >1
j=0
a;
si a; est impair alors : Z x(p)? >0
j=0

Et donc comme [ est pair si et seulement si les a; sont tous des carrés, on en déduit :
si | est un carré alors : Zx(k) >1
k|l
si I n’est pas un carré alors : Z x(k) >0
k|l
Dés lors, 'expression de Sy ci dessus donne :

Sy > Z

I<N
l carré parfait

v
=

S

Cette minoration suffit pour conclure.

On donne également une minoration de Sy faisant intervenir L(1, x).
Lemme 21

On a pour N au voisinage de 400 'estimation :

Sy =2VNL(1,x) + 0(1)
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Démonstration
Soit NV > 1. On découpe la somme Sy de la fagon suivante :

ou, par définition :

S, = Z Z (X(”)

1 1 N
1<m<N2 N2<n<i-

Sy = Z Z (X(n)%

nm
1<n<N3 1<m<I )

Montrons alors I'existence d’une constante C' ne dépendant que de x telle que pour tous b > a > 1, on ait :

()

n=a
Pour cela, on note a nouveau A4, = > ;_, x(k) pour tout n > 1 et on écrit :
b

X(n)_x(a) b An_An—l XCL) - -
Z i +Z 3 bz a2+ZAn1(n—1)é 5>

1 1
n=a n az n=a+1 az n=a+1

En notant M une borne pour les sommes partielles A,,, on obtient aisément par inégalité triangulaire :

b
x(n) 1+2M 1 1 143M
SoX IS () =

1 1 1 1 1
= N2 a2 a1 n — )2 n2 a2

On raisonne exactement de la méme maniére pour la second somme sans les puissances % et on obtient finalement
les bornes (x%).

On peut dés lors borner S;. Il vient, pour N tendant vers 400 :

1 x(n) 1 C 1/1\”“1
S| < | < < = —dz=0(1
D D D Dl ZlmN e A (1)
1<m<N?Z2 N2<n<i 1<m<N?2

N
M
P

Avant d’estimer S5, il va nous falloir étudier de prés la somme Zk 1.7 . On note pour tout n € N* :

2

n:_2\/ﬁ+z -1
k=1

Il vient alors, pour n € N* tendant vers +oo :

= = =+ 2T~ V) = I+QW<H—1>=\}ﬁ+2\/ﬁ(;§+0(;))=0(é>

Donc par le lien suite série, la suite (u,) converge vers une constante ¢ et on a :

Z Z 1 1
Uk T O (3) - O <1)
k2 n2
k>n+1 k>n+1
On a donc obtenu le développement limité pour n au voisinage de +oco :

211:2\/ﬁ+c+0(11)
k2 n2

k=1

20



On peut maintenant estimer Ss. Il vient :

1<n<N3 1<m< i 1<n<N3
1 x(n x(n) ( 1 )
—oN? X 4 9c 2 o(—
T 2 Lt 2 oy
1<n<N3 1<n<N3 1<n<N%
—2N3L(1,x) — 2N? X L oy = aNE L(1, ) + 0(1)
1 n§
n>N 2

Finalement, on a donc obtenu pour N au voisinage de +oo :

Sy =51+ S8 =2N2L(1,x) + O(1)

On en déduit aisément la non annulation de L(1,x) :

Proposition 8

Si x est un caracteére réel, alors L(1,x) # 0.

Démonstration
En effet, avec les notations des deux derniers lemmes, si L(1,x) était nul, alors le lemme précédent assurerait que

(Sn) est borné, ce qui contredit le lemme 13. On en déduit par 'absurde que L(1, x) est non nul.

Ainsi, on a montré que pour y € G un caractére non trivial, L(1,y) est non nul. Dés lors, la
remarque faite a I'issue de la proposition 4 assure que pour tout caractére non trivial, la fonction :

L'(s,x)

S _

L(s,x)

est bornée au voisinage de 1.
Dés lors, avec le lemme 11 et les estimations de la fonction ¢ au voisinage de 1, on obtient ’estimation
pour s € P tendant vers 1 :

In(p) 1 1
T oo

p=b mod a

Ceci achéve la preuve du théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet.
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