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1 Introduction

L’objectif de ce stage était de s’intéresser a des algorithmes efficaces de résolution mo-
dulaire de systémes matriciels polynomiaux. Plus précisément, nous cherchions a optimiser la
complexité en comptant comme élémentaire les opérations dans le corps de base des polynomes.
Ces résolutions modulaires permettent & la fois de limiter cette complexité en travaillant sur
des valeurs bornées, mais elle donnent également les résolutions exactes par reconstruction
rationnelle pourvu que la résolution modulaire soit suffisamment précise.

Mon travail a consisté & prendre connaissance des complexités connues du calcul matriciel
et polynomial. Puis de s’en servir pour comprendre, prouver et exhiber les complexités des
différents algorithmes de résolutions (|1], [5] et [6]), notamment ceux introduits par Storjohann.
Couplée a cette partie théorique venait I'implémentation en SageMath de ces algorithmes afin
de les vérifier et comparer leurs temps d’exécutions expérimentaux. Les figures de ce rapport
proviennent toute de ces tests. Enfin, vers la fin du stage, nous avons essayé de modifier le
code source SageMath (en cython) pour y rajouter des produits optimisés sur les matrices
polynomiales de la bibliothéque Linbox, afin d’avoir de meilleurs résultats sur les tests de
vitesse, mais sans avoir le temps de finir.

2 Complexités en algébre matricielle et polynomiale

Dans cette partie, nous présentons les différents algorithmes connus pour les calculs en
algébre matricielle et polynémiale, dans le but de définir le cotit des différentes opérations
élémentaires que nous utiliserons dans la suite. Nous ne démontrerons pas ici ces algorithmes
et complexités, et nous contenterons de les présenter. Ils sont couverts en détail dans [2] et [4].

2.1 Calculs dans un anneau de polynémes

Soit K[X]| un anneau de polynomes dans un corps K. Les polynomes sont classiquement
représentés par des tableaux, ce qui donne un accés a chaque coefficient en temps constant.
La somme de deux polynéomes de degré borné par d est alors en O(d) (somme terme & terme).
Cette complexité est clairement optimale (temps nécessaire a lire les entrées).

Produits de polyndémes : plusieurs algorithmes existent avec diverses complexités et contraintes,

— Talgorithme naif, partant de la formule du produit de Cauchy, est en O(d?)

— Karatsuba publie en 1962 un produit en O(d'823) ~ O(d"*%%) qui combine les produits
récursifs de moitié des polynome.

— Similairement, Toom-3 publié en 1963 obtient une complexité en O(d'°83°) ~ O(d"1%)
en faisant des produits de tiers de polynéme.

— Une version généralisée, Toom-k (1966), coupe les polyndomes en k parties et a une
complexité en O(c(k)d'°82*=1) ce qui tend vers 1. Cependant les constantes c(k) croient
trop rapidement pour rendre cet algorithme avantageux.

— en 1965, la FFT permet un produit en O(dlogd) dans tout corps ayant des racines
2d-iémes de I'unité.

— en 1971, Schonhage et Strassen développent une méthode en O(dlog dlog(logd)) sur un
corps quelconque.

— en 2019, Harvey-Hoeven obtient une complexité de O(dlogd) sur les corps premiers F,,.

En pratique, les algorithmes utilisés sont la FF'T' si possible, Karatsuba, Toom-3 ou Schonage
et Strassen dans les cas favorables, et sinon le naif.



Dans toute la suite, nous noterons M (d) la complexité du produit entre deux polynomes
de degré inférieur a d. Selon I'algorithme utilisé, elle peut valoir 'une des valeurs présentées
ci-dessus

Autres opérations : la division euclidienne peut-étre réalisé avec la méme complexité que le
produit. A partir de cela, ’algorithme d’Euclide permet un calcul de pged et d’inverse modulaire
en O(M(d)logd).

De plus, 'évaluation multipoints (avec d points) et Uinterpolation peuvent se faire également

en O(M(d)logd) par divisions euclidiennes successives (algorithme présenté dans la section 5.4
de [2]).

Produit médian : Pour deux polynomes P, () de degrés respectifs 2d et d, le produit médian
mp(P, Q) est le polynome des termes de degrés d a 2d du produit P x Q). Ce calcul peut se
faire avec une complexité équivalente a celle du produit de deux polynomes de taille d, et non
de taille 2d.

2.2 Calculs dans un anneau matriciel

Soit M,, (A) un anneau de matrices sur 'anneau 4. Nous comptons ici comme élémentaires
les opérations de 'anneau A, et nous intéressons aux complexités des opérations matricielles
en fonction de n. La somme naive en O(n?) est ici encore optimale.

Produit matriciel : tout comme pour les polynomes, plusieurs algorithmes permettent d’ef-
fectuer ce produit,

— Talgorithme naif est en O(n?)

— en 1969, Strassen établit un algorithme diviser pour régner en O(n'*227) ~ O(n?®1)

— en 2014, Le Gall montre qu’il existe un algorithme en O(n®) avec w € [2,2.37[.
En pratique, les algorithmes utilisés sont le naif et Strassen. Le naif posséde une faible constante
du fait de d’optimisation bas niveau (bonne utilisation des mémoires caches).

Dans la suite, nous noterons M M (n) = n“ la complexité du produit matriciel.

La sous-linéarité du produit permet de gagner en complexité en faisant des produits complets
avec des matrices carrées plutdot que plusieurs produits entre matrice et vecteur.
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FIGURE 1 — Temps d’exécution de k produit matrices (n x n) vecteurs (n x 1) et d’un produit
matrice (n X n) matrice (n x k) pour n = 128 dans le corps premier Fso4309



Réductions : nous pouvons réaliser, avec la méme complexité que la multiplication, de nom-
breuses autres opérations sur les matrices. En effet, il est possible de faire une décomposition
LU généralisée avec cette complexité.

A partir de cette décomposition, le calcul de déterminant est simple, donc en O(M M (n))
également. L’inverse de matrice triangulaire étant simple, I'inversion est aussi en méme com-
plexité que le produit. Il s’ensuit que la résolution de systémes linéaires est donc naturellement
en O(MM (n)). De méme, cette décomposition permet le calcul du rang en O(M M (n)).

Enfin, les polyndémes minimaux et caractéristiques peuvent étre obtenu en O(M M (n)logn).

2.3 Algorithmique des matrices polynomiales

Intéressons nous maintenant a ’anneau des matrices polynomiales M,, (K[X]) sur un corps
K. Pour les complexités, les opérations de K seront considérées élémentaires. Une fois de plus
la somme de matrices de taille n x m et de degré d est optimale en O(nmd).

Produit : pour effectuer le produit, nous pouvons appliquer directement les algorithmes ma-
triciels aux polynomes. Toutefois, ces algorithmes ne sont pas garantis de ne travailler que sur
des polynomes de degré inférieur & d pour les calculs intermédiaires. Pour y remédier, nous
appliquons ces calculs modulo X?? (faire des modulo par un monome est une opération élémen-
taire), ce qui suffit pour obtenir le résultat. Ainsi cette premiére méthode a une complexité en

Une autre méthode procéde par évaluation interpolation. Nous évaluons les deux matrices
en 2d + 1 points, faisons les 2d + 1 produits des matrices évaluées, puis interpolons les matrices
obtenues pour avoir les polynomes solutions. Cette méthode est en O(M M (n)d + n*M(d)).

Notons que cette méthode a I'avantage, lorsque 'on multiplie de nombreuse fois par une
méme matrice, de précalculer ’évaluation de celle-ci et ne faire que I’évaluation de 'autre
matrice et U'interpolation. Cela permet de gagner asymptotiquement dans le cas de produits
matrices vecteurs, car une fois les n? évaluations des polynomes de la matrices faites, il ne
reste que n évaluations, d produits matrice-vecteur (en O(n?), et n interpolations, d’ott une
complexité en O(n’d + nM(d)).
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FIGURE 2 — Temps d’exécution de différents produits de matrices polynomiales sur Fsos309 de
degré d = 128 en fonction de la taille des matrices



Résolution de systéme : pour résoudre un systéme de matrices polynomiales, nous pouvons
reprendre 1'idée, déja utilisée pour le produit, de faire les calculs intermédiaires modulo une
borne de la solution. Toutefois, le déterminant et les mineurs sont de degré borné par nd, donc
le complexité de cette résolution naive est en O(M M (n)M (nd)).

Des algorithmes par approximations successives permettent d’obtenir des meilleures com-
plexités. En se basant sur un calcul d’inverse imprécis puis raffinant itérativement la solution,
comme avec les algorithme développés par Dixon, puis Meenck et Carter dans [1] et [5], nous
obtenons des complexités de O(n*M(d)).

Enfin, avec le high-order lifting de Storjohann dans [6], nous obtenons une complexité de
résolution en O(n“ M (d)logn).

3 Résolution modulaire de systémes linéaires

Cette partie couvre le travail théorique qui a été fait durant le stage dans le but de développer
une autre intuition, et une autre démonstration, du high-order lifting introduit par Storjohann
dans |6]. Nous partons de la notion de suites récurrentes de matrices et du probléme du calcul
des termes suivants, pour ensuite montrer que ce probléme est une reformulation de la résolution
de systéme.

Dans cette section, nous fixons n € N* une taille de matrice et d € N* un degré.

3.1 Suites récurrentes de matrices

Définition : Pour un m € N* fixé et (Cj)icpo,q) € Mn (K)d+1 d + 1 matrices carrées non
toutes nulles, une suite récurrente de matrices (U;) € Myxpm (K) pour (C;)icpo, qp est une suite
vérifiant :

d
Ve € N, Z CiUi+€ = Opxm
=0

Une définition plus formelle est présentée dans [3].

Remarque : les matrices étant non-commutatives, nous parlons ici de suite récurrente gauche,
qui sont celles qui apparaissent naturellement dans le cadre de la résolution de systéme. Les
suites droites se définissent de maniére analogue.

+00
Séries formelles : nous noterons U(X) la série formelle a coefficients matriciels Z U X"
k=0

d
Fixons également C'(X) le polynéme, dit générateur gauche, Z Cy_,X"*. Remarquons l'inver-
k=0
sion de 'ordre des coefficients dans C'(X) qui sert & alléger les notations dans la suite.

Théoréme 1 : (rationalité de U(X))
Il existe N(X) € K[X] de degré inférieur & d — 1 telle que

Si C(X) est inversible, alors U(X) est donc une fraction rationnelle matricielle, ce qui garantit
'unicité (et donc la bonne définition) de la suite (U;).



Démonstration : Il suffit de développer le produit,

CX)xUX)=)_ <Z cd_,gw) X'+ (Z chi_dﬂ-) X' O

i<d \k+{0=i 1>d

J/

-

TV
N(X) = 0 par défintion de la suite

3.2 Calculs de termes suivants

Probléme 1 : (Calcul des termes suivants)
Etant donné le polynome générateur C'(X), et les premiers termes (Uy, ..., Uy—1), nous voulons
calculer les termes suivants de la suite (U;).

Algorithme 1 : (Résolution naive)
En considérant le résultat du théoréme 1, nous pouvons résoudre le probléme 1 en calculant
C(X) et NX):

Algorithme 1 : RésolutionNaive
d—1
Données : d, C(X) et U = ZUij

J=0

Résultat : (Uy, ... Uz 1)
début
D < inverse(C, X?%)
N+ C x U mod X¢
U<+ DxN mod X%

renvoyer U|d : 2d]
fin

Notation X?adique : Dans la suite, nous utiliserons la notation ﬁl pour représenter les
coefficients X -adiques de U :

d—1 +o0
VieN,Ui =Y UnuX® et UX)=) UpX*
k=0 k=0

A la différence du X-adique, en X¢ adique le produit de deux termes déborde sur le terme

suivant. Nous noterons ainsi ﬁiéo le reste du produit de ces deux termes par X9 et (7,60 leur
quotient :

[71'60 = [7160 + Xd X ﬁléo

C et N étant de degré inférieur a d, ils sont constants en X d_adique, on les notera donc sans
chapeau ni indice. Nous noterons également D = > D; X" I'inverse de C'.

Remarque : la méthode précédente a le désavantage de calculer I'inverse a l'ordre 2d, et
ensuite recalculer le d premiers termes dans le produit D x N. Cependant, il est possible de
calculer le numérateur N correspondant a la suite décalée de d : (Ui1q)io- En effet, la suite
ainsi décalée satisfait la méme relation de récurrence.



Proposition 2 : (Numérateur décalé)

Pour 7 € N, notons N; = C’@ le numérateur correspondant a la suite décalée de id. Cette suite
de numérateurs vérifie :

~

N, = CU;

VZEN,NZ_A'_lE Xd

= —C’_l?i mod X?

Démonstration : en X%adique le théoréme 1 modulo X?? appliqué a la suite décalée de id
se réécrit :

C(Uvz + Xdﬁi_H) = Nz mod X2d
. N — CU.
CUH_l = ZX—dC(UVZ mod Xd

Enfin, comme N; = C@-, le calcul de N; — C(/}i revient a annuler les termes bas du produit. [

Algorithme 2 : (Moeenck et Carter)
Nous utilisons le résultat de la proposition 2 pour gagner un facteur constant en complexité
par rapport a 'algorithme 1. 11 suffit en effet ici de calculer I'inverse modulo d.

Algorithme 2 : RésolutionMoenckEtCarter

Données : CL C et (70
Résultat : U;
début
D « inverse(C, X9)
N+ (C xU)ld: 2d]
U+ DxN mod X¢
renvoyer Uld : 2d]
fin

3.3 High-order lifting

Théoréme 3 : (Relation fondamentale)
Pour toute suite matricielle (U;) récurrente de polynoéme générateur C, nous avons en notant
D =3 D; X" Vinverse de C :

Vj eNVLEN, D;_yN,+ D;N, = U,y
avec la convention que 13_1 =0

Remarque : il s’agit 14 de termes d’ordre [d,2d — 1] du produit (Xdﬁj,l + lA?j)NO, c’est a
dire le produit médian que I'on notera mp <ﬁj_1 + XdlA)j, N0> = ﬁj_lNO + lA)jNo

Démonstration : D’aprés le théoréme 1 nous avons U = DN donc en développant
00 . ' +o0 . '
> U XY= D;NXY
§=0 §=0

“+oo
=3 (DN + X“D;N ) X

Jj=0

Il suffit alors d’identifier les termes X %adique pour trouver le résultat annoncé. O

7



Algorithme 3 : (Avancée de k)
LAe théqéme 3 nous fournit une relation pour calculer calculer Uy, a partir de Uy si 'on connait
Dy, et Dj_1, nous avons donc un moyen de faire de pas de +k dans la suite.

Algorithme 3 : PasArbitraire
Données : d, C, ﬁk,ﬁk_l et [7[
Résultat : ﬁkw
début

N« C x U; mod X4
renvoyer mp(ﬁk + XDy, N)
fin

Probléme 2 : (Résolution de systéme en X?-adique)
Etant donnée une matrice C' € M,, (K[X]) de degré inférieur a d, une matrice N € M,, ,,, (K[X])
de degré inférieur a d, et une précision k, calculer une solution U tel que

CU=N mod X%

Lien avec les suites récurrentes : Nous retrouvons ici une relation similaire a celle du
théoréme 1. De fait les problémes 1 et 2 sont deux points de vues sur cette relation, la différence
étant que le premier part de C et Uy tandis que le second de C' et N.

Comme N = Cﬁo et [70 = lA?ON passer d’un probléme & ’autre peut se faire immédiatement
dans un sens et aprés calcul d’inverse dans ’autre.

3.4 Composantes de haut-ordre et résolution

Calcul des composantes de haut ordre : appliquons notre résolution de systéme & Ny = [
la matrice identité. La solution cherchée est donc U = D l'inverse de C'. Le résultat du théoréme
3 donne alors :

~

VJ € N, mp (Dj—l + Xdl/j],[) = BJ

Cela nous donne une relation sur les termes de l'inverse de C, toutefois ﬁj apparait des deux
cotés de cette relation. Pour y remédier, nous employons le résultat de la proposition 2 qui
permet, en changeant le numérateur, d’obtenir un décalage dans les indices

Vk € N,Vj € N,mp(X?D;_, + D;, Ny) = D; 4 (1)

Les N, = Cﬁk sont calculables si le D, correspondant est connu, nous obtenons donc une
formule qui a partir de D;, D;_4, et Dy, calcule D, .
__ Afin de limiter les données, nous choisissons k = j et k = j—1 pour calculer respectivement
DQj et D2j—1-

Algorithme 4 : (Calcul des composantes de haut ordre)
Grace aux remarques ci-dessus, nous pouvons calculer les composantes de D d’ordre 2% et 28 —1,
et calculant les deux premiers par inversion et par la méthode employée dans l'algorithme 3.



Algorithme 4 : ComposantesHautOrdre
Données : d, C, et k la précision
Résultat : (Dy,) et (Dy_;) pour j € [0, k]
début
Dy + inverse(C, X%)
Ny + —(C x Dy)[d : 2d]
Dy + Dy x Ny mod X4
pour j =1 & k faire
152.741 — mp<52j—1 + Xdﬁzi—lfl, 132‘7'—171)
132;‘ — mp(ﬁzj—l + XdBijl_l, Bijl)
fin
renvoyer (lA?o, lA)l), . (ﬁgk_l, ﬁ2k)

fin

Algorithme 5 : (Résolution de systéme avec second membre borné)

Nous avons a présent tous les outils pour résoudre le probléme 2. 1l suffit d’appliquer I'algorithme
4 pour calculer les composantes de haut ordre, puis réappliquer le résultat du théoréme 3 aux
systéme afin de trouver toutes les composantes.

L’algorithme double les termes connus & chaque itération, et utilise les composantes de haut
ordre suivantes pour augmenter le pas. On connait ainsi Uo a l'itération 1, Uo et U1 a l'itération
2, UO,Ul,UQ et U3 a l'itération 3 et ainsi de suite. La correction resulte de I'application du
théoréme 3.

Algorithme 5 : ResolutionPetitSecondMembre
Données : d, C, N le second membre et k la précision
Résultat : U(X) tel que CU =N mod X%
début
(ﬁo, lA)l), ce (ﬁzk_l, lA)Qk) <+ ComposantesHautOrdre(d, C, k — 1)
U<+ Dy x N mod X¢
pour j =1 a k faire
N+ CxU mod X*T < mp(Dy1 + X?Dyi1_4, N)
U<« [U|T] // concaténation matricielle
fin

renvoyer U[0] + U[1]X + ... + U[2F — 1] X2~

fin

3.5 Second membre non borné

Les résultats précédents s’appuient sur le théoréme 3, qui repose sur ’hypothése d’un second
borné en degré par d (deg N < degd). Nous allons maintenant voir comment nous pouvons
procéder en retirant cette hypothése.

Travail sur les numérateurs : dans cette section, nous travaillerons plus avec les numéra-
teurs des suites décalées qu’avec les termes de la suite proprement dit. Nous savons que nous
pouvons calculer le premier terme d’une suite a partir de son numérateur par la relation de
la proposition 2 (Uy = DoN). Ainsi, il est facile de retrouver les résultats a partir de tous les
numérateurs décalés.



Probléme 3 : (Résolution de systéme a second membre non borné)
Nous cherchons & trouver une solution U telle que

CU=N mod X%

2k 1
pour un C constant en X%adique, un k fixé et un N qui s’écrit en X%adique : Z ]/\\ijjd.
§=0

Comme nous résolvons modulo X%, nous pouvons ignorer les termes suivants du numérateur.

Proposition 4 : (Décomposition de la solution)
Soit, pour j € [0, 2¥ — 1]], V¥ la solution de

cv = N,
2k—1
Alors, la somme U = Z VW X7 est solution du systéme initial.
§=0
Démonstration : ce résultat est clair par linéarité. O

Calcul de numérateurs : nous noterons Nj’g le numérateur correspondant a la suite décalée
(%(i)e)pgo. D’aprés les propositions 4 et 2, nous avons pour p € [[O, ok 1}]

p p p
U= V= "DoNj,j= Doy Nipj
j =0 =0

J=0

k_ o1
Nous cherchons donc a calculer les sommes partielles Z?:ol Njp—;. Nous utilisons un calcul des
composantes de haut ordre légérement différent de celui de 'algorithme 4, pour d’avancer de
27 les numérateurs et non les termes de la suite.

Proposition 5 : (Pas de 2" sur les numérateurs)
Ce calcul des termes de haut-ordre facilite la suite, car d’apreés le théoréme 3 et 2, nous avons :

VieN, C (DQHM n D2j,1N4> = CUp 110 = Noj s

d’ou une facon simple de décaler le numérateur a partir de cette relation en prenant les parties
supérieures du produit par C' de la relation fondamentale. Notons la linéarité de cette relation,
essentielle pour la suite.

Algorithme 6 : (Composantes de haut ordre 2)

Pour pouvoir utiliser le résultat de la proposition 5, il faut calculer les composantes d’ordre
2/ —2et 2 —1 et non 2 — 1 et 2/ comme dans I'algorithme 4. D’ot1 cette version modifiée, qui
permet faire +27 sur les numérateurs.
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Algorithme 6 : ComposantesHautOrdre2
Données : d, C, et k la précision
Résultat : (D, — 2) et (Dgj_q) pour j € [1, k]
début
Dy + inverse(C, X?)
Ny« —(C x Dy)[d : 2d]
Dl — DO X N1 mod X4
pour j =2 & k faire
// calcul du numérateur par la formule de la proposition 5
N2j,2 < (C X mp(l/ij—I,1 + Xdﬁzjfl,Q, 523'71,2)) [d . 2d]
52]‘_2 < BON2j_2 mod Xd
N2j,1 <— (C X mp(DQj—1,1 + XdDQj—1,2, D2j—1,1)> [d . 2d]

ﬁQj,l < ﬁoN2j,1 mOd Xd

fin
renvoyer Dy, Dy, ..., Dox_o, Dor_;

fin

Exemple visuel : prenons le cas k = 3, nous avons alors un numérateur en 2% = 8 termes.
Nous pouvons représenter les numeérateurs a calculer sous forme d’un tableau.

Dans cette représentation, nous cherchons les numérateurs (sommes de colonnes), et nous
savons effectuer un "décalage a gauche", calculer ]/\\fj,i“e a partir de ]/\\fjz de maniére linéaire
(nous pouvons donc Pappliquer & plusieurs lignes en méme temps). Afin de calculer les termes
grisé du tableau efficacement, nous cherchons a faire peu de produits matrices matrices au lieu
de plusieurs produits matrices vecteurs. Pour calculer les suivants, nous procédons comme suit :

1. prendre les 2% — 29 premiers numérateurs, leur appliquer la relation +2°, puis les sommer
au 2% — 20 derniers, les numérateurs bleus sont maintenant connus :

Noo  Noa 1V
Ny ]!1,1 N
Nao Noyp o NV
N3o Nsp
Nig Nup N

Nso Nsi NV

Neo  Nea

Nz o

2. prendre les 2F — 2! suivants, les décaler de +2' et les sommer au 2% — 2! derniers, ce qui
donne les termes verts.
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Nso Nsi Nso
Neo Nea
Nr7o

3. prendre les 2% — 22 suivants, les décaler de +22 et les sommer au 2% — 22 derniers, ce qui
donne les termes rouges.

Noo Nox Noz Noz Noa Nos Nog Nog

Nip Nig N N Mg Nis Nig

Ny ]/\\72,1 No o ]Yz,s 1124 Ny 5

N3g N1 Nzo N3z Niy

Pour gagner en complexité, nous appliquons les +27 & une matrice regroupant plusieurs nu-
mérateurs (en colonne), ce qui permet de gagner en complexité par rapport & des produits
matrice-vecteur par sous linéarité du produit matriciel.

Algorithme 7 : (Résolution de systéme modulaire, second membre non borné)
I suffit de généraliser la boucle présentée & un k arbitraire :

Algorithme 7 : Résolution2

Données : d, C, (]VO, e ]/\\72k_1) le second membre et k la précision
Résultat : U(X) tel que CU =N mod X"
début

lA)O, lA)l, ce lA)Qk_z, ﬁzk_l <+ ComposantesHautOrdre2(d, C, k — 1)
N []/\\70| - [Norq]
D, < Dy x N; mod X1
pour j =04 k — 1 faire
// calcul du numérateur par la formule de la proposition 5
T < N[0 :2F — 27]
T+ C x mp(ﬁgjq_l + XdEijl_Q’ ﬁ2j71_2)
N[27: 2 «~ N[27 : 2¥] + T
fin
U < DyN mod X1
renvoyer U[0] + U[1]X + ... + U[2¥ — 1] X%~

fin

Remarque : Dalgorithme fonctionne également si 'on renverse 1’ordre de la boucle (j décroit
de kK — 1 a 0). C’est d’ailleurs cette version décroissante que Storjohann présente dans [6]. La
version présentée dans ’algorithme 7 est celle que nous avons élaborée dans le cadre des suites
récurrentes. Elle est plus simple a prouver et donne un tableau d’exemple lisible de gauche a
droite (pour des opérations équivalentes). Sur notre exemple k = 3, l'algorithme décroissant
donne les coefficient dans 1'ordre suivant (noir - bleu - vert - rouge) :
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Noo Noi Noo Nos Noa /0,5 Jo.6  Noz
Niop Nig Nig Nig Nig Nisg Nig

)

Proposition 6 : (Correction)
Cet algorithme est correct.

Démonstration : la preuve se fait par récurrence sur I'indice de la boucle j. Il faut montrer

que
min(27—1,s)

H(j) : "au début de l'itération j,Vs € [[0, 2¥ — 1]] N[s] = Z NS_W”
p=0
avec N la valeur de la variable N de I’algorithme. Nous Noterons N; la valeur de N au début de
I'itération j.
L’initialisation est claire lors de la création de N.
Pour I’hérédité fixons j € [1, k — 1] et supposons H(j—1) vraie. Alors d’apreés la proposition
5 et par linéarité, la valeur de T (qui vaut initialement N;_; tronqué) aprés le produit vérifie

min(29—1,s)
Vse [[0, 2= 2] Tl = D> Noppr (Noafs] décalé de 2)
p=0

Enfin la derniére ligne ne change que les 2¥ — 27 derniéres colonnes de N. Les 2/ premiéres sont
déja correcte par hypothése de récurrence, s y étant plut petit que 2/ — 1. Pour s > 2/ nous
avons

N,[s] = Nj_1[s] + T[s — 2]

2i 1 min(27 —1,5—27)
= E :stp,p + E Ns—2j—p,p+2f
p=0 p=0

min(27t1 —1,s)

= Z Ns—pvp

p=0

Nous retrouvons alors 'expression de N, ce qui achéve la récurrence. O
J+1

4 Résultat de I'implémentation des méthodes de résolution

Expérimentalement (voir figures 3 et 4), notre implémentation ne montre pas directement
Pavantage du high-order lifting. Ceci s’explique par le fait que ce gain de complexité provient
de l'utilisation de multiplication matricielle efficace, or SageMath n’utilise pas d’algorithmes
efficaces pour le produit de matrice polynomiales. Vers la fin du stage nous avons essayer de
brancher des produits matriciels fournit par la bibliothéque LinBox dans SageMath en modifiant
le code cython afin d’avoir des résultats plus cohérents. Nous n’avons toutefois pas eu le temps
de finir.
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FIGURE 3 — Temps d’exécution des différentes méthodes de résolution modulaire vues pour des
systémes de taille n = 32 jusqu’a 'ordre 32d en fonction du degré d (échelle logarithmique) sur
F524300
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FIGURE 4 — Temps d’exécution des différentes méthodes de résolution modulaire vues pour des

systémes de matrices polynomiales de degré d = 32 jusqu’a 'ordre 1024 = 32d en fonction de
leur taille n sur Fsa4309
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5 Conclusion

Ce stage a permis de former une compréhension poussée des différentes méthodes de résolu-
tions vue durant le préstage (dans [1], [5] et [6]), ainsi que de proposer une nouvelle perspective
du probléme qui est présentée en partie trois, puis de les formaliser pour obtenir une démons-
tration alternative.

Coté expérimental, j’ai pu coder et vérifier expérimentalement tous les algorithmes de ré-
solution modulaire ainsi qu'un méthode de produit matriciel polynomial par évaluation inter-
polation en SageMath. Le but était de comparer leur temps d’exécution pour démontrer les
avantages du high-order lifting. Toutefois ’absence de multiplication matricielle polynomiale
rapide nous a empéché de retrouver les résultats des calculs théoriques de complexité.

Enfin mon travail a permis de mettre a jour et corriger un défaut de vitesse des méthodes
de dérivation polynomiales en SageMath, et de proposer un début d’interface permettant d’y
rajouter des multiplications de matrices polynomiales rapides.
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