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Introduction



Problème

Résolution modulaire de système linéaire

Soit C une matrice n × n sur K[X ], notons d son degré.

Soit N un vecteur n × 1 sur K[X ].

Soit k ∈ N, nous cherchons un vecteur U tel que :

CU ≡ N mod X d2k
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Méthodes de résolution

Algorithmes connus :

• Pivot de Gauss en O(MM(n)M(d2k))

• 1979, M÷nck et Carter en O(n2M(d)2k)

• 1982, Dixon, version alternative de même complexité

• 2002, Storjohann en O(MM(n)M(d)k)

Pour pouvoir résoudre exactement par reconstruction

rationnelle, il faut 2k > n
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Étude du high-order lifting



Suite récurrente de matrice

Dé�nition

Soit (Ci) d + 1 matrices carrées non toutes nulles, une suite

récurrente de matrice (Ui) véri�e :

∀` ∈ N,
d∑

i=0

CiUi+` = 0n×m

Exemple : Ui =

[
ai
bi

]
[
1 0

0 1

][
an+2

bn+2

]
+

[
−1 3

15 7

][
an+1

bn+1

]
+

[
7 3

0 0

][
an
bn

]
=

[
0

0

]
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Rationalité de U

Notation sous forme de série formelle :

U =
+∞∑
k=0

UkX
k et C =

d∑
k=0

Cd−kX
k

Théorème

Il existe N ∈ K[X ]n de degré strictement inférieur à d telle

que

CU = N
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Trois représentations

Trois représentations : une suite récurrente peut être

représentée par,

• l'ensemble de ses termes (Ui)i∈N

• les termes initiaux (U0, . . . ,Ud) et C .

• le numérateur N de degré inférieur à d et C .
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Sous-problèmes

Calcul des termes suivants

Étant donné C inversible modulo X d et les premiers termes

(U0, . . . ,Ud−1), nous voulons calculer les termes suivants de

la suite (Ui).

Résolution de système borné

Étant donné C inversible modulo X d , N et k ∈ N, avec
degN , degC < d , nous cherchons U ∈ K[X ]n tel que

CU ≡ N mod X d2k
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Regroupement X d-adique

Pour simpli�er les calculs, nous passerons en X d -adique dans

la suite. Nous noterons Ûi les coe�cients X d -adiques de U :

U =
+∞∑
k=0

ÛkX
kd

Avec deg Ûi < d .

Produit : Â× B̂ a un degré borné par 2d . Posons,

• ÂB̂ la partie haute (quotient par X d)

• ÂB̂ la partie basse (reste)
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Suite décalée

Dé�nition

Si (Ui)i∈N est une suite récurrente de générateur C , alors

pour tout ` ∈ N, (Ui)i>` est aussi une suite récurrente de

même générateur C , nous parlons de suite décalée de `.

Théorème

Pour i ∈ N, posons Ni = CÛi le numérateur correspondant à

la suite décalée de id . Cette suite de numérateurs véri�e :

∀i ∈ N,Ni+1 ≡ −CÛi mod X d

Cette relation e�ectue un changement de représentation.
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High-order lifting

Théorème

En notant D =
∑

D̂iX
id l'inverse de C nous avons :

∀j ∈ N,∀` ∈ N, Û`+j = D̂j−1N` + D̂jN`

avec D̂−1 = 0

Preuve : par rationalité de (Ui+`), U = DN . En identi�ant les

coe�cients nous obtenons la relation ci-dessus.
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Résolution 1/2 : composantes de l'inverse

Nous pouvons faire un pas de j sur toute suite récurrente en

connaissant D̂j−1 et D̂j .

Or CD = I , donc (Di) est une suite récurrente. Nous pouvons
lui appliquer le théorème :

D̂0 D̂1 D̂2 D̂3 D̂4 D̂5 D̂6 D̂7 D̂8 D̂9 D̂10 D̂11 D̂12 D̂13 D̂14 D̂15

D̂0 D̂1 D̂2 D̂3 D̂4 D̂5 D̂6 D̂7 D̂8 D̂9 D̂10 D̂11 D̂12 D̂13 D̂14 D̂15

D̂0 D̂1 D̂2 D̂3 D̂4 D̂5 D̂6 D̂7 D̂8 D̂9 D̂10 D̂11 D̂12 D̂13 D̂14 D̂15

D̂0 D̂1 D̂2 D̂3 D̂4 D̂5 D̂6 D̂7 D̂8 D̂9 D̂10 D̂11 D̂12 D̂13 D̂14 D̂15
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Résolution (2/2) : composantes de la solution

Avec les D̂2j−1 et D̂2j , nous pouvons faire des pas de 2j pour
calculer la solution :

Û0 Û1 Û2 Û3 Û4 Û5 Û6 Û7 Û8 Û9 Û10 Û11 Û12 Û13 Û14 Û15

Û0 Û1 Û2 Û3 Û4 Û5 Û6 Û7 Û8 Û9 Û10 Û11 Û12 Û13 Û14 Û15

Û0 Û1 Û2 Û3 Û4 Û5 Û6 Û7 Û8 Û9 Û10 Û11 Û12 Û13 Û14 Û15

Û0 Û1 Û2 Û3 Û4 Û5 Û6 Û7 Û8 Û9 Û10 Û11 Û12 Û13 Û14 Û15

Û0 Û1 Û2 Û3 Û4 Û5 Û6 Û7 Û8 Û9 Û10 Û11 Û12 Û13 Û14 Û15
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Second membre non borné

Résolution de système

Soit C ∈Mn (K[X ]) inversible modulo X d , k ∈ N, et

N =
2
k−1∑
i=0

N̂iX
id . Nous supposons toujours degC < d , nous

cherchons U tel que

CU ≡ N mod X d2k
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Travail sur les numérateurs

Soit (V (j)) la suite solution de CV (j) = N̂j . La solution est

U =
∑

V (j)X dj

Soit N̂j ,` les numérateurs de la suite décalée (V̂
(j)
p+d`)p>0. Alors

pour tout p :

Ûp = D̂0

p∑
j=0

N̂j ,p−j
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Calcul des numérateurs

Nous pouvons les représenter sous forme d'un tableau :

U Û0 Û1 Û2 Û3 Û4 Û5 Û6 Û7

V (0) N̂0,0 N̂0,1 N̂0,2 N̂0,3 N̂0,4 N̂0,5 N̂0,6 N̂0,7

V (1) N̂1,0 N̂1,1 N̂1,2 N̂1,3 N̂1,4 N̂1,5 N̂1,6

V (2) N̂2,0 N̂2,1 N̂2,2 N̂2,3 N̂2,4 N̂2,5

V (3) N̂3,0 N̂3,1 N̂3,2 N̂3,3 N̂3,4

V (4) N̂4,0 N̂4,1 N̂4,2 N̂4,3

V (5) N̂5,0 N̂5,1 N̂5,2

V (6) N̂6,0 N̂6,1

V (7) N̂7,0
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Résultats expérimentaux



Partie expérimentale

Implémentation en SageMath :

• évaluation et interpolation pour le produits de polynômes

et matrices polynomiales

• Résolution de systèmes modulaires polynomiaux :

• méthode de Dixon

• méthode de M÷nck et Carter

• méthode de Storjohann

• notre méthode de high-order lifting

• ajout de produits matriciels polynomiaux dans SageMath

depuis Linbox

Test de correction et comparaisons des temps d'exécution
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Regroupement de produits matrice-vecteur

Figure 1 � Temps d'exécution de k produit matrices (n × n)

vecteurs (n × 1) et d'un produit matrice (n × n) matrice (n × k)

pour n = 128 dans le corps premier F524309 18



Complexité d'évaluation interpolation

Pour un produit matrice-vecteur à coe�cient polynomiaux,

nous avons les complexité suivantes :

• produit naïf en O(n2M(d))

• évaluation interpolation en O(n2M(d) + n2d + nM(d))

• évaluation précalculée en O(nM(d) + n2d + nM(d))
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Temps d'évaluation interpolation

Figure 2 � Temps d'exécution de di�érents produits de matrices

polynomiales sur F524309 de degré d = 128 en fonction de la taille

des matrices 20



Complexité de résolution de système

Les résolutions vues ont les complexité suivante pour résoudre

jusqu'à l'ordre n :

• résolution de système dans l'anneau quotient :

O(MM(n)M(nd))

• méthode de Dixon ou M÷nck et Carter : O(n2M(d)n)

• high-order lifting : O(MM(n)M(d) log n)
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Résolution de système par degré

Figure 3 � Temps d'exécution des résolutions pour des systèmes

de taille n = 32 jusqu'à l'ordre 32d en fonction du degré d (échelle

logarithmique) sur F524309 22



Résolution de système par taille

Figure 4 � Temps d'exécution des résolutions pour des systèmes

de matrices polynomiales de degré d = 32 jusqu'à l'ordre

1024 = 32d en fonction de leur taille n sur F524309 23
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