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0 Une premiére équation différentielle

On cherche a résoudre une équation différentielle de type 3’ +w?y = 0, on cherche donc 1’ensemble
. des fonctions y deux fois dérivables de R dans R vérifiant cette relation. On cherche donc la forme
paramétrée de ., décrit sous forme conditionnelle comme :

S ={ye d®[R,R) /Vt e Ry () +w’y =0}

On procédera par condition nécessaire et suffisante (CNS), montrant que y est forcément de la
forme y(t) = Acos(wt) + Bsin(wt). La condition suffisante est assez facile, la condition nécessaire se
fait par I’étude de fonctions qui ne sont pas a connaitre.

Conclusion : on a 'égalité ensembliste suivante,

S = {(Hf > Ecos(wt)—FBsin(Wt) ) A5 GRQ}

1 Introduction a la combinatoire

1.1 Les coefficients du bindéme

Définition : la fonction factorielle est définie sur N par :

nl=nxn—-1)x...x2x1=[[",7 pourn>1
0! =1 (produit vide)

Si 'on cherche a lister avec ordre les éléments d’un ensemble de cardinal n, il y a n! combinaisons
possibles.

Définition : soit n et p deux entiers naturels, on définit ’entier ( Z ) par :

(n) nxn—1)x...x(n—p+1) Hko(”—)

P p! P!

il s’agit du nombre de facons p entiers sans ordre parmi n.

Propriétés : les coefficients du binéme vérifient :

o)+ () =00

5

(3)=(3=1)
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1.2 Le bindme de Newton

Soit N l'ensemble [1, n], &(N) l'ensemble de ses parties, &% (N) I'ensemble de ses parties a k
éléments, et (ay,...a,), (by,...b,) deux listes de n réels, on a alors :

(a1+b1)(a2+b2)...(an+bn): Z HCLZ‘ H bj

JeP(N) \ic€J jeN\J

Donc, en prenant a =a; =...=a,etb=b=...=b, :
(a+b)" = Z (a/b#NV) = Z Z atom*
JeZ(N) k=0 \ieZ(N)
(a+bd)" = Z ( Z > a*bnF
k=0

2 Calcul algébrique et révisions de trigonométrie

2.1 Quelques sommes

Somme diverses : (démo par récurrence ou télescopage), soit (ay,...,a,) € C", soit (u,)nen une
suite arithmétique, et (s,)nen une suite géométrique de raison p.

o Z(@iﬂ—@i):@n—ao o Zk:n 5
1=0 k=0

. zn:kQZH(n+1)6(2n+1) . z":kgznz(nzm
k=0 k=0

q

Ug — U

o D w=(-p+1)~5—"
k=p

(g—p+1)s, sip=1

q
[ ] E Sk’ =
k=p

1—pa—p+1

Sy sip#1

Factorisation de a™ — b" : soit (a,b) € C* et n € N, on a alors

n—1

a — bt = (CL o b) Zan—l—kbk

k=0
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2.2 Un peu de trigonométrie

Equations et inéquations
cosx = cosby & x = 0y [27] ou x = —0, [27]
S dkeZ, x =00+ 2km ou v = —0y + 2km
Ensemble solution S = {0y + 2k, k € Z} U {—60y 4 2k, k € Z}

sinx =sinfy < x = 6y [27] ou © = 7 — by [27]
S dkeZ, x =00+ 2kwoux =7 — 0y + 2km
Ensemble solution S = {60y + 2kw,k € Z} U {m — 6y + 2kw,k € Z}

tanx =tanfy < Jk € Z,x = 0y + kr

sin tan axey
/\1 1 A
y = tan(x)
p .1tand
sinf ---------- \.
' COS axe x
—1 0 cosd] 1 _‘7? ﬁ 0 & T
2 2
— —1

FI1GURE 1 — Cercle trigonométrique et fonction tangente

3 Nombres Complexes

3.1 Opérations élémentaires

Soit z un nombre complexe. On définit ses parties réelles Re(z) et imaginaire Im(z) deux
réels tels que z = Re(z) + ¢ x Im(z). Les parties réelles et imaginaires vérifient. Les fonctions Im et
Re sont R-linéaires, donc compatible avec la somme et la multiplication par un réel, mais pas avec
le produit : Re(z122) = Re(z1)Re(z2) — Im(z1)Im(22) et Im(z122) = Re(z1)Im(z2) + Im(z)Re(zz).
L’unicité de ces parties donne I’équivalence

21 =20 < Re(z1) = Re(zq) et Im(2;) = Im(22)

On définit le complexe conjugué z = Re(z) — Im(z). La conjugaison est compatible avec
la somme, le produit, 'inverse, la division et la puissance entiére. Le module du complexe z par

2| = v/Re?(2) + Im?(2). Le module n’est compatible qu’avec le produit et la puissance. On a les
égalités suivantes, avec z € C :
1 z z+z Z2—Z
2
o |2|"=2% ° —=— e Re(z) = o Im(z)=
g =i (=21 ()=
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On peut alors retrouver I'inégalité triangulaire a partir de ces définitions. On démontre d’abord
Pidentité remarquable |z, + z|” = |21]> + |22|” + 2Re(z122) :

|21 + z2]2 =(z1+2)(z1+22) =(21+ 22)(Z1 + 22 = 2121 + 2222 + 2122 + 2221

= a1’ + |2|* + 2% + 217 = |21] + |22]” + 2Re(z122)

Ce qui permet de démontrer 'inégalité triangulaire, son cas d’égalité et en déduire la deuxiéme
inégalité triangulaire et l'inégalité triangulaire renversée :

|21 + 22| < |z1] + | 22|
|z1 + 22| = |z1| + |22] & IAE R4, 21 = Azp 0u 23 = Az

o |z — 2| < || + |29

o 21| — |zl < |z £ 2|

Pour la démonstration, prendre 'identité remarquable et, pour majorer, exploiter le fait que Re(z) <
|Re(z)| < |z]. Pour le cas d’égalité, on fera une démonstration par double implication.
on a Re(z123) = |z122] = 2123 € R, On fait alors une disjonction de cas : immédiate si zo = 0,

. _ 9 21, 2 . 21 21, o 1
sinon on a 7z = — |2,|” donc —|z|” € R;. On obtient alors z; = —2p = — 2] —=52 = Az
&) 29 Zo 29 B
1 2 1
avec A = —|z|" —5 € Ry
22 |22]
on suppose l'existence de A dans R, et on raisonne par disjonction de cas z; = Azp ou 2 = Az;.

Finalement, on peut démontrer par récurrence finie 1'inégalité triangulaire généralisée :

n
> 2
k=1

<
k

| 2|
1

n

3.2 Nombres complexes de module 1

On définit 'ensemble U = {z € C,|z| = 1}. Il correspond donc sur le plan complexe au cercle
trigonométrique. Il est stable par produit et inverse. Si z € U, alors 27! € U et 27! = Z. On pose
alors € = cos(z) + i x sin(x) avec x € R une paramétrisation de tout nombre de U.

Formule de Moivre : Vo € R,Vn € N, (cosx + i X sinz)"” = cosnz + i X sinnx
eia: + e—m eia: _ e—ia:
Formule d’Euler : Vo € R,cosz = ——— et sinx = —

Factorisation d’une différence d’exponentielle :

Tty Tty
. . 1 T — . . 1 xr —
e +eY=e 2 x2cos (Ty> et e —e¥=e 2 x2isin <Ty)

La formule de Moivre permet de trouver les polynomes de Tchebychev. On part des relations
cosnz = Re [(¢"*)"] et sinna = Im [(e/")"], on replace ()" par (cosx + i x sinx)" puis on applique
le bindbme de Newton pour trouver les polynomes :

cosnr = Z < Z > (COSQJJ— 1)k/2cosn_kx soit T, (X) = Z ( Z > (X2 - l)k/2X”_k

kE[[O, n]] kE[[O, n]]
k=0 [2] E=0 [2]
sinnz = sin(z) Z ( Z > (cos?x — 1)% cos™ k& Un(X) = ( Z > (x2 - 1)’3;1Xn4g
k€ [0, n] k € [0, n]
k=1 [2] E=1 2]
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Sommes d’exponentielle, et par identification, de sinus et de cosinus k-iémes d’'un
x réel :

S e _ e (510
P sin (%)

Soit z dans C*. 1l existe un unique couple (r,0) € R.xR tel que z = re®. La
démonstration se fait par CN puis CS, la condition nécessaire justifie I'unicité avec
r = |z| et 8 = 0y [27], avec Oy un argument de z. La condition suffisante justifie
I'existence.

3.3 Equations du second degré

On sait résoudre des équations du second degré az?+bz-+c = 0 dans C a coefficients

complexes en trouvant un § vérifiant 6> = b?> — 4ac. Les solutions, éventuellement

—b+9
doubles, sont alors de la forme zy = ——.

a
La somme et le produit des racines d’'un trinéme du second degré vérifient le systéme :

_ =b
{ ?; 2 . @ (démonstration en développant a(z — 21)(z — 22) = az? 4+ by + ¢)
122 —

3.4 Racines n-iémes de 'unité
On définit U,, 'ensemble des racines n-iémes de 'unité. On a donc (démo par CNS)
Unz{wEC/wnzl}:{eziy,kE[[O, n—l]]}

Cela permet d’aboutir a une factorisation plus compléte de a” — b™ avec b # 0 :

n—1 n—1
a”—le(a—eQﬁ) a”—b”:H(a—erzﬁb)
k=0 k=0

Et aux racines n-iemes d’un complexe non nul z, si l’on connait une solution particuliere
zp, alors 2" = zy & z € {uzy,u € U,}. Démonstration : existence d’une solution
1 .

Z‘ /n 629/71

, puis factorisation de 2" — 2

particuliére z, = | s

3.5 Exponentielle complexe
On définit exponentielle complexe par, pour tout z dans C : e? = eRe(®)gim(2),
On a donc Re(e?) = cos (Im(z)) eR®) et Im(e?) = sin (Im(2)) ). De plus on a
le?| = ef*) et arg (e) = Im(z). Soit a € C* d’argument 6y, on a les équivalences
sulvantes
e* = |al e o ReFMmE) — el o R — |o| et Tmz = 6, [27]
< Re(z) =In|a| et 3k € Z,Imz = 0y + 2k~

De méme, on a e*! = e* < dk € Z, 21 = 29 + 2tkn

9



Cours Maths MPSI Dorian Lesbre

3.6 Interprétation géométrique

Soit A, B, C' trois points u plan complexe d’affixes a, b et c. On a les conditions
suivantes d’alignement et d’orthogonalité :
c—a c—a

A, B, C alignés < ; eR et A, B, C'rectangle en A <
—a —a

€ R

Examinons maintenant quelques transformations du plan complexe

— la symétrie d’axe 0 4+ Ru, qui a pour écriture complexe z — 2z

— la translation de vecteur @ daffixe b: 2z — 2+ b

— l'homothétie de centre A(a) et de rapport A : (hay)z +— a+ Az —a)

— la rotation de centre A(a) et d’angle 0 : (Rag)z — a + €(z — a)

— la similitude directe d’écriture complexe z — az + 3
C’est donc une translation si @ = 0, et sinon a la fois une homothétie et une
rotation.

4 Ensembles et applications

4.1 Les ensembles

Soit A et B deux ensembles. On définit les opérations :
— P'union AU B = {x/x € Aoux € B}
— lintersection AN B ={x/x € Aet z € B}
— la différence A\ B = {x/x € Aet x ¢ B}
— la différence symétrique AAB = (A\ B)U(B\A)=(AUB)\ (ANB)
AAB = {z/x € Axor x € B}
Ces opérations, a l'exception de la différence sont associatives et commutatives.

e (AUBNC=(ANC)U(BNC)
e (ANB)U(CND)=(ANC)U(AND)U(BNC)U(BND)

La démonstration se fait par double inclusion, par tableau ou par diagramme de Wenn.
On note Z(FE) ’ensemble des parties de £. Si A € &(FE) on peut alors définir
le complémentaire de A dans E par “A = CpA = A= {x € E/x ¢ A}
On définit le produit cartésien d’un nombre fini p € N* d’ensemble E; X Fy X. .. X
E, comme 'ensemble des p-listes (1, 22,...,2,) avec 1 € Ey, 29 € Ey, ..., x, € E,.
Si les ensembles Ey, Es, ..., E, sont finis, on a alors

#(E1 x By x ... x E,) = | | #E,

e
II: =
—_

10
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4.2 Fonctions

Une fonction est une correspondance entre les éléments d'un ensemble de départ A
et d’arrivée B. Soit ¢ : A — B une fonction, et o € A, alors ¢(«a) € B est I'image de
a par . On définit le graphe de ¢ par {(a,¢(a)), a € A}. On note B4 ou .# (A, B)
I’ensemble des fonctions de A vers B.

Soit A, B,C trois ensembles, f € B4 et ¢ € CP deux fonctions, on définit la
A—C

t = g(f(t))
La composition est associative : ho (go f) =(hog)of=hogo f.

fonction composée go f : {

Restriction et corestriction: On définit la restriction de f a A" commela fjo : A" — B
vérifiant, Vi € A, fla(t) = f(t) et A" C A. Inversement, on définit la corestriction
fIB A B'defaB'siVte A f(t)e B et fIB(t) = f(t) et B' C B.

Prolongement : on appelle prolongement de f sur C toute fonction g : C — D
vérifiant A C C, B C D, Vx € A, g(z) = f(x).

Fonction indicatrice : la fonction indicatrice d’une partie A d’un ensemble E est

E — {0,1}
définie par 1 4 : 1siee A Cette fonction vérifie les propriétés suivantes :
Osie¢ A
o Vec E lg(e)=1,1p(e) =0 e A=B&lu=1p
o llsp=1yx1p o llpyp=l,4+1p—1yux1p

o I =1p—1y4

4.3 Injectivité, surjectivité, bijectivité
Injectivité : une fonction f : A — B est dite injective si et seulement si,
V(a,b) € A%, f(a) = f(b) =>a=0»

On a alors :
— f injective < tout élément de B admet au plus un antécédent par la fonction f
— [ injective & V(z,y) € A%z #y = f(x) # f(y)

f injective .
— t
{ g injective = f o g injective

11
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Surjectivité : [ : A — B est dite surjective si et seulement si,
Vbe B,Ja € A, f(a) =D

On a alors :

— f surjective < tout élément de B admet au moins un antécédent par f
surjective o
— { / JeHve f o g surjective
g surjective
Bijectivité : f est bijective si elle est a la fois surjective et injective. On a alors :

— f bijective < tout élément de B admet un unique antécédent par f
] [ Dbijective
g bijective
f étant bijective on peut définir une bijection réciproque f~1 par

f_1,{B—>A

t +— l'unique antécédent de t par f

= f o g bijective

Cette bijection réciproque vérifie f~' o f = idy et f o f~! = idg. L’existence d'un

telle réciproque est une CNS de bijectivité. Si f et g sont bijectives, alors (f o g)_1 =
1, f-1

g of

Itérée n-iéme : On note ¢" l'itérée n-iéme de ¢. On a alors :

pl=id  pl=p P =poyp
Si ¢ est bijective, on a (@2)_1 = (¢~ )2 = p 2,

4.4 Image directe et réciproque

Image directe : Soit £, F' deux ensembles, f : £ — F et A € P(F). L'image directe
de A par f est 'ensemble: f(A) = {f(x),x € A} On a alors les propriétés suivantes
(démonstration par double inclusion) :

o f(0)=10 o (90 /)(A) =yg(f(A))
e f(AUB)=f(A)U[f(B) e f(ANB)C f(A)N[f(B)

Image réciproque : soit B € F. L’image réciproque de B par f est ’ensemble :
f~1(B) = {z/f(x) € B} On a alors les propriétés suivantes (démonstration par
double inclusion) :

e f(f(A)cCA o (gof) (A =g ' (f1(4)
e f(AUB) =AU f(B) e fANB)=f1A)nf(B)
e ACB=f!(A)cCf(B) e [THF)=FEet f'(0)=0

Si f est bijective, et B une partie de F, alors 'image directe de B par f~! est égale a
I'image réciproque de B par f.

12



Dorian Lesbre Cours Maths MPSI

4.5 Fonction indexée par un ensemble

Notation : soit I, F deux ensembles et u € ET une fonction de I dans E. On note
parfois u = (u;),cy, on dit alors que w est une famille d’éléments de E indexée par 1.
L’exemple type est une suite de réels indexés par N

Familles de parties d’un ensemble : on pose £ et I deux ensembles et (A;);,.; une
famille de partie de E, de sorte que A € P(E)!. On peut alors définir :

° UAi:{l'EE/HiEI,xGAi} . ﬂAiz{xEE/ViEI,xEAi}

el el

Cas particulier : soit n € N* et u € ElL7l on notera v = (uy,us, ..., u,) de sorte
que u est assimilé a un élément de E”. On considére donc que EM" = g7
L’ensemble E? contient un seul élément, la famille vide : ()

5 Fonctions usuelles

5.1 Quelques énoncés d’analyse réelle

Soit I et J deux intervalles de R, soit f € I”, on a alors :
1. si f est bijective et continue, alors sa fonction réciproque est continue

2. si I et J contiennent au moins deux éléments, et que f dérivable sur [ est
bijective, alors :

Vy € J, f~' est dérivable en y < f/(f "(y)) #0

, 1
Et on a, dans le cas ot f~! est dérivable : (f_l) (y) = ————

f1(f~1(v))
3. si f est dérivable sur I, on a f constante sur I < Vy € I, f'(y) =0

4. soit f € I’ dérivable et g € J dérivables, alors

vteI,(gof) (y) & f'(y) xg'(f(v))

5.2 Fonctions circulaires réciproques
Dérivation : Afin de dériver arccos et arcsin, on montre que
Vt € [-1;1] : v/ 1 —t? = cos (arcsin(t)) = sin (arccos(t))

La démonstration est immédiate sur le cercle trigonométrique. On utilise alors le théo-
réme de dérivation des bijections réciproques montrer les domaines de dérivabilités,
puis calculer les dérivées.

13



Cours Maths MPSI Dorian Lesbre

arcsin arccos arctan
el (Sm:[[—“]}) (cosfont”) | (ta0-5.50)
Ensemble de départ [—1;1] [—1;1] R
Ensemble d’arrivée [-%;7] [0; 7] |-z 2]
Ensemble de dérivation |-1;1] |—1;1] R
Dérivée ! ! !

V1—1t2 V1—1t2 1+12

TABLE 1 — Récapitulatif de définitions de arcsin, arccos et arctan

Graphe : on admet que le graphe d’une bijection réciproque est le symétrique du
graphe de la bijection par rapport a la premiére bissectrice (la droite y = x), on peut
alors tracer 'allure du graphe des fonctions trigonométriques réciproques :

LaXe Y
7T 4
y = arccos(z)
% ................. y [ arcsill (:17> ......................
(#:3)
| | | | | | axe T
—4 -3 —2 —1 0 1 2 3 4
y = arctan(x)
B S ST PEPPRPEUPRPRSY SUPP ﬁ%.,,
FIGURE 2 — Graphe des fonctions arccos, arcsin et arctan
Identités remarquables : on a les égalités suivantes.
. s
e Vte[—1,1], arccos(t) + arcsin(t) = B
1 Zsit>0
o Vte R arctan(f) +arctan |- ) =|2 . .
’ ®) t —Zsit <0
o VieR, arctan(t) = arg(1 + it) [27] (1)

Vt € [—1; 1], arcsin(—t) = — arcsin(t)
. Vt € [—1;1],arccos(—t) = m — arccos(t)
Vt € R, arctan(—t) = — arctan(t)

14
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Les démonstrations se font en étudiant les fonctions associées, en remplacant ¢ par

cosf ou sinf, ou en composant par cos ou sin et exploitant leur injectivité. Pour la

1, on montre que /1 + ¢ e'@tan(t) — 1 4 it en développant puis exploitant la relation
1 2

— = 1+ tan“t.

cos?t

5.3 Autour de la fonction exponentielle

La fonction puissance : pour o dans R, et ¢ dans ]0, +o0o[, on pose t& = e*!"t, Pour
le cas ou t est nul, onasia#0,0%=0et 00 =1.

Etude de a < 0 : la fonction puissance ¢, (t) = t* est alors définie et dérivable sur
]0; +oo[. on a ¢ (t) = at® L. La fonction est alors strictement décroissante.

R, - R
Etude de o €]0; 1[ : la fonction puissance ¢, (t) : PN e®Migit >0 est
Osit=0
dérivable sur ]0; +o0o[. on a ¢/, (t) = at®L. La fonction est donc strictement croissante.
Par ailleurs on a lim ¢,(t) = 0. La fonction est donc continue en 0. En étudiant la

t—0t
t) — 0
dérivabilité en 0, on trouve que #alt) ~ ¢a(0) = ¢t ! donc comme o — 1 < 0, on a

un taux d’accroissement qui tend vers +o00, la fonction n’est pas dérivable en 0.

Etude de a > 1: comme précédemment, la fonction est dérivable sur R’ et a pour
dérivée at®~! > 0. Elle est donc strictement croissante. De plus elle est continue et
dérivable en 0, ou elle vaut 0 et sa dérivée est nulle.

Autres cas : si a = 1 il s’agit de la fonction linéaire f(x) = x, et si a = 0, c’est une
fonction définie sur R, constante égale a 1.

Bijectivité : si o # 0, @, est bijective de Ry dans R, (0 inclus si o > 0, exclu sinon)
et sa bijection réciproque est 1.

Casa <0 CasOO<ax<xl1 Casa>1
t 0 +00 t 0 +00 t 0 +00
@ (t) + P (t) + @ (t) 0 +
+o00 +o0 +o0
Pa Pa Pa

15
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5.4 Comparaisons de fonctions usuelles

On a pour valeurs remarquables les limites suivantes :

Int
o — 0 o (-Int ——0
t t—+co t— 0t
In?t o
o > 0 e t“|Int]” ——0 °« — 0
¢ t—+4oo t— 0t eft t— +oo

Les démonstrations se font en encadrant 0 < Int < v/t pour la premiére, en remplacant
t par % pour la deuxiéme et en passant au logarithme pour faire tomber les puissances
pour les autres.

5.5 Fonctions trigonométriques hyperboliques
Pour tout ¢ réel, on pose

el +et el —e ! sinh(t el —e !
cosh(t) = ete sinh(t) = —— tanh(t) = () =
2 2 cosh(t) et+ et

Ces trois fonctions sont dérivables sur R et ont pour dérivées respectives :

1
cosh’ = sinh sinh’ = cosh tanh’ = 2 — 1 + tanh?
cos

Finalement, on a comme propriété remarquable : Vo € R, cosh?(z) — sinh?(z) = 1

axe y sinh
o 34 3%
cosh(z) sinh(t)
5 | ]

— sinh (o)

FI1GURE 3 — Graphe de cosh, sinh, tanh et interprétation géométrique
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6 Systémes linéaires et sommes doubles
6.1 Systémes linéaires
On appelle systémes linéaires a n-équations et p-inconnues une équation de la forme :

¢
a1.1T1 + a1, 202 + ...+ a1, pTp = A\
2,171 + A2 22 + ... + A2 pTp = Ao

(E) : S
| an, 171 + Q2T + .. A pTy, = Ay
avec (a; j)1<i<n la famille des coefficients du systeme, (A1, Ag,...,A,) la liste des se-
1<j<p
conds membres et (x1, z9,...,x,) 'inconnue.

Méthode du pivot de Gauss : pour résoudre un tel systeme, on emploie la démarche
suivant

1. Vérifier que le coefficient a; 1 devant z; n’est pas nul. Si c’est le cas, inverser
deux lignes ou deux inconnues.

2. Pour chaque ligne L; de 2 a n, effectuer la transformation L; <— L; — ZiiL

1.
Cette opération a pour effet de retirer la variable x; de toutes les lignes sauf la
premieére

3. Répéter le processus avec le sous systéme obtenue jusqu’a ce que 1'on soit a court
d’inconnues (auquel cas on obtient des équations de compatibilité) ou d’équations
(certaines inconnues sont alors des paramétres sans contraintes)

CNS de solutions : un systéme (F) admet des solutions si et seulement si toutes
les équations de compatibilité sont vérifiées. Le sens direct de la démonstration est
immédiat, pour la réciproque, il suffit de bien écrire le systéme aprés méthode de
Gauss et prendre 0 pour les valeurs des parameétres.

6.2 Sommes doubles

Sommes sur un rectangle :  S0it (n, p) € N?, R I’ensemble [0, p] x[0, n], et (Zi’j)(

i,j)ER
une famille de complexes dont on cherche la somme. On a les égalités :

p p n

n
E :Zz',j: E :Zz‘,j: E E Zw = E | E %, j
i,j)ER 0<i<n i=0 \j=0 j=0 \ i=0
) J
0<y<p

17
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Sommes sur un triangle : soit n € N, on pose T = {(z, J)eEN?/0<Ki<j< TL}, et
(2i4) i, jyer une famille de complexes dont on cherche la somme. On a les égalités :

(sommes sur les colonnes, les ou les diagonales.
n D n n
E %= E |z = § § “i g | =
(i, J)eT 0<i<j<n i=0 \ j=i j=0 \i=j
n n—d
= E :Zi,j: E : “ij = E : Zi,dJri:E : E :ZLJ
(i, )T 0<i<j<n 0<i<d+i<n d=0 \i=0
d=j—i j = d+i 0<d<n

7 Relations binaires

Soit E un ensemble, on nomme relation binaire R une partie de ' x E. Soit
(z,y) € E? on dit que x est en relation avec y noté xRy si et seulement si (z, y) € R.
On a par exemple les relations suivantes :

— relation d’égalité : xr Ry < xr =1y — inclus (dans un ensemble de partie) :
— relation grossicre : t Ry < (z, y) € AR- B ACB,(A,B)e E

E? — congruence modulo o : x Rz gy <
— supérieur (dansR) : xR~y < = >y r =y |al

7.1 Relations d’équivalence

Définition : une relation binaire R sur E est qualifié d’équivalente si elle vérifie les
propriétés suivantes :

— réflexivité : Ve € E, *x R«

— symétrie : V(z, y) € B>, T Ry=yR=x
TRy
YRz
Des exemples précédents, 1'égalité, la relation grossieére et la congruence sont équiva-
lentes.

— transitivité : V (z, y, 2) € E3, = xRz

Classe d’un élément : Soit R une relation équivalente sur F, soit x € E on définit
la classe de  comme 'ensemble Cl(z) = {t € E/ xR T}. Elle peut aussi étre notée
7, TF. De plus on appelle ensemble quotient 'ensemble £/ = {Cl(t),t € E}

Partition d’un ensemble : soit F un ensemble, et P € Z(F). On dit que P est une
partition de £ si :
—V(A, B)eP?, AB = ANB=0

—UAePA:E
— VAec P A#0D

18
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On démontre par double inclusion que si R est une relation d’équivalence sur E, £/
est une partition de E. Réciproquement, pour toute partition P de E, on peut définir
une relation d’équivalence R par x Ry < 3A € P, (z, y) € A? vérifiant £/ = P

7.2 Relations d’ordre

Soit £/ un ensemble, une relation binaire R sur E est qualifié de relation d’ordre si
elle est :
— réflexive : Vx € E, *x R x

— non-symétrique : V(z, y) € E?, { igz = T=y
— transitive : V (x, y, 2) € E?, { z,;lig = xRz

Une relation d’ordre est dite totale si V(z,y) € E*, 2 Ry ou y R x. On dit alors que
I'ensemble (E, R est (totalement) ordonné. On a par exemple la relation divisibilité
sur N, la relation d’inclusion qui sont des relations d’ordre et la relation > qui est une
relation d’ordre totale.

Eléments remarquables : soit (£, <) un ensemble ordonné, et A une partie de E. On
a les définitions suivantes :
— majorant :  de A vérifie Vi € At < «
— minorant : § vérifie Vi € A, 3 <t
Vie At <max A
max A € A
Vie Amin A <t
minA € A
Vt € At <supA
Va € My, supA < «

— maximum : max A vérifie {
— minimum : min A vérifie {

— borne supérieure : supA vérifie { avec M 4 I'ensemble

des majorants de A
Vte A,infA <t
VB € my, <infA

— borne inférieure : inf A vérifie { avec m4 ’ensemble des

minorants de A
Toute partie finie d’un ensemble totalement ordonnée admet un maximum et un mi-
nimum. La démonstration de I'unicité du maximum/minimum et borne supérieur et
inférieur se fait en prenant deux candidats et montrant leur égalité.

Fonction monotone : soit (F, <) et (F, <) deux ensembles ordonnés et f : F — F
On a les définitions suivantes :

— f croissante < V(a, b) € B> a < b= f(a) < f()

— f décroissante < V(a, b) € E?a < b= f(b) < f(a)

— f strictement monotone < V(a, b) € E*> a # b= f(a) # f(b)
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On a de plus U'implication f strictement monotone = f injective. (démonstration par
contraposée)

8 Groupes, anneaux, corps

Une opération interne a un ensemble E est une fonction * : £ x E — E. On note

a* b et non *(b, a). On note (E, ) 'ensemble £ muni de la relation .
Ex : (N7 +)7 (Z7 X)7 (AA7 0)7 (MQ(R)7 X)

8.1 Groupes

Associativité : soit (F, %) un ensemble muni d’une opération interne, on dit que
est associative lorsque :

V(a, b, c) € E* (axb)xc=ax* (bx*c)

Si * est associative, on peut définir e; * eg * ... x ¢, en mettant les parenthéses ol
I'on souhaite et " = ¢ x e x ... * ¢, I'itérée n-iéme. (On peut appliquer les opérations

§
n fois
usuelles sur les puissances), en faisant attention & la commutativité, on peut noter

I %=

€1 ¥ €Cok...k€y =
?

€

Elément neutre : (F, %) admet un unique élément neutre e si ce dernier vérifie Va €

rxe==wx : . :
E { ok — (démonstration de I'unicité habituelle). Pour tout élément x de F, on

définit 2° = e

Inversibilité : on dit qu’un élément x est inversible ou symétrisable lorsque qu’il vérifie
TxYy—e
Jy € E { y

yxxr—=e
unique.
On note I 'ensemble des inversibles. On a alors :

. On appelle alors y l'inverse de  noté x~'. Cet inverse est

e ccl (el=e¢) e vcl=ua'tcl ((zH =0
e (z,y)el=awxycl ((xxy) =y sz

Définition : un groupe est un ensemble muni d’une relation interne associative qui
posséde un point fixe et dont tous les éléments sont inversibles.

Exemples de groupes : (Z, +), (C, +), (Q*, x) (R*, x), (< (A), o) sont des groupes
commutatifs (sauf le dernier)
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Groupes a partir d’autres groupes : soit (G, %) un groupe, on munit % (I, G) de

~ - I - G ~
I'opération * suivante : fxg = . L’ensemble (F (I, G), *) est
b o= {0 2 G (F(1. G). %)
alors un groupe.
De méme, si (Gy, *) et (G, ©) sont des groupes, alors G; X G muni de l'opération
interne t définie par (a, b) t (¢, d) = (a * ¢, bo d) est un groupe.

A chaque fois montrer que c’est une opération interne vérifiant les axiomes du groupe.

8.2 Morphismes de groupe et sous-groupes

Morphisme : soit (G7, *) et (Go, ©) deux groupes, un morphisme de G vers G est
une fonction ¢ vérifiant :

VY(a, b) € G, ¢(a*b) = ¢(a) o p(b)

— Si (G, %) = (G, ©), alors ¢ est un endomorphisme
— Si @ est bijective, c¢’est un isomorphisme
—  est un automorphisme si elle est un endomorphisme bijectif

Morphismes et groupes : soit GGy, G, G3 trois groupes, ¢ : G = Gy et ¢ : Go — G
deux morphismes, alors 1 o ¢ est un morphisme de G; vers Gj.

Si f: G1 — Go est un isomorphisme, alors =1 : G5 — G4 en est un isomorphisme.
Si ¢ est un morphisme, alors p(eqg,) = eg,, p(z™1) = (p(x))~! (de méme avec
litérée n-iéme en général). Démonstrations en vérifiant les axiomes.

Noyau et image : on définit le noyau et I'image d’un morphisme ¢ : G; — G5 par :

— noyau : Ker(¢) {g € G1/ ¢(9) = e, } = v~ '({ec.})
— image : Im(p) {¢(9), 9 € G1} = p(G1)
On a léquivalence ¢ injective < Ker(y¢) = {eq,}

Sous-groupe : Soit (G, -) un groupe, on dit que H est un sous-groupe de G lorsque :

e HCG e V(a,b)cH a-be H
e ec€EH o VxecH xz'eH

(H, -) est alors un groupe

Morphismes et sous-groupes : soit G et G' deux groupes, de sous-groupes H et H’,
soit ¢ : G — G’ un morphisme, alors :

— ¢(H) est un sous-groupe de G’ (en particulier Im(¢) = ¢(G))

— @ 1(H’) est un sous-groupe de G (en particulier Ker(p) = ¢ 1({ea}))
Démo en vérifiant les axiomes d’un sous-groupe
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Nouveaux sous-groupes : soit G un groupe, I un ensemble et (H;);c; une famille de

sous-groupes de G, alors n H; est un sous groupe.
icl
Soit B C G, on pose & = {sous-groupe de G contenant B} alors on appelle sous-

groupe engendré par B le plus petit sous-groupe contenant B noté Gr(B) = n H
Heg

8.3 Anneaux et corps

Anneau : un ensemble A muni de deux opérations internes notés + et x est un
anneau sl :

— (A, +) est un groupe commutatif — V(a,b,c,d) € G*, (a+b) x (c+d) =
— X est associative ac + ad + bec + bd
— X admet un élément neutre

Les éléments neutres sont notés 04 pour + et 14 pour X

Ensemble des unités :  soit (A, 4+, X) un anneau, on définit son ensemble des unités
comme I’ensemble des inversibles de X :

U(a):{teA/3a€A<txa1A }

axXt=1y

Cet ensemble est un groupe
Corps : un corps est un anneau commutatif K tel que 1x # Ox et U(K) = K\ {0k}

Calcul algébrique sur les anneaux : on a les propriétés :

° (—IA)X(—lA):lA L \V/.%'EA,\V/TLGZ,(TL~1A)X$:7%'$
o Vee AVneZ,(—x)" = (—1)"2" o Ve A Oy xax=xx04=04
o V(z,y) € AQ,V(n,p) €Z,(n-x)x (p-y) = (np) (v xy)

Démonstration a l'aide de m,, :

)

(A = (A4 [ A = (A1)
t = zxt ° t = txz
montrer que ce sont des morphismes puis appliquer les propriétés (m,(n-t) = n-m.(t))
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Développements :  On peut redémontrer les formules de développement bien connues :

() (B e

k=1 1<k<n
I<isp
o H(ak + by) = Z Hai H bj (si x commute)
k=0 JeZ[1,n] \ieJ je[1,n]\J
o (a+b)= Z < Z > a"pFF (si ab = ba)
k=0
n—1 n—1
o (a—0b)Y (A" 7F)=a"—b" = Z(akbn_l_k)(a —b) (si ab = ba)
k=0 k=0

Sous-anneaux et sous-corps : soit (A, +, X) un anneau et (K, 4+, X) un corps.

B est un sous-anneau si : L est un sous-corps si :

— {04, 14} CBCA — L est un sous-anneau

—V(z,y) €B*:2+y€B etaxye —VreLaz#0gx=a21€l
B et —xe€B

8.4 Zoologie des petits groupes

Eléments Exemple Cas général Isomorphisme commutatif
A— G .

1 A= ({1}, x) G = ({e}, ") { g o 1 toujours

2 A= (L1}, | G=(fe.a}.) s toujours
a— —1
A—=G

3 A= (Us, x) G = ({e, a, b}, -) el toujours
b j?

4 A= (Uy, x) Seul a? = e (faire la table) oui

4 A= (Uy x Uy, x) tout 2 = e idem oui

5 (premier) A= (Us, x) G=({e,a,b,c,d}, ) | G= {ak,k € [0, #G — 1]]} oul

6 (Us, x) commute, comme (U, x Uz, x), mais pas (A1 31, 0)

TABLE 2 — Zoologie des petits groupes

9 Arithmétique

9.1 Axiomes de N et construction de Z
Axiomes : on note (N, <) ensemble ordonné qui est :

— Non majoré
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— toute partie non-vide admet un minimum
— toute partie non-vide majorée admet un maximum

On note 0 = min(N), 1 = min(N\ {0}), ..., n+1=min(N\ [0, n])

Définition de Z : c’est le plus petit groupe contenant N. Toute partie non-vide de Z
qui admet un maximum /minimum et majorée/minorée.

THEOREME DE LA DIVISION EUCLIDIENNE : soit (a, b) € Z x N* il existe un
a=bqg+r

o<r<b De plus, on montre facilement que

unique couple (q, r) € Z* tel que : {

q:

S e

Unicité : prendre (q,7) et (¢/,7"), ona (¢ —¢)o=r—1"...

Existence : F = {a qb, a—qb>0

admet un minimum r qui vérifie 0 < r < b.

} est non vide (contient a ou a — ab), et donc

Raisonnement par récurrence : Les trois implications suivantes permettent de démon-
trer une propriété P(n) dépendant de n par récurrence :
P(0) vraie

Vn e N, P(n) = P(n+1)

( P(0) vraie

A deux pas : { P(1)vraie =Vn € N, P(n) vraie
L Vn e N, P(n)et P(n+1)= P(n+2)

( P(0) vraie

Classique : { =Vn € N, P(n) vraie

P(0)
VnEN,{; = P(n+1)

P(n)

Forte : =Vn € N, P(n) vraie

7\

\
Démonstration par 'absurde : supposer un rang ou P(n) est faux, considérer le mini-
mum de I'ensemble {n € N, P(n) faux}, ce n’est pas 0, et le rang précédent est vrai...

DECOMPOSITION EN BASE b : soit n un entier non-nul et b > 2. Il existe une unique
liste (¢, ..., ¢g) € [0, b—1]" avec a € N et ¢, # 0 telle que :
a
n = z cb®  on notera n = CaCa—1 - - - ey’
k=0

Existence par récurrence forte, initialisation pour tout n € [0, b — 1], puis faire la
division euclidienne n = bg + r, comme b < n, il se décompose et r déja compris entre
Oetb—1.

Unicité : il existe un unique a tel que b* < n < b**L. On effectue la division euclidienne
n = qb® + r, q est le chiffre ¢, réeffectuer la méme opération avec le reste...
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Sous-groupes de (Z, +) : pour tout a € Z, aZ = {ak, k € Z} est un sous-groupe de
(Z, +) et tout sous-groupe H peut s’écrire sous la forme aZ.

Démonstration en utilisant Im(h — ah) pour la premiére et a = min(H NN*) (existant
si H # {0}), puis une double inclusion pour la seconde (pour z € H,on ax = qa +r
et par minimalité r forcément nul)

9.2 Nombres premiers et valuation p-adique

Notations : soit n un entier, D% (n) 'ensemble de ces diviseurs positifs. n est premier
si et seulement si n > 2 et DT(n) = {1, n}. On note P l'ensemble des nombres
premiers. Si a divise b on notera a | b.
Lemme d’Euclide : pour tout p € P, et (a, b) € Z,

plab=p|laoup|b

Démonstration intermédiaire : on pose 6 = min {k € N*, ak € pN*}, § existe et § < p,

Montons que § = p : Il existe ¢ tel que pc = ad (1)
a c — 0<
2 = 2 On effectue les divisions euclidiennes : { ¢~ #€+ 71 (0sm<c) (2)
p 0 p=q0+1ry (013 <9)
D’apres (1) et (2 4] = q1¢0 o
preés (1) et (2),  qued + e = qicd + 1
<dc <dc
. .5 .. . c a
C’est une division euclidienne par dc, par unicité roc = 16 i.e. — = 5T
1 p

On a ary = pry, si g # 0, alors ro € {k € N*, ak € pN*} donc ry > 4, ce qui est
absurde : 79 = 0, donc p = g0 + 0, ce qui donne 6 € D¥(p). Or D (p) = {1, p} et
1 ¢ {ke N akepN*}doncd=p

Démonstration : Cas p | a immédiat, si p } a, il existe ¢ tel que ab = pc ou % =7, on

c=qa+r3 (0<1r3<a)
b=qp+rs (0<ry<p)
Siry # 0 alors ry > 6 = p ce qui est absurde donc 74, = 0, b = q4p on a bien p | b

refait une division euclidienne { pour trouver ary = prs.

CONSTRUCTION DE v, : soit (n, p) € N x P on note £, = {o € N/ p* | n}. E, est
non vide (contient 0) et majoré (récurrence p"™! >n + 1 et p* | n = p* < n) donc il
admet un maximum. On définit la valuation p-adique :

L[N SN
Pl n —» max{a € N/ p* | n}

Cette fonction vérifie les propriétés :

o {aeN/p*|n}=1]0,v,(n)] o p*|nea<uv(n) v, <v(n)
o vy(a X b)=wvp(a)+ vp(b)
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Démonstration du point 3 : on sait que p”@ | a donc p*@+=®) | b donc v,(a) +
v,(b) < vy(ab), supposons v,(a) + v,(b) < v,(ab), alors pr@p*®p | ab.

Or a = p»@a’ donc p»@pr®p | prr@a/pr® soit p | o' donc d’aprés le lemme
d’Euclide p | @ ou p | b, ce qui est absurde par minimalité de v,(a)

Premier facteur premier : soit n un entier, [ = min D% (n) \ {1} est premier. Exis-
tence facile, premier par minimalité (les diviseurs de [ divisent n).

DECOMPOSITION EN FACTEURS PREMIERS : pour tout entier n non nul, on note
I, ={p € P/ vy(n) > 0} un ensemble fini et

n= ] = I p™

pel, pEP

Démonstration par récurrence forte : initialisation en 1 et 2, puis hérédité en exploitant
n = la avec [ premier, on applique H.R. sur a, on a n = (%(®)+1 Hpep\{l} p*@ de plus
comme vy(n) = vy(a) + vy(l) on a vy(n) = vy(a) et vy(n) =v(a) +1

Décomposition et divisibilité : a ‘ b VpeP, vp(a) < vp(b)

9.3 PGCD et PPCM

PGCD : soit (a, b) € Z*, on définit

_ | max(D*(@) N D*(b)) si(a, b) # (0, 0)
pged(a, b) =anb=1, si (a, b) = (0, 0)
Si (a, b) € Z* alors a AN b € N* et

alNb= Hpmin{”p(‘ab’”p“b')} car Vp € P, vy(a Ab) = min{v,(|al), v,(]b])}
peP

Démontrer 'existence du max, puis la décomposition par double inégalité en utilisa-
tion la propriété de divisibilité et des valuations p-adiques. Le pged vérifie les propriétés
pour (a, b, ¢, d) € Z*

e aNb=DbAa (commutatif) e OAD=|b
o aN(bAc)=(aAb)Ac (associatif) e daNdb=|d|l(aNDb)

Démonstration en dissociant les cas ou 'un des termes est nul et en utilisant les
valuations sinon
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Généralisation :  soit k > 2 et (a1, ..., ap) € ZF on peut définir a; A...Aay et on a :
— uyAN...Nap=0 & Vie[l, k], a;=0
—sia; #0, v(a1 A ANag) =min{ay, ..., ai}

— a1 A ... A ap = max <ﬂi€[[17k]] D+(ai)>
Démonstration 1 par récurrence pour = et par contraposée et commutativité pour <
du (1), par récurrence pour le (2) et par double inégalité pour (3)

Diviseur du PGCD : soit b € Z, k > 2 et (ay, ..., a;) € ZF, on a I'équivalence :

k k
bl =\ ai & D) =[]D(a)

1=1

Démonstration = par double inclusion, ATTENTION aux valeurs absolues et cas = 0!

PPCM : soit (a, b) € Z?, on définit :

ppem(a, b) =a Vb= sia=00ub=0

min(aZ NbZNN*) siab#0
0
Si (a, b) € Z* alors a V b € N* et

a \/ b — HpmaX{'Upﬂa')»qubD} car \v/p - P’ ’(}p(a \/ b) — Imax {Up(‘a/|), Up(lb‘)}
peP

On a des propriétés semblables au PGCD (commutativité, associativité, généralisation
a k éléments, produit) qui se démontre de maniére similaire, notamment :
k

k
\u|:\/ai & ,uZ:ﬂaiZ N N* et (a Ab)(aVb)=|abl

1=1 1=1

Nombres premiers entre eux : (ap, ..., a;) sont premiers entre eux
— dans leur ensemble si /\f:O arp =1
— deux a deux si V(i, j) € [1, k]*,i # j = a; Aay = 1.
(ay, ..., a;) sont premiers entre eux < (\1_, D*(a;) C {1}
e VpeP,Fie|l, k], vp(a;)) =0

a | be

aNb=1 = alc

LEMME DE GAUSS : soit (a, b, ¢) € Z? on a : {

Démo : étudier les cas ou I'un des nombres est nul, puis poser p € P employer v,(|a|) =
0 ou v,(|b]) = 0 pour monter a | ¢
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Diviseurs premiers distincts : soit (ay, ..., a;) € Z* des nombres premiers deux-a-
deux distincts et b € Z, on a (démo employant les valuations p-adiques) :

k
\V/ie[[l, k]],az|b = HCLZ'

1=1

Formulaire : so0it (a,b,ay,...,a;) € ZF+2,

e aANb=1=aVb=]|ab| e aNb=1=a" AP

=1
k
o a/\b#O:>< 7\[)/\(@?\[)):1 o Vzaz/\b—1:><H ) —

a
e q; premier deux-a-deux = >/1 a; = H la;| o §= /\1 ay, alors E =1

Toute se démontrent a l'aide des Valuatlons p-adiques (cas = 0 et \a|)

PGCD et modulo : on démontre par double divisibilité (tout x divisant a et b divise
aAb)queV(a, b, \) €Z} (Ab+a)Ab=aAb

ALGORITHME D’EUCLIDE : soit a € Z et b € N*

Algorithme : On définit la suite (r,)nen par :
def (a, b): o =a
while b > 0: r =0
a, b=>b, b¥% a Vn > 2.1, = 0sir,_1=0 |
return a mod(7ry,—1, 7p)sinon

On a alors : N = min{n > 1/ r, = 0} existe et, pour tout n € [1, n],a A b =
Tn_1 A Ty, en particulier @ A b = ry_1 et il existe (u,,v,) € 72, r, = au, + bu,,
notamment 3(u,v) € Z%,au +bv =a A b

Démonstration de 'existence par ’absurde, supposer qu’il n’existe pas et montrer
qu’on obtient un reste négatif. La conservation du PGCD en montrant que (r, A
Tn_l)ne[[l’ N] est constante et I’existence par récurrence.

L’algorithme étendu permet de trouver (u, v) € Z* tels que au + bv = a A'b
en initialisant u, v, w, x = 1, 0, 0, 1 puis a chaque itération en réaffectant les
variables u, v, w, x = w, x, u-w¥a//b, v-x*a//b

Caractérisation du PGCD : soit (a, b) € Z? et d € Z on a les équivalences :
d| =anb<s {au+by, (u, v) € Z°} =dZ

dlaetd]|b
(u, v) € Z?,au+bv = d
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Ces équivalences sont généralisables pour un PGCD entre k-nombres. Le théoréme de
Bézout et un cas particulier de la derniére.
Les démonstrations se font en utilisant |d| = a A b < D(d) = D(a) N D(b)

9.4 Congruences, infinité de P et autres

On dit que @ = b [n] lorsque n | (a — b) donc qu'il existe A € Z,a = b+ An. Si a
et b sont congrus modulo n alors :

e Na=Mn] e d’=V[n] e atc=b+d[n] e ac=bd[n]

Utiliser I'identité de Bernoulli pour les puissances et introduire +bc—bc pour le produit

PETIT THEOREME DE FERMAT : soit p € P et n € Z,

n? = n [p] etsip Jf n, n? =1

n—1
Démonstration par récurrence : n” = (n—1)+1)? = (n—1)? Z ( Z ) (n—1)F 41,
k=1

ona(n—174+1=n/p| etonmontrequecommek;!(i) =plp—1)...(p+1—k)

passage a v, pour montrer que p | ( Z )

Infinité de P : elle se démontre par 'absurde (qui divise [[p + 1) ou a partir de la
suite de Fermat F,, = 22" 4+ 1 de nombre tous premiers entre eux.
Forme irréductible d’un rationnel : soit x € Q, il existe un unique couple (a, b) €

a
7, x N* telquexZEeta/\bzl

L’unicité se fait en montrant I’égalité de deux dénominateurs, ’existence en partant
de la définition d'un rationnel puis divisant par le PGCD.

Points (z, y) entiers sur une droite : ax + by = ¢ passe par des couples d’entiers si et
seulement si ¢ € (a A b)Z, résolution en trouvant une solution particuliére puis Gauss
dans I’équation sans second membre.

10 Ensembles finis

10.1 Ensembles finis
Lemme des tiroirs : Vn € N* Vf:[1, n] — [1, n— 1], f non injective
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Démonstration par récurrence : aucune injection de {1} — ) puis au rang n, si

n n’admet pas d’antécédent, restreindre et corestreindre pour se ramener a 'HR, si-
. e | [1,n—1]

non supposer f injective, et a 'antécédent de n, poser f| [, n1]\{a} et montrer une
contradiction avec I’hypothése de récurrence

Soit Vf : [1, o] — [1, B], cette propriété permet de montrer les implications :

— f injective = a < b

— f surjective = a > b

— f bijective = a =10

ENSEMBLES FINIS : un ensemble F est fini s’il existe n € Net ¢ : [1, n] — FE tel
que ¢ soit bijective
Un tel n est unique, on dit que c’est le cardinal de E (noté #E ou card(E))

On peut aussi démontrer que deux ensembles finis en bijection ont le méme cardinal.

Partie d’un ensemble fini : soit E non vide, alors de € E et #(F \ {e}) = #EF — 1
(construire la bijection) et, plus généralement,

A est un ensemble fini
Va € P(E),| #A < #E
AGE & #A<H#E

Fonctions et ensembles finis : on a les implications, pour f: A — B,

B fini et #B < #A

#B = #A < f bijective
A fini et #A < #B

#A = #DB & [ bijective

— #A = #B, alors f injective & f bijective < f surjective

Démonstration en (co)restreignant pour trouver une bijection d’'une partie de A vers
une partie de B

— f surjective et A fini = {

— f injective et B fini = {

10.2 Un peu de dénombrement

Réunion d’ensemble finis : soit / un ensemble d’index finis et (E;);e; une famille
d’ensembles finis disjoints deux-a-deux. On a :

UE fini et 7 (U E) - Z(#Ei)

La propriété est similaire pour des ensembles non disjoints, mais on majore seulement

le cardinal (#(AU B) = #A+ #B —#(ANB))
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Démonstration par récurrence, initialisation & partir des bijections ¢y : [1, #A] —

[1, #A+ #B] — AUB
©1(t) sit < #A
Pt — #A) sit>H#A+1
bijective puis conclure. Procéder de méme pour I'hérédité. Pour les groupes non-
distincets : AUB = (ANB)U(ANB)U (AN B)

Aet o : [1, #B] — B, construire f : ; =

Produit cartésien : s0it (E;);cp1, ) une famille d’ensembles finis, alors £y x ... x B,
est fini et de cardinal [[;_;(#Ex)
Démo par récurrence, en utilisant A x B =J,.,({a} x B)

Ensemble des fonctions : soit A et B finis, alors B4 est fini et # (BA) = (#B)"4.
Démonstration en posant n = #A, et ¢ : [1, n] — A bijective, puis en posant G :

BA — B B v B4
{ foe (fle(1), ..., fle(n)) (b, b)) {A —~ B

a +— b(p—l(a)

bijective, G~ :

Listes disjointes d’un ensemble : soit F fini de cardinal n, soit p € N. on pose A =

{(e1, ..., ey) € EP/ (€1, ..., ep) disjoint 2 & 2}. Ona Afiniet #4 = n(n—1)...(n—
p+1)

La démonstration se fait par récurrence sur p, initialisation a p = 0, A = {()}, puis
héredité en posant A =J, :cp,l)eﬁ{(xlﬂ o Xpo1,e),e € EN\{s1, ..., xp_1}} puis

employant 'HR sur A et I'union finie disjointe d’ensemble finis

Injections d’un ensemble fini : soit Inj(E, F') 'ensemble des injections de F vers F,
Inj(E, F) est fini et #Inj(E, F)=n(n—1)...(n —p+1)

Démonstration en mettant les bijections en lien avec les # E-listes de F' et employant
le résultat précédent

Parties d’un ensemble : soit E fini de cardinal n et Z(E) 'ensemble des parties de

—-1)...(n—p—+1
E de cardinal p. On a #%(F) = n(n — 1) '(n p+1) = ( Z >
p!
il pl, E) - #(E)
i = {e1), ..., v(p)}
sant A € P (E) et calculant G~ ({A}), qui correspond & Inj([1, p], A). Donc comme
Inj([1, pl, E) = Usen ) G~1({A}), on utilise la réunion finie d’ensemble finis dis-

joints pour trouver le cardinal de I’ensemble d’index

Démonstration en posant G : { , puis en po-

Cela permet également de montrer que #(F) = 2" avec le binome de Newton
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11 Autour des réels

11.1 Bornes supérieure et inférieure dans R

Axiome : toute partie non-vide majorée de R admet une borne sup. Cela permet de
démontrer que toute partie non-vide minorée de R admet une borne inf, en prenant
pour candidat sup m4, on a bien Vo € my, sup my > x et comme Vit € A,Vx €
ma,t > x t majore my, donc t > sup my.

Intervalles : soit [ € Z(R), I est un intervalle de R si et seulement si V(x, y) €
Pz<y=[r,yl el

On peut alors classifier les intervalles en 4 catégories :

— non-majoré et non-minoré : R

— majoré et non minoré : | — oo, ] ou | — oo, [

— non-majoré et minoré : [a, +o0ol ou Ja, +00]

— majoré et minoré : ) ou {a} ou [a, ] avec bornes ouvertes ou fermées
Démonstration par étude de cas et en montrant que | — oo, S[C I C] — oo, f]

11.2 Fonction partie entiére

Définition : soit z € R, et £, = {p € Z/ p < x}, on note alors || = min E,

Démonstration de l'existence par dissociation de cas : E, non-vide si x > 0, alors
on montre que sup F, est entier par 'absurde (sinon deux entiers entre sup £, — % et
sup ), puis si E, <0, alors |[—x| — 1 < z...

Caractéristiques : soit p € Z, on a les propriétés :
p=lz]ep<r<p+l [z +p| = [z] +p

Sr—1<p<Lr

Approximation décimale : so0it ¢ € R, on peut encadrer ¢ par :

10"t 10"t 1
[Lome] _, _ L107t) +
10™ 10™

a 107" prés

Densité dans R :  On dit qu'un ensemble A € Z(R) est dense dans R si, pour tout
a < bréel, Jxr € A, x €]a, b]. Notamment, Q, D et R\ Q sont denses.

Démonstration de la densité de Q en posant [«, 5] Cla,b| puis multipliant par
k € N*, k(B — a) > 1 pour trouver un entier p = [3]. £ €]a, b[. Pour les irrationnels,
utiliser le fait qu’il y ait un rationnel dans Ja 4+ v/2,b + /2]
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12 Suites numériques

12.1 Suites convergentes

CONVERGENCE VERS / : on dit que (z,),eny € K converge vers £ € K lorsque
Ve >0, Ing €N, Vn > nyg, |z, — £ <e

On note alors (z,)peny — £ ou z,, ——— |
n — +00

On dit que (z,,) converge s’il existe un tel ¢. La limite est unique

Convergence vers 0 : S0it («rn)nEN ceKNet/eK. Ona

iy ————l & (g t) ———0 & |z =l —— 0

n — 400 n — 400 n — 400

- 0 = Ty~ 0  (démo epsilonesque)

ENCADREMENT : {

Combinaison linéaire de suite : soit (z,) et (y,) deux suites de KN et (\, u) € K2
On a alors (démonstration epsilonesque) :

n L
{g ))::L’ = Az, + py,) —> AL + pL’

Suites associées : soit (2,) € CV, (2,,) converge < (Re(z,)) et (Im(z,)) convergent.
Si (z,) converge alors on a (démonstration par encadrement)
e (Z,) converge et limz, = lim z, e (Re(z,)) converge et lim Re(z,) = Re(lim z,,)

e (|z,]) converge et lim |z,| = [limz,| e (Im(z,)) converge et limIm(z,) = Im(lim z,)

Convergence et parité : soit (x,) € KN, (z,) converge < (w9)pen et (Tap11)pen
convergent vers la méme limite (démonstration par epsilon)

CARACTERISATION SEQUENTIELLE : soit A € Z(R)\ {0} et A e R :
A majore A

I(xn)nen € ANz, m

si A majorée alors : A =sup A <&

A minore A
3(n)nen € AN, T, — A

n — 400

si A minorée alors : A =inf A <« {

Démo par double implication. = construire la suite a partir du x,, existant vérifiant

AZ>x, > ﬁ. < montrer que A est le meilleur majorant par ’absurde.
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Limite et densité : soit A C R, on a I’équivalence :

A est dense dans R < Vz € R,3(ay,) € AN, a, > @

[ﬂA, = trouver I’élément

Démonstration : = construire la suite «,, € }x — L , T+ 18,@

10

de AN]a, b| & partir de la suite convergeant vers “TH’

Convergence en 0 : s0it (,,) une suite qui tend vers 0 en (y,) une suite bornée. On
a alors (z, X y,) —— 0

n— oo
Démonstration par epsilon : |y,| < M, donc |z,y,| < eM

Convergence et bornes : une suite (z,,) convergente vers Lest bornée, si sa limite

(z) # 0,3ny € N,Vn = ny, |z, = 5 |L|

Démonstration : |x,| = |(x, — L) + L| < e+|L|, soit M = max {|xo|, ..., |zn_1|, € +|L]|},
c’est un majorant de (z,,) De plus, si L # 0, alors on peut prendre € = 1 |L] et donc

il existe ng € N,Vn = ng, |,| > |L| — |z, — L| = 5 |L|

Produit et quotient : soit (x,) — L et (y,) — L', on a :

(znyn) — LL’ (%) —_ %
Démo : pour le produit, considérer |r,y, — LL'| = |r,y, + x, L' — x, L/ — LL'| =
2l — L) + L, — L)
Pour le quotient, on a yin — % = ’%

Limites connues : on a notamment (z") converge si |z| < 1 ou z = 1.
Démonstration en minorant |[z|" = ((|z] — 1) + 1)" > 1+ n(]z| — 1) pour le cas
2| > 1, en minorant de méme || si [z < 1 et en raisonnant pas CN CS'si 2] = 1

12.2 Suites réelles convergentes

SUITES MONOTONES : soit (z,,) € RN, on a :

(x,) croissante ou décroissante (x,) converge
(x,) majorée ou minorée & partir de ny Vn = ng, x, < lim(z,) ou x, > lim(x,)

Démonstration : prendre L = sup {z,,n € N}, cet borne existe et pour ¢ > 0, L — ¢
ne majore pas l’ensemble, donc il existe n € N, |x,, — L| < &, or (x,,) est croissante...

SUITES ADJACENTES : soit ((2,), (ya)) € (RN)Q, on a:

(x,) décroissante et (y,) croissante N () et (y,) convergent
(Tn —yn) — 0 lim(z,) = lim(y,)
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On montre d’abord que x,, —y, > 0 car elle est décroissante (T, 11— Yn+1—Tn+yn) < 0,
donconaxy > x, = y, = Yo, ce qui permet de montrer leur convergence. Pour 1’égalité

on a (zn) = (Tn — Yn) + (Yn)--.

THEOREME D’ENCADREMENT : soit ((z,), (yn), (2n)) € (]RN)3, on a :

() et (z,) convergent _ { () converge

lim(z,,) = lim(z,) lim(y,) = lim(z,,) = lim(z,)

dng € N,Vn > ng, x, < yp < 2,

Démonstration : on a 0 < (y, — ) < (2, — yn) done (y, — x,) — 0 or (y,) =
(Yn — @p) + (zn)

Limite et intervalle : soit (x,) — L, et (a, b) € Ra < L < b, il existe alors
no € N,Vn = ng, x, €]a, b[. Démonstration par epsilon immédiate

Limites et comparaison : soit (x,) — L et (y,) — L’. On suppose qu’a partir d'un
rang ng, T = Yn, alors L > L'

Démonstration par I'absurde, si L' > L, il existe un z,, < L + 5 |L' — L| et yy, >
L — % |L' — LI, donc Ymax(ny, ns) > Tmax(n1, ny)

12.3 De l'ordre dans le chaos

Extraction : une fonction ¢ : N — N est une extraction si elle est strictement crois-
sante. Soit (z,) une suite, on peut définir la suite extraite (y,)pen = (Ty(p))pen. Si
(xn) = L alors (y,) — L

THEOREME DE BOLZANO-WEIERSTRASS : soit (z,) € KN une suite bornée. Il
existe L € K et ¢ € Z (N, N) une extraction telle que (24, (p))pen — L

Dans le cas réel construire les suites (a,,) et (b,) avec ag un minorant et by un majorant,
puis ¢, = % Ona EF = {neN/a, <z, <b,} infini donc 'un des ensembles
{neN/a, <z, <c,}ou{neN/¢, <z, <b,} 'est également, définir les termes
du rang n + 1 comme ceux encadrant 'ensemble infini. Les suites (a,,) et (b,) ainsi
construites sont adjacentes. Construire une extraction a partir de min £ a chaque rang,
puis montrer la convergence de la suite extraite par encadrement entre (a,) et (b,).
Dans le cas complexe, séparer les suites (Re(z,)) et (Im(z,,))

Divergence : si (z,) admet deux telles valeurs d’adhérence distinctes, alors (z,,) di-
verge
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12.4 Suites définies par récurrence

Suite arithmétiquo-géométrique : soit (a,b) € K? et () € KN une suite vérifiant :
Vn €N, x, 1 =ax,+0b,sia#1,alors x,, = ﬁ + a” (azo — ﬁ) Démonstration
en posant z = 1, on a z = az + b donc (v,41 — 2) = a(w, — 2)...
Suites linéaires du second ordre : soit (a,b) € K et (z,) € KN une suite vérifiant
Vn € N, 2,9 = aZy41+bx,. On définit équation caractéristique (E,) par 22 = az+0.
Cas 1 : deux solutions r; et ro, alors il existe (a, 3) € K2 tel que pour tout
neN,x, =ar! + 0ry
Cas 2 : une solution double r, alors il existe (o, 8) € K? tel que pour tout n €
N, xz, = ar™ + Bnr"
Cas 3 : aucune solution (suite réelle), et solution complexe de la forme pe? alors
il existe (o, B)BK? tel que Vn € N, z,, = ap™ cos(nd) + Bp™ sin(nh)
Démonstration : considérer A un racine non nulle, et p autre racine, et (y,,) = (%)7
on a Ynp4+2 = Yn+1 + %(ynﬂ — Yn), donc (Yns1 — Yn est géométrique. En sommant les

termes on trouve y, — Yo = (Y1 —Yo) Y pon — 1 (%)k, dissocier lescas A = pet A # p

Récurrence de la forme u, 1 = f(u,) : il faut impérativement vérifier la bonne défi-
nition en trouvant une partie A C R vérifiant ug € A et f(A) C A. Pour déterminer
les propriétés vérifiées par la suite, faire un dessin.

12.5 Divergence vers oo

DEFINITION : soit (z,,) € RY, on dit que :
— (x,) — +oo lorsque VA €R, dng e N, Vn>mny, z,> A
— (z,) — —oco lorsque VB € R, dng €N, Vn >ng, z,<B
On notera R I'ensemble R U {—o00, +o0}

Monotonie : Une suite croissante et non-majorée ou décroissante et non-minorée tend
respectivement vers 400 ou —oo. Démonstration assez immédiate

Croissance comparée : soit (x,,) et (y,) deux suites, on a les implications :

= (yn) — —0

{ () — 00 = () — +00

() — — 4+ 00
Tn < Yn

Ty 2 Un

Démonstration epsilonesque

Equivalent de Bolzano-Weierstrass : soit (xn) c RN,

— () non majorée = Jdp € #(N,N) une extraction, (xw(p))pe;a — +00
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— (x) non minorée = Jp € . (N,N) une extraction, (xgp(p))pep — —0

Construire I'extraction par récurrence vérifiant p(n + 1) > o(n) et zy441) > n+ 1

Opération | +oo+ (r € Rou +00) | —oo+ (€ Rou —o0) | +00 x (z € R} ou + 00)
Limite +00 —00 +oo
Opération | —oo X (z € R* ou — o0) —1 x (400) %o
Limite +00 —00 0+
Formes 0 x oo = 00 — 00
indéterminés 1°° % 0°

TABLE 3 — Théorémes d’opération sur les limites

13 Espaces vectoriels

13.1 Espaces vectoriels et opérations

DEFINITION : un ensemble (E, +, -) est un K-espace vectoriel si :
1. (E, +) est un groupe commutatif
2. - est une fonction de K x E — E vérifiant :
(a) VO, p, 2) EKEX E, A+ p) -2 =X-o+pu-x
D) VN, 2, y) e KX E2 N - (x+y)=A-z+ Xy
() VN, i, 1) EREX E XN (p-2) = (A xp) o
)V

Les éléments de E sont alors appelés vecteurs, ceux de F' scalaires, et on nomme
vecteur nul I'élément Og.

Exemples : Les ensembles suivants sont des K-espaces vectoriels : En particulier,
(K, +, x) est un K-espace vectoriel et tout C-espace vectoriel est un R-espace vectoriel
Démonstration en vérifiant les axiomes.

Ensemble Loi + Fonction - Vecteur Nul
T Y1 1+ T ATy 0
K™ : + : = : A : = : :
Tn Yn Tn + Yn T )\xn 0
e u e1+u e A-e Op,
Eyx...xE, _1 N _1 B 1_ ' ). .1 B .1 E
FE; un Kev : : - : : o : :
fj(A’E) :A—>E )\.:A—>E A — F
2 un Kev MEE= o pwrpn (YT aonm [ Lt 0

TABLE 4 — Exemples de K-espaces vectoriels
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Combinaison linéaire : Soit £ un K-espace vectoriel, A un ensemble, et (e;);c4 une
famille de vecteurs. Soit x € E, on dit que x est une combinaison linéaire de (€;);ca
lorsqu'il existe B C A finie et (\;)icp € K& telle que : @ = Z - e;.
1€B

On note Vect ((ei)ie A) ’'ensemble des combinaisons linéaires de (e;);c 4, aussi appelée
espace vectoriels engendré par (e;);ca

Si A =N on a Vect((e;)ien) = Upen Vect((e:)i<p)
Réunion croissante Vect((ei)igp) C Vect((ei)i<p+1)

Si A infini, on peut sommer sur une famille presque vide, i.e une famille dont un
nombre fini d’éléments est non-nul, on note I’ensemble de familles presque vide note

(A4) N
K™, Ainsi on a ¢ : { £ — Vect((ez)ZGA)

bien définie et surjective.
(Ai)iea = Djca i€ )

Opérations usuelles : soit (z, y) € E et (A, pu) € K on a:

e AMxz=0g& A=0ouzxz=0g o —u=(—1g)-x
e A—p)rz=Nxz—p-x e N(z—y=Azx—XAy

e nr=(nlg) x

. . . K—= FE
Démonstration en utilisant les morphismes de groupe ¢; : { b st et w9 :
E — F
e — A-e

13.2 Sous-espaces vectoriels

DEFINITION : soit (E, +, -) un K-espace vectoriel, on dit que F' est un sous-espace
vectoriel de E lorsque :

1. FCFE 3. V(x,y) e F2 o +yeF
2.0g e F 4.V N\, ) e Kx F Az e F

Un tel sous-espace vectoriel (F, +, -) est un K-espace vectoriel

Démonstration en vérifiant que (F, +) est un sous-groupe de (£, +) (inversion), puis
les axiomes de -

Intersection de sous-espaces : soit [, ..., [}, des sous-espaces vectoriels de £. On a
alors (., I est un sous-espace vectoriel de E
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SOMME D’UN NOMBRE FINI DE SOUS-ESPACES : soit Fi, ..., F}, des sous-espaces
vectoriels de . On pose :

p
F1+...+Fp:ZE:{61+...+ep, (61,...,ep)€F1><...><Fp}
=0

Cet ensemble somme est un sous-espace vectoriel de F/, contient tous les ensembles Fj;.

Tout sous-espace vectoriel G contenant tous les ensemble F; contient I’ensemble somme

Démonstration par vérification d’axiome, puis posant x € F; = 0g + ...+ 0g + 2 +
Og + ...+ 0g... la somme est inclus dans G, car G stable par +

Somme directe : on dit que les espaces [y, ..., F), sont en somme directe si ¢ :

F e o o F % E . . . . .
1 X X L est injective. Autrement dit si
(e1y vy €p) = e1+...4¢€p

p p
Ve €Y F, (e, ...,e) EFX...XxFpz=)Y F,
i=1 1=0

P
On note alors F1 @ ... ® [, ou @FZ

i=0
Fy, ..., F, sont en somme directe < V(ey, ..., e,) € F1 X ... x F,,> " e, =0=
(e1, ..., ey) =(0,...,0). = évident, pour le <=, montrer l'injectivité de ¢...
Associativité :  soit Fy, Fh, F3 trois sous espaces vectoriels de E, on a (Fy+ Fy)+ F5 =
Fy + (Fy + F3) = F1 + F> + F3 et 'équivalence

F, @ F, existe

F, & 5 D F5 existe < { (F1 ® F») ® F; existe

On a alors F1 ® Fy, ® Fy = (F1 @ Fy) ® F5. Démonstration de I'associativité immédiate.
Pour <, utiliser la caractérisation en somme nulle.

Intersection : on a F @ G existe < FNG C {0g} < FFNG={0g}
1 = 11 et 11 = 114 facile, utiliser la caractérisation = 0 pour 217 = @

Supplémentaire : on dit que F' et G sont supplémentaires dans £ si K = F & G

Combinaison linéaire : soit A C E un sous-espace vectoriel, on définit Vect(A) =
Vect((a)qea on a Vect((a;)ica) C A est un sous-espace vectoriel de E et A.
C immédiate par stabilité de A par +, puis vérification d’axiomes
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Concaténation : soit F = (eq, ..., ey) et G = (uq, ..., up) deux familles de vecteurs,
on note F VG = (eq, ..., €p, U1, ..., up) la concaténation de deux familles. On a :

Vect(F V G) = Vect(F) + Vect(G)

13.3 Applications linéaires

DEFINITION : soit E et F deux K-espaces vectoriels, et © : E — F. u est une
application si V(z, y, \) € E? x K

u(x 4+ vy) = u(x) + u(y) et u(A-x) = A u(x)

Une application linéaire est appelée isomorphisme si elle est bijective, endomorphisme
si elle est définie de E vers E, et automorphisme si les deux.
On note Z(F, F') 'ensemble des applications linéaires de E vers F, Z(FE) celui des
endomorphismes et GI(F) celui des automorphismes.

O, r) € Z(E, F),idgp e GI(E) et A-idp € Z(E) et GI(E) si A #0

Sous-espaces vectoriels :  soit F et E’ deux K-espaces vectoriels, F' et I’ deux sous-
espaces vectoriels respectifs et u : £ — E’ une fonction linéaire. On a :

— u(0p) = 0p — on pose Im(u) = u(FE)
— u(F) est un s-e v de £’ — on pose Ker(u) = v ({0g})
— uH(F") est uns-e vde E — u injective < Ker(u) = {0g}

Fonction et combinaison linéaire : soit u € L (E, E') et (z;)ie; € ET, on a pour
(N)ier € KU oy (Zid )\ixi) existe et vaut ), ; Aju(z;). On en déduit :

Vect [u((wz)zg)} =u [Vect ((331,)1,61)}

Opérations usuelles : so0it (u, v) € Z(FE, E’)Q, onal-u+p-veZLEFE.
Soit w € L(E',E"), on auow € Z(E, E")?
Soit (ar,as) € L(E,E"?, (by,by) € L(E',E")? on a

(/’Ll'bl+ﬂ2'b2)o()\l'a1+)\2-a2) fr
(H1A1) - (broar) + (puA2) - (br o az) + (u2A1) - (b2 0 ar) + (p2A2) - (b2 0 a2)

Structures algébriques : soit E et E’ deux K-espaces vectoriels.
— (ZL(E,E"), +, -) est un K-espace vectoriel (sev de (E')F)
— (Z(FE), +, o) est 'anneau des endomorphismes de E
— (GI(E), o) est un groupe (sous groupe de (%, o))
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PROJECTEURS ET SYMETRIES : soit F' et G tel que F = F & G, on a alors
Ve € E,zp,xq) € F X G,x = zp + xg. on définit :
E —- F
— 1 ject F 11el tad: ;
e projecteur sur F', parallélement & PRG < v op )
E — FE
T — Tp— g

— la symétrie sur F', parallelement a G': spg : <

Propriétés : les symétries et projecteurs sont des fonction linéaires vérifiant :

® prc+par=Iidg ® Sprg =DPFG — PG,F
* Db =DPra o sho=idg
o Im(prg)=Ker(idg —ppg) = F o Ker(spg—idg) =F

o Ker(spg+idp) =G

Démonstration en employant I'unicité de la décomposition dans F' & G.

DEFINITION ALGEBRIQUE : soit p € Z(FE) tel que p? = p, alors, :

Ker(idE - p) D Ker(p) =F et p= PKer(idg—p), Ker(p)

idg — p est aussi un projecteur associé a p, Im(p) = Ker(idg — p) et po (idg — p) =
(idg —p) op = 02(p).
Soit s € Z(E) tel que s = idg, alors :

Ker(s — ldE) D Ker(s + ldE) =F et S = SKer(s—idg), Ker(s+idg)

Montrer € par intersection incluse dans {0}, puis l'inclusion en décomposant dans F

et GG.

Hyperplan et forme linéaire : une forme linéaire est un élément de .Z(FE, K). Soit
H C E, on dit que H est un hyperplan de E lorsqu’il existe ¢ € Z(F, K) tel que

0 # 0y(p k) et H = Ker(p)

Caractérisation d’un hyperplan : soit H un hyperplan et e € £\ H, on a

H & Vect(e) = E
Réciproquement, s’il existe e € E tel que H @ Vect(e) = E, H est un hyperplan.

Démonstration : employer HNVect(e) C {0}, puisz € E = y+A-e avec A = %,__
Pour la réciproque, construire ¢ : y + A - e — A
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Construction sous contrainte : soit £/ un K-espace vectoriel et Fi, ..., F}, des sous-

p
espaces vectoriels tel que E = @ F;, soit uy, ..., up, € L(F1,E') x ... x Z(F,, £,
i=1

il existe un unique u € L (E, E') tel que Vi € [1, p],Ve € F;,u(e) = u;(e)

Unicité en décomposant = € e dans €BY_; F;, puis exploitant la propriété carac-
téristique. Existence en posant p; le projecteur de F; parallelement a GD§:1 Fj;, puis

J#i
posant u = ( E—=E
r o= )i ui(pi(r))

caractéristique

) , vérifier bonne def et linéarité, puis la propriété

14 Limites et continuité

14.1 Continuité et théoréme globaux

CONTINUITE : soit f: A — R, et a € I, f est continue en a lorsque :
Ve>0,IneR,Vtel, [t—al<n = |f(t) — fla)| <e

f est continue sur A si f est continue en tout point de A.
On note €' (A, R) 'ensemble des fonctions continues de A dans R

Composition :  soit (x,,) € IN une suite et F: I — R, on a :

f continue en /¢

{ @) =) — £(0)

Démonstration par ¢, il existe n > 0 tel que... donc Ing, |z, — ¢| < n

THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES : soit f : I — R continue et (a, b) €
I? tel que f(a) < f(b), alors

Ve elf(a), f(b)[, 3a €] min(a,b), max(a,b)[, f(a) =c

Cas a < b, poser E = {x € I, f(x) < ¢}, et considérant sa borne sup a. f(a) < f(c)
par caractérisation séquentielle, v # b, et en considérant la suite t,, = a + 2%(6 — ),
on a (t,) = «, et f(t,) > ¢ donc f(a) > ¢. Procéder de méme pour b < a

TVI version ensembliste : soit f : I — R continue, alors f(I) est un intervalle
Démo immédiate, soit (a, b) € f(I),a < b, Ve €la,b], c € f(I) d’apres le TVL
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Fonction continue non-nulle : soit f € € (I, R) telle que Vt € I, f(t) # 0, on a
f(I) CR% ou f(I) C R™.

THEOREME DE LA BORNE ATTEINTE : soit f € € ([a,b],R), on a alors
— f admet un maximum et un minimum
— f([a,b]) est un segment

Mq f est minorée par l'absurde (sinon contient (z,) t.q. ( f(a:n)) < —n, d’aprés
Bolzano-Weierstrass, (2,(,)) — ¢ € [a,b], donc f({) = —o0), f([a,b]) admet donc une
borne inf, par caractérisation séquentielle, 3(¢,,) t.q. f(t,) — inf([a, b]), or t,, bornée
donc (t4(,)) — L, d’ott inf([a,b]) = f(L).

On démontre de méme le maximum M et on conclut f([a,b]) = [m, M]

Injectivité, continuité et monotonie : soit f € € (I, R) tel que f soit injective, alors,
f est strictement monotone.
Prendre (a,b) € I, a < b, cas f(a) < f(b), prendre (¢,d) € I, ¢ < d puis poser la
0,1] - R
t = flat+tlc—a))—f(b+t(d-1))
définie (a+t(c—a) € I),de plus a+t(c—a) < b+t(d—"b), donc ¢ ne s’annule jamais.
Donc ¢ et de signe constant strict, or ¢(0) < 0 donc f(c) < f(d).

fonction ¢ : ) ¢ est continue et bien

Bijectivité et continuité : soit f € € (I,J), [t € € (J,I)
Si f croissante, poser € > 0, puis n = min(z — f~'(z —¢), f7'(z +¢) — 2) puis
ten—zn+z..

CARACTERISATION SEQUENTIELLE : soit f: € (A, K)eta e A,

f est continue en a = V(t,) € A", [(t,) — a = f(t,) — f(a)]

Utiliser la contraposée (3(t,) € AN, (t,) — a, f(t,) # f(a) = f non continue).
On en déduit les théorémes d’opération (f et g sont continues) :

e %(A, B) est un sev de B o fxGe¥ (A D)
) V:UGA,f(:c)#Oé%ECK(A,R) o foge¥ (A O)

o (Re(f), Im(f), |f]) € €(A, R)’

14.2 Etude locale

Définition : soit f € €(1,C), g€ €(I,R), €K

Les limites en at, a~, a” ne sont définies que a n’est pas la borne sup /inf de I
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En un point f(t)ﬁf Ve>0 dnp>0, Vtel, lt—a|l<n=|ft)—{ <¢
g(t) —— VAER, In>0, Vtel, t—al<n=f(t)=<A
En infini f(t)mw Ve >0, dM e R, Vt e I, t><M=|f(t)—{ <e
f(t)m—oo VAeR, IM e R, Vt € I, t><M = f(t) > <A
Latérale f(t)ﬁﬁ Ve>0, In>0, Vteln|—oo,al, [t—al<n=|f(t)—{ <e
f(t)?ﬁ Ve >0, In>0, Vtelnla, +oof, [t—al<n=|f(t)—{ <¢
Epointée f(t)?é Ve >0, dn>0, Vtel\{a}, t—a|<n=|f(t)—{ <¢

TABLE 5 — Définitions des limites d’une fonction

Limite latérales et continuité : si f(t) —— f(a) et f(¢) — f(a), alors f est
t—a~ t—a

continue en a
Démonstration par ¢

Unicité de la limite : soit (a, ¢, (') € K?’, si f(t) — Cet f(t) = V' alors £ =’
—a —a
Montrer que Ve > 0, |0 — '] < ¢

Théorémes d’opérations : on retrouve ceux des limites de suite (TABLE 3), on les
démontre par caractérisation séquentielle

Prolongement par continuité : soit f défini sur I, et a une des bornes de [ telle que a ¢

ITu{a} - K
I, si f admet une limite £ € K en a, on peut définir ¢ : ; tsit+#a
lsit=a

¢ est alors continue en a

IR . =2
THEOREME DE LA LIMITE MONOTONE : soit (a,b) € R et f :]a,b[ - R une

fonction monotone. Il existe (¢, ¢') € R’ tel que ft) ——=Let f(t) — v
t—a t— b~

Démonstration dans un cas particulier (ex croissante et majorée en prenant sup f(]a, b[).

Image d’une fonction monotone : soit f : I — R monotone, f(I) est alors un intervalle

dont les bornes sont les limites de f aux bornes de I. Remarque : si f est croissante

sur R alors pour tout a € R, la limite de f en a™ ou a™ et est un réel.
Démonstration au cas par cas

Encadrement local : soit f: I — R, ({,a,b) € Eg. Soit v € Rona:

—f(t)t—>€eta<£<b = a < f(t) < b au voisinage de
—
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— g(t) < f(t) < h(t) au voisinage de v et Jim g(t) = lim h(t) =¢ = f(t) —— ¢
t—r t—y

t—y
— f(®)
— f(t) < g(t) au voisinage de , hm f( ) =10 tli_r)n g(t) =ly = {1 < {5
gl

g(t) au voisinage de 7 et hm g( ) =10 = f(t) — 14
—

15 Calcul asymptotique

15.1 Relations o, O et ~

DEFINITION soit a € R et f et g deux fonctions définies au voisinage de o :

t
— f négligeable devant g, noté f(¢t) = o (g(t)) lorsque AQ — 0
t—a g—«
— f dominée par g, noté f(t) = tO (g(t)) lorsque est borné
—a

(1)
g(t) oa

— f équivalente a g, noté f(t) ~ g(t) lorsque
—Q

1
Exemple : 221+ 622 +3 ~ 2:134, 5. = 0 —

T—00 2 n—oo 11

Propriétés de I’équivalence : "~ est une relation d’équivalence vérifiant :

o f(t)~gl(t) & f(t)—g(t)= o (g(t))

o f)——tl s i) L= 0 (1)
& f(t) ~ L (si £ #0)

Démonstration par opération sur les limites

Fonctions équivalentes : soit f et g deux fonctions équivalentes en «, alors f et g sont
de méme signe strict au voisinage de a. Si f(t) — ¢, alors g(t) — l.
— —

Démonstration par opération sur les limites

Changement de variable : soit (%) —5> a et f et g deux fonctions. On a :
— @)= o o) = TeH) = o (s(elt)
@)= 0 (o) = el = O, (ole(0)

(

@ gl = fe) 7 glet)

Opérations licites : Ces relations sont transitives, compatibles avec une combinaison
linéaire pour o et O, et avec le produit (cf. poly)
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15.2 Calcul asymptotique

REGLE D’OR : présenter si possible les termes du plus grand au plus petit

Formule de Stirling : on a 'équivalence : n! ~ (ne ')"V27mn.
n—-+4o0o

On en déduit que In(n!) = nln(n) — n + 3In(n) + In (v27) + o(1), et donc un
équivalent simple de In(n!), nln(n). On peut aussi déterminer 1’équivalent simple de
Ierreur : In(n!) — nln(n) = —n + o(n)

16 Dimension finie

16.1 Autour des familles de vecteurs

FAMILLE LIBRE : Une famille (e;);e; € E7 est libre si toute combinaison linéaire de
cette famille nulle est triviale, donc si :

V(Ai)ier € KD, Z)\i re; =0 = Vyjel,A\j =0
icl
FAMILLE LIEE : une famille est liée si elle est non-libre, donc si :

I(Ai)ier € KD, Y Xi-e;=0p et 3j € L,Aj # 0
iel

Héritage : une sous-famille d’une famille libre est libre, une sur-famille d’une famille
liée est lide. Plus généralement, soit a € E! et e € E. On pose a’ = a V (e). On a les
équivalences :

a’ est libre < { a est libre

/ 1-, l-,
e ¢ Vect(a) a’ est lié < a est liée ou e € Vect(a)

Pour la 2 : <= triviale, = considérer le cas A\, # 0, alors a non liée et e = . ..

Liberté et somme directe : sois (a(!), ..., a(™) € E". On suppose que alV v ...va™
est libre. Alors Vect (aV) & ... & Vect (™) existe.

Réciproquement, si on considére (Fy, ..., F,,) des sous-espaces vectoriels de F en
somme directe, et (@), ..., al™) des familles libre de Fy x ... x F,, aV v ... v a™
est libre.

Liberté et sous-familles :  soit (¢;);c; € ET on a: (démo avec les familles presque nulle)

(ei)icr est libre <> Toute sous-famille finie de (e;);cr est libre.
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Colinéarité : Soit (z,y) € E% x et y sont colinéaires lorsque x € Vect(y) ouy €
Vect(z).
x est colinéaire a y lorsque x € Vect(y)

LEMME FONDAMENTAL DE LA DIMENSION FINIE : soit n € N, (21, ..., x,) €
E" et (y1, ..., yns1) € Vect (2, ..., I‘n))n+l. On a (y1, ..., Yns1) est liée

Démo par récurrence, initialisé a n = 0, tout y; € Vect({}) = {0g} est lié.
o Viis . a s _ _— \
Hérédité : écrire y; = Z; + Ay, puissi Ay #£ 0, Yi—3 € Vect(x1, ... Tp_1),
eVect(x1,...xp—1)
donc y; — i—jyl lié...

FAMILLE GENERATRICE ET BASE : soit (¢;)ic; € EY, on dit que (e;) est génératrice
lorsque Vect((e;)) = E.
(e;) est une base si elle est libre et génératrice

KD - E
Famille et coordonnées : pour (a;) € ET, on pose P(as) * { — On

(Ni) = XierXiai
a les équivalences :
¢ injective < (a;) libre
¢ surjective <> (a;) génératrice

¢ bijective < (a;) est une base

Base et somme directe : soit (F, ..., F},) des SEV de F vérifiant F1 @ ... @& F, = E,
soit (b1, ..., b,) des bases de Fi, ..., F),, alors by V...V b, est une base de F

16.2 Dimension finie

DEFINITION : un K-espace vectoriel E est de dimension finie lorsqu’il existe une

famille génératrice finie de E.

Dimension et bases : si F est un K-espace vectoriel fini, et (b1, by) deux bases de F,

alors by et by contiennent un nombre fini de vecteurs et #by; = #bs.

De plus, il existe une base b de E, construite a partir d’une famille libre maximale
Démo en utilisant le lemme de la dimension finie et la définition. Pour l'existence,

on pose L = {#a, a famille libre de E'}, L majoré, inclus dans N d’aprés le lemme, et

contient 0 = #(). Donc il existe b, #b = max L. Pour tout = € E, bV (x) non libre

donc...

DIMENSION : soit £/ un K-ev, il existe b une base de £. On pose dim E = #b
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Dimension finie et sous espaces : s0it F' un sev de F, si F est de dimension finie, on
. { F finiet dimF < dim F

| dimF =dimFE = F=F
Démonstration : poser L = {#a,a famille libre de F'}. L majoré par dim E, inclus
dans N et non vide, il existe b libre, #b = max L, une base. Si #b = dim FE, alors on
montre que Vect(b) D E

Dimension et somme : soit F' et G deux sev de F. On a si I’ et G en somme directe,
dim(F & G) = dim F + dim G, et dans le cas général, dim(F + G) = dim F +
dim G — dim(F N G)

Le cas @ découle de la concaténation des bases. Pour le général, il existe H sev (F N
G)® H =G, on aalors F+ G =F @ H dou l'égalité sur les cardinaux...

Dimension et supplémentaires : soit F' et G deux sev de E, on a :

F@G:Eﬁ{FﬂGz{OE} {F+G:E

dimF +dimG =dim F dimF +dimG =dim F

Démo : si dim(FNG) =0y, alors F+G = FE, st F+G = E, alors dim(FNG) = Oy

Dimensions : une droite vectorielle est un sev de dimension 1, un plan de dimension
2, et un hyperplan de dimension dim £ — 1

THEOREME DE LA BASE INCOMPLETE : soit a € E! un famille libre, et g une

famille génératrice de E. il existe ¢’ une sous-famille de g telle que a V g’ soit une
base de E

Démo en posant L = {#g¢,g C g et g libre}, L admet un maximum...

Existence d’un supplémentaire : soit F' un sev de F, il existe unsev G, FO G = FE.
Poser b une base de F', il existe e une sous-famille de E, b V e est une base

Caractérisation des bases : soit £/ un K-ev de dimension finie et a une famille finie
de vecteurs, on a :
a est une base < #a = dim F et a libre <& #a = dim F et a génératrice

Démo : si a libre il existe e, a V e est une base... Si a génératrice, () libre donc il existe
a’ dans a, a’' V a est une base. Conclure avec les cardinaux.
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16.3 Applications linéaires et dimension finie

CONSTRUCTION SOUS CONTRAINTE : soit F et E' deux K-ev, soit b = (e;) une
base de E et ¢ = (e}) € E".

Jue Y(E,E), Viel, u(e;) = e,

) KO —» E . 1
Démo : poser pp, = ) = S e et @, puis montrer que u = Q. 0 Y .
? el 7\t

u bijective < ¢ est une base injective & libre surjective & génératrice

Bijectivité et dimension finie : soit F et E’ deux K-ev de dimension finie, soit u €

Z(E,E). Ona:
u bijective < wu injective < wu surjective

Il existe b = (e, ..., eqimp) une base de E, considérer (u(ey), ..., u(eqmp)

Isomorphie : soit £ un K-ev de dimension finie, on a :

|[E’ fini et dim E’' = dim E| < E isomorphique & E’

=, poser deux bases b et ¢, <= (f(b1), ..., f(b,)) est une base de £’
Produit cartésien et somme : soit Fy, ..., E, des K-ev de dimension finie, le produit
Ey x ... x E, est de dimension finie et dim(Ey X ... X Ep) = le dim E;.

Soit F, ..., F, des sevs, Y F; fini et dim (D_ F;) < )_ dim F;. Finalement, on a
dim (ZE) = ZdimFZ- &S FL @, D F, existe

Démo, par récurrence, base = ((bgl), 0g,,---,0g,),...(0p,...,0g,_,, bép))). Pour (2),

5 = Xh
€1, ..., € = €1+ ...+¢;
tive car surjective entre deux sev de méme dimension

concaténer les bases... La (3) = vral car ¢ : { est Injec-

RANG : soit u € Z(F,FE'), on dit que u est de rang fini lorsque Im(u) est de
dimension finie. On pose alors rg(u) = dim(Im(u))
Soit a une famille de e, on définit rg(a) = dim(Vect(a))

u

Composition :  soit F Yy E M B B avec Y et ¢ bijective. On arg(uo)) =

rg(p o u) = rg(u).
En effet, u(¢(F)) = u(E) et ¢ : Im(u) — ¢(Im(u)) linéaire et bijective...
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Famille finie et rang : on a rg(ey, ..., €,) < pet

rg(er, ..., ep) =p < (er, ..., e) libre

Rang et supplémentaire : soit u € .Z(FE, E'), §'il existe F' un sev tel que Ker(u)® F =

~ F—1 . .
E. alors u : { m(u) est un isomorphisme.
e — u(e)
THEOREME DU RANG : soit F de dimension finie et uw € Z(F, E’), on a rg(u)
existe et

rg(u) + Ker(u) = dim E

Démo : Im(u)

Rang et composée : (HP) soit F Py B Y B Ona { rg(u Z Z)

isomorphique a F tel que F @ Ker(u) = E

En effet, Im(u o v) C Im(u) et Ker(v) C Ker(uov)...

Dimension d’hyperplans : soit Hy, ..., H, des hyperplans de FE, dim(H1 N...N

H,) >dimE —n
. Ker(yp;) = H;. Poser u :

Il existe ¢; t.q

{E—>K”

e s (01(0), ..., pule)) T =NV

Im(u) C K" donc...

Caractérisation d’automorphismes : soit £ de dimension finie et v € Z(F), les pro-
positions suivantes sont équivalentes :

(i) weGlE) (i) rg(u) =dimFE (iv) Jwe Z(E),uow =idg
(i) Ker(u) ={0g} (v) Fve Z(E),vou=idg
FORME COORDONNEE DANS UNE BASE : il existe b = (e, ..., e,) une base de E,

soit j € [1, n] on pose e} € Z(F,K) 'unique forme linéaire telle que

Vie 1, n],i#j=ej(e;) =0k et ej(ej) =1k

SN , n
C’est la j-iéme forme coordonnée dans la base b, on aVax € e,z =Y . e (x) - e;

Forme linéaire : Vi € Z(E,K), ¢ = Y 1, p(e;) - er. On appelle Z(E,K) le dual

de E. (e}, ..., €}) est une base duale (base de .Z(F,K))
Démonstration : p(z) = ¢(>.1; ef(x) - ¢;) = ..., pour la base, montrer la liberté en

évaluant en e;

Sous-espaces et intersection d’hyperplans : soit E de dimension fini n > 2 et F' un

sev strict de £/ de dimension p < n — 1, il existe Hy, ..., H,_, des hyperplans tels
que F=H;N...NH,_,.
Poser (e1, ..., €,) une base de F', la compléter, considérer Ker(ej,,), ..., Ker(ey,)
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Equations d’hyperplans : soit z € E, on pose x; = e} (x).
— H est un hyperplan si et seulement s’il existe (A1, ..., A\p) € K"\{(0x, ..., Ox)},
telquex € H < \x1+ ...+ Az, = 0k

— s0it (A1, ..., Ap) € K"\ {(Ok, ..., Ox)}, et (g1, - pn) € K"\{(Ox, ..., Ox)}.
Ona Hy = Hy < Ja # Og(A1y ooy Ap) = a(p1y oo vy n)
Démo : poser la forme linéaire ¢, A\; = @(e;)..., de méme dans autre sens.

17 Matrices

17.1 Matrices et dimension finie

On note M,, , (K) I'ensemble des matrices a n-ligne et p-colonnes, et M,, (K) I'en-
semble des matrices carrées.

Matrice de coordonnées : soit £ un K — ev de dimension finie n, soit b = (ey, ..., €,)
A1
une base de E. Pour # € E, on pose : M, (x) = [] e M, 1 (K) avec \; = ef(x).
An
ALl 0 ALp
Pour une famille de vecteurs a = (x1, ..., x,), on pose My (a) = [ SR } €
An,l o Angp

M, (K). avec \;; = ef(x;). Une famille admet une unique matrice de coordonnée,
et réciproquement

Matrice d’une forme linéaire : soit u € Z(E, FE'), b= (ey, ..., e,) une base de F et
A1,1 0 Ay
V' = (€, ..., e,) une base de E'. On définit : My (u) = L; - A5 ] € My, (K)
| | EE) = My, (K) .
vérifiant Vi € [1, n],u(e;) = > _5_; \ij€). { 2l u’ ) o /j:/l/lzz E“)) est bijective.
1 -~ 0 0 - 0
Une 1% réduction :  (n,p,7) € N>.r < n,p. On pose Jopr = |0 0 5 0 . o

- O

avec Vi € [1, r] ji; = 1 et j;, = 0 sinon. Lo
Soit u € Z(F,E') dim E = p, dim E' = n, rg(u) = r. 0 o 000
Il existe b une base de E et b’ une base de E’ tel que My (u) = Jppr
Démonstration : 35,5 @ Ker(u) = E et S isomorphique & Im(u), posons une base
de S, puis la compéter, t — u(t) bijective sur S — Im(u)

Matrice de changement de base : soit b et b’ deux bases de FE, on définit BY =
My(b') = My ,(idg). Certaines matrices de M,, (K) ne seront jamais des matrices
de changement de base.
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17.2 Calcul matriciel

Structure de K-espace vectoriel : soit (A, B) € M,,, (K)2 On définit les opérations
+ et - par :
A + B = (azg + bz,])1<z<n A-A= ()\ X ai,j)lgign

1<j<p 1<j<p

(Mpp(K), +, -) est un K-espace vectoriel par identification avec KILnIx[L71,

Matrice élémentaire : soit (a,b,n,p) € (N)* avec a < netb < p, on définit la
matrice élémentaire Ec(z)’p) = (0i,a X 0;)1<i<n la matrice nulle partout sauf en (a, b).

. 1<g<p KIL7Ix[LA] an( )
c= <E‘".’p >1<i<n est une base de M,, , (K) car ( M) = Sicicn Ay - E(np) )

R 1Sj<n m
est bijective. On connait alors la dimension de ce K-ev : dimM,,, (K) = n x p.
De plus, on a u — Myy (u) € ZL(ZL(E,E'), M,,(K)) est isomorphique, donc
dim Z(E,E')=nxp

PRODUIT MATRICIEL : soit A € M,,,, (K) et B € M, (K). On définit le produit

p
A X B = (Z a; i X bk,j> - Mn,r (K)
k=1

1<i<n
1<g<r

Cette loi vérifie associativité, la bilinéarité (¢ A+SB) x (yC+dD) = ayACH+ad AD+
ByBC + BOBD, mais est non-commutative. On a E(n’p) X E(p’q) = Op,c E((;’Zq)

Anneau des matrices : (M, (K), 4+, X) est un anneau. On note Gl,(K) I'ensemble
des inversibles de M, (K). (Gl,,(K), x) est un groupe.

Matrices remarquables : on pose les matrices carrées de taille n suivantes :

— I, = (0;j)1<i<n U'identité, vérifiant M,,, x I,, = M, et I,, x M, , = M,

1<y<n

— les matrices d’homothétie ou scalaires, vérifiant I\ € K, M = X-I, = (Ad; ;) 1<i<n-
I<jsn

Leur ensemble est Vect(I,,) ,\, ... o
— les matrices diagonales A = < ) . On note D, (K) = Vect((EZ-(j;’n))KKn)

0 A

— les triangulaires supérieures vérifiant : (4, j) € [1, n]°,i > j = a;; = 0. On a
Ta" (K) = Veet (B} )i<isj<n)

— les triangulaires inférieures vérifiant : V(i,j) € [1, n]*,i < j = a;; =0.On a

T (K) = VeCt((Ez(] " i<j<icn)
— les triangulaires stricts, triangulaire de diagonale nulle
D, (K), 771(5)(1[{) et ﬁ(z)(K) sont des sous-anneaux et des sous-espaces vectoriels de

M, (K).
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Trace d’une matrice : on définit la forme linéaire Tr :

On a, pour A € M, ,(K) et B € M,, (K), Tr(AB) = Tr(BA), donc, pour
P € Gl,(K), Tr(P~tAP) = Tr(A). On dit qu’elle est invariante par conjugaison.

Transposition : soit A € M,,, (K) on définit la matrice transposée de A par ‘B =
(a(j, Z’))Kjgp. Pour (a, 8) € [1, p] x [1, n],*Aas = AB,a-
P o t{ May (K) = My (K)

est isomorphique

¢ (A)=4 A = A

o Y(C,D)e M,,(K)xM,,(K),{(C x D)="'D x ‘C
o VP ecGl,(K),'PeClL(K)et (Pt =YP

Symaétrie et antisymétrique : on pose S, (K) = {M € M, (K) /tM = M} I'ensemble
des matrices symétriques et A, (K) = {M € M,, (K) /*M = —M} celui des matrices

antisymeétriques.
VM € M, (K),5(M + M) € 8,(K) et L(M —M) € A,(K)

17.3 Matrice et application linéaire en dimension finie

PRODUIT ET COMPOSE : soit Ej,— Fyy— Gy avec b, b, b des bases et u, v linéaires.
On a :

Myppr (w0 v) = My pr(v) X

Matrice et isomorphie : soit F et F' deux K-ev de dimension n, et b, b’ leurs bases.

on pose u € Z(FE, F), on a alors :
u isomorphique <&  M,(u) inversible

On a dans ce cas M, (u™!) = (M, (u)) ™

Démo par équivalences, u bijective <> Ju~!, wou™! = idy puis passage aux matrices.
Y )

Matrice et évaluation : soit u € Z(E, F)et x € E, on a :
Mb/ (u(aj)) = Mb,b’ (u) X Mb (CII)

APPLICATION LINEAIRE CANONIQUEMENT ASSOCIEE A UNE MATRICE : on
identifie M, (K) a K" et M,, (K) a KP, soit A € M,,,, (K), on définit 'ALCA de A

par :
_ | KPP - K"
PA= x o oAX

On a py € Z(KP,K"), soit b?) et b™ les bases canoniques de K? et K”. On a :

M),y (pa)=A et A€ GL(K) & pq € GI(K")
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Noyau, image et rang : pour A une matrice, on définit a partir de @4
— l'image Im(A) = Im(pa) = {AX, X € KP} = Vect(C1(A), ..., Cy(A)
— le noyau Ker(A) = Ker(p4) = {X € KP /| AX = 0gn}
— le rang rg(A) = rg(va), on arg(A) = p — dim Ker(A)

Caractérisation d’inversibilité : on a des propriétés similaires aux automorphismes en
dimension finie (page 50)

(i) A e Gl,(K) (iii) rg(A)=n (iv) dBe M, (K),AB =1,

(i) Ker(A)={0,} (v) 3B e M;(K),BA=1,
On peut donc déterminer 'inversibilité d’une matrice en montrant 'unicité d’une so-
lution X de AX =Y, donc l'injectivité de @4

Inversibilité de matrices diagonales : soit A € 771(8) (K), alors
A€EGL(K) < Vie[l,n],a;# 0k
Dans ce cas, A™1 € 7;1(8)(11{) et Vi € [1, n] ,a;il =1

= par contraposée, 3j, a, ; = Ok alors (C1(K), ..., C;(K) € Vect(E&’n), L E(l_?)l),
donc lié. <= en résolvant le systeme AX =Y
Cet énoncé reste vrai avec 7;,(Z)(K) et dans le cas de D, (K) (Vi € [1, n] ,Di_ﬂ.l =)

17.4 Changement de bases

Matrice de changement de base :  soit (b, b’) deux bases de F, on note Ijbl,) = Mb, b/(idE)
la matrice des coordonnées de b dans b'. On a B € Gl,(K) et (BY)~! = B?. Soit
we X(E)etx e E ona:

o My(z) =P’ x My(x) e My(u) =B’ x My(z) x B

idE

idg U . .
Pour le retrouver : Ey———F) > Ey » By donc en composant idg owuoidy = u,

d’ou Mb’ I (1dE) X ./\/lb (u) X Mbﬁb (idE> = Mb/ (u)

Matrices équivalentes : ~deux matrices (4, B) € M,,,, (K) sont équivalentes si (P, Q) €
Gl,(K), A = PBQ. C’est une relation d’équivalence, et en notant r = rg(A), on a
A équivalente & Jy,,, . Il y & donc min(p, n) + 1 classes d’équivalences. On a

A est équivalente a B < rg(A) = rg(B)

A ~ J. d’aprés la réduction, = en passant par les ALCA...

Rang et équivalence : soit u € Z(F, F) et b, I/ des bases de E et F. Soit A €
M., (K) on a:

rg(u) = rg[My, p(u)] rg(A) = rg(‘A)

54



Dorian Lesbre Cours Maths MPSI

Matrice extraite : soit A € M,, , (K), n' < net p’ < p. On forme une matrice extraite
de A en sélectionnant n’ lignes et p’ colonnes (on conserve 'ordre).

Rang d’une matrice : soit A € M,,, (K) et A" extraite de A. on arg(A’) <rg(A)
Va € N, rg(A) > a & JA’ extraite de A, A’ € Gl1,(K)

La liberté des colonnes extraites implique la liberté des colonnes. = colonnes libres,
puis ligne libre...

Matrices semblables : soit (4, B) € M, (K)* on dit que A et B sont semblables
lorsque 3P € Gl1,(K), B = P 1AP. Cest une relation d’équivalence. Si A et B
semblables, alors rg(A) = rg(B) et Tr(A) = Tr(B). De plus Vk € Z, B* = P71 A*P

M, (u) et My (u) sont semblables. Pour déterminer une matrice semblable & A,
considérer ¢4 puis chercher une base b tel que M, (p4) soit simple.

Trace d’une fonction : soit u € Z(F), comme Tr(M, (u)) ne dépend pas de b, on
pose Tr(u) = Tr(Myp(u)). C’est une forme linéaire de Z(F)

Soit p un projecteur, on a Tr(p) = rg(p). De méme si A € M,, (K) vérifie A2 = A,
alors Tr(A) = rg(A)
En effet : Ker(p) @ Im(p) = E, donc en exprimant M (p) dans les bases adaptées.

Matrices blocs : soit A, ,, B, Cyp, D, des matrices. On peut définir la matrice

A B
M = c Dl € Mt qptr (K). Lorsque les matrices ont les bonnes tailles on peut

additionner et multiplier par bloc.

Matrices diagonales blocs : soit A € M,, (K) et B € M, (K), alors

A Opy

=l

] € Gl4,(K) & A e Gl,(K) et B € GL,(K)

Matrice de fonction bloc : soit F de dimension n+ p, soit F'@® G, de dimension (n, p)
et de bases (bp, bg), soit p le projecteur sur F' parallelement a G et ¢ le projecteur

My, (pull) My, (qult

associé, soit u € Z(F). On a My, (u) = ’ :g " g - [é IB;]
My (puyp | Mos (quig
wW(F)CF&C=0,, u(G)CG&B=0,,

Preuve en décomposant selon F' et G.
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18 Dérivation

18.1 Définition

DERIVEE : soit f: I = K, et a € I. On note 77, =t — W On dit que f est

dérivable en a lorsque : t) —
EleeK,f() f(a) 0

t—a t—a”*

¢ est le nombre dérivé de f en a, noté f'(a). Propositions équivalentes : 3¢ € K

fla+h)— f(a)

° >/
h h— 07
o f(t)=f(a)+L(t—a) 4;_(3& t—a) e f(a+h)= f(a)+(h) —i_h—?o h)

La droite y = f(a) + f'(a)(x — a) est la tangente au graphe de f en (a, f(a))

Opération A+ g fxg é 5 fog
Desivee | Af(0) + gla) | fala) + Sy (o) | 5% | N IO i) gt

TABLE 6 — Opérations sur les dérivées

Dérivabilité : la dérivabilité implique la continuité, mais la réciproque est fausse.

Dérivabilité latérale : on définit similairement & la continuité la dérivabilité a droite
et a gauche (table 5), on a alors :

f dérivable en a™ et a”

lim Tfﬂ(t) = lim Tf@(t)

t—at t—a~

f dérivable en a & {

Bijection réciproque : soit f continue et bijective de I dans J, a € J tel que f soit
dérivable en f~!(a), on a alors f~! dérivable en a < f’(f~'(a)) # 0 et on a alors

(f (@) = 772
= f(f7(a)) = a donc (f71)(a) x f'(fH(a)) =1 < 7p1, =

18.2 Grands théorémes

Extremum local : soit f: ] —-Reta€e l,ona:
30 > 0,[a — §, a+ ] C I (a n’est pas une borne)
Vi€ la— 6 a+ 3], f(t) < fla)
Vt € [a_éu a+5]7f(t) 2 f(a)
f dérivable en a

= f'(a) =0

Démo par double inégalité en étudiant la dérivée a droite et a gauche...
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Théoréme de Rolle : soit f € € ([a,b], R) dérivable sur ]a, b| vérifiant f(a) = f(b),
alors 3¢ €]a, b[, f'(c) =0

Démo : théoréme des bornes atteintes donne 'existence d’extremum...

EGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS : soit (a,b) € R%, a <bet f :[a,b] — R,

= 3e €la,bf, /(c) = 7O 1)

f continue sur |a, b]
f dérivable sur Ja, 0]

Poser ¢ : t — f(t) — W(t — a) et se ramener a Rolle

Monotonie et nombre dérivée : soit f : € (I,R) dérivable sur I \ {bornes}

Vt € I\ {bornes}, f'(t) >0 = f croissante
vVt € I\ {bornes}, f'(t) <0 = f décroissante

Démo : soit a < b, il existe ¢, f'(c) x (b—a) = f(b) — f(a) d’ott le signe... la réciproque
est vraie. La fonction est strictement monotone si :

(vt eI\ {bornes}, f'(t) >0
tient aucun & f strictement croissante
77 ) — ne con
\ lzel/f(z) =0} intervalle non trivial

(Wt e I\ {bornes}, f'(t) <0
N ne contient aucun & f strictement décroissante
\ trel/f(x) =0} intervalle non trivial

7\

7\

par l'absurde, non-stricte <+ intervalle non triviaux dans I’ens des annulations.

INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS : soit f : I — K, et M un majorant de
()]

{ f continue sur [

2
N < _
f dérivable sur I\ {bornes} = V(a,b) € I, |f(b) — f(a)| < M X |b— a]

fb)=f(a) = |f(b) — f(a)|e? donc f(b)e ™+ f(a)e—if réel, poser o : t — Re(f(t)e ")
il existe ¢, ¢'(c) = [f(b) = f(a)], or ¢'(c) < |f(c)| < M

Fonction constante : soit f : [ — K, on démontre en utilisant I'inégalité ci-dessus
que f constante < f/ =

Fonction lipschitzienne : soit f : I — K et A > 0, on dit que f est A-lipschitzienne
lorsque V(a,b) € I%, |f(b) — f(a)] < \|b—d
o7



Cours Maths MPSI Dorian Lesbre

THEOREME DES LIMITES DE LA DERIVEE :soita € let f: 1 —Kona:

[ dérivable sur I\ {a} : f dérivable en a et f’ continue en a
f continue en a si £ €K, f'(a) = ¢
f'(t) T l si £ € {—o0, +00}, f non dérivable en a

Démo par €, In, |f'(z) — €| < e poser g : t — f(t) — L(t —a), ¢ < e sur |a, x|, donc
lg(x) — g(a)| < e|x — al... Pour oo, utiliser I’égalité des accroissements finis.

18.3 Fonctions de classe ¢, €

Définition :  soit f : [ — K, f € €"(I, K) ¢'il existe (fy, ..., f,) vérifiant fy = f,
Vi, fl_y = fi et f, continue. Une telle liste est unique, et on note f (™) la dérivée n-iéme
de f. Ona €°(1, K) =),y €¢" (4, K)

Vk € [0, n],€"(I,K) C €"I, K) et Vf € €7, fB) € €7 F et (fR)n=k) = f(0)
fe€tet ffee = fecEm

fe€¢ et fr)eE = fee”

Opérations : 6"(I,K) est un sous-espace vectoriel de K/ stable par x. De plus
f f0 e 2636, K), K. .

V(f,9) € €' (LK) (f x 9)™ =Y ( 5, ) 09 5 gn—h

k=1

Classe et récurrence :

Si fe€"(I,K\ {0}) ne s’annule jamais, alors % € ¢"(I,K). Démo par récurrence

Bijection réciproque : soit f € €"(I,J) bijective, on a f~1 € €(J,I) & Vt €

L f'(t) # 0

CONSTRUCTION DE FONCTION DE CLASSE %" : soit I un intervalle, a € I et
fI\{a} - K ona:

fécfn(]\{a}JK) _ I - K | )
I h)repr.m € K" fE(E) —— 4 =I=1 5 5(“. ilt#a € ¢"(1,K)
t—a osit=a

Et on a alors ]?(k)t — fWsit=al,sit#a

Preuve par récurrence finie montante.

Formulaire de dérivées n-iémes : soit n € N, on a :

d" n
Py = nl P
o dxn(x) n(p)x

plp—1)...(p—n+1LaP " sip>n
p! sip=n

0 sip<n
dn dn
* 3 (M) = \'e? * 3 (cos(wzx)) = w" cos (wx + ng)
" x"
a1\ (=1)"»! a4t v on
¢ (;) = _dx”“(lnx) ) d:z:”(x J=ala—1)...a—n+lzx
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19 Polyndémes

19.1 Polyndémes et opérations

POLYNOME : on définit ainsi le K-espace vectoriel des polynémes a coefficient dans
K d’indéterminée X : K[X] = K™,

On notera X = (0, 1,0, ...), et X*=(0,...,0,1,0,...).

(K[X], +, -) est un K-espace vectoriel de base canonique (X*)zen

Pour P € K[X], on peut donc écrire P = >, _p; X"

Remarque : il existe N € N, tel que P = Zi\io p; X", de plus on a pour (P,Q) €
2
KX P=Q & VkEN,p =g

max {k € N/p, #0} si P#0

Degré : soit P € K[X], on pose deg(P) = oo QPO

deg(P) < N & P =" p X' P # 0« deg(P) e N
& Vk>N,pr=0 deg(P) = N < deg(P) < N et py #0

On appelle coefficient dominant le plus grand coefficient non nul pgegpy. P est dit
unitaire lorsque paeg(p) = 1

Les sev K,[X] : on définit K,[X] = {P € K[X]/ deg(P) < n}. Ce sont des sous-
espaces vectoriels de K[X] car K,[X] = Vect ((Xp)r<n) = Nisy Ker(P — py)

PRODUIT DE CAUCHY : soit (z,,) et (y,) € KY, on définit le produit x par :

(Tn) * (Yn) = (Z CBk:yn—k:)

On a alors (K", 4, %) est un anneau commutatif dont K[X] est un sous-anneau

€N

Conséquences : on a alors X* = X x...x X k fois et pour A € K[X], la fonction

_ ( K[X] = K[X] | o
pa = < P o Axp )€ Z(K[X]). le produit est de plus bilinéaire.
On confondra le scalaire A et le polynéme constant \ - X, car ils ont les mémes

propriétés.

Opération et degré : soit (P, Q) € K[X]?, on a deg(P * Q) = deg(P) + deg(Q)

et deg(AP + puQ) < max {deg(P),deg(Q)}.
Démonstration en développant le produit et séparant les cas de nullité. Il en découle

que PxQ=0&P=00uQ=0donc P#0et PxA=PxB=A=2EB
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Composition : on définit le polynome composé par Po Q = P(Q) = S 1o, prQF.
(A% B)(C)=A(C)xB(C), (A+ B)(C)=A(C)+ B(C), (Ao B)(C)=A(Bo ()

19.2 Dérivation

DERIVATION soit P = 72 pp X* € K[X], on définit le polynéme dérivé P’ par :

P =3 kpX* =) (G + Dpja X
k=1 §=0
D:Pw P e Z(K[X]) et Ker(D) = Ko[X], Im(D) = K[X].
De plus, deg(P™) < deg(P) — n (égalité si PV non constant)

Nilpotence : on a Dk, x) € Z(K,[X], K,[X]) est nilpotente.

Propriétés algébriques : on retrouve les propriétés usuelles de la dérivation :

o (PoQ)=Q x(P'oQ) ¢ (PxQ)=PxQ+Q P e (P+Q)=P +Q"...

Formule de Taylor : soit P € K[X] et a € K, alors
B > P(k)(O) B > p(k)(a)

Démo de la premiére coeff par coeff, pour la deuxiéme, poser Q(X) = P(X + a)

19.3 Racines et factorisation

Relation divise : soit (P, Q) € K[X], on dit que @ divise P lorsque 3C € K[X], P =
QC. Si P # 0, alors tous les polynémes constants A et les polynémes associés
{AP, X € K} divisent P.

La relation étre associé est une relation d’équivalence de classes {Cl(Q), @ unitaire}

RACINES : soit P € K[X] et a € K, on a les équivalences :

a est une racine de P < P(a) =0 définition
& (X —a)| P conséquence
(a;) racines distinctes de P < 3Q,P(X) = (X —ay)...(X —a,)Q(X)

< Taylor et factoriser, pour la (2), (as — a1)Q(a2) = P(as) = 0 donc Q(az) =0

Racines et degré : soit P # 0 et (aq, ..., a,) des racines deux a deux distinctes de
P, on an < deg(P). Sil'on a un polynéme ) ayant une infinité de racines ou si
Q € K,[X] posséde n + 1 racines, alors @ = 0
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K, 1[X] — K"

P — (P(a1), ..., P(a,
© est un isomorphisme de groupe, car ¢ injective. Donc, il existe un unique polynome
P qui a (ay, ..., a,) associe (y1, ..., ¥yn). On le construit avec les polynémes :

Polynéme de Lagrange :  soit (aq, ..., a,) € K" posons ¢ : {

n

L,=]] X T8 onevpe K,_1(X), P(X) = zn: P(ag)Li(X)
k=1

1=1 ar — a;

i#k
(Ly) est une base de K,,_1(X) vérifiant Ly(a;) = d; %, démo de 1'égalité par différence,
possession de n racines et majoration du degré. On en déduit que (Ly) est génératrice

1 ay a2 - a}™!
La matrice de ¢ dans les bases canonique est |: @ : on peut dé-
1 a, a2 -~ a' !
terminer son inverse en exprimant ¢ : (y1, ..., yn) = y1L1(X) + ...+ yu Ln(X)

Racines multiples : soit A € K et P € K[X], on a I’équivalence :
VEk € [1, n],P®(A) =0 & (X — A\)" divise P

On dit alors que A est de multiplicité au moins n. = Taylor, <= en dérivant le produit.

FACTORISATION GLOBALE soit € N, (n;) € N" ();) € K" distincts et P € K[X] :

PA)=...=P™()=0 r
s & IQeK[X], P=Q][(x —x)™
PA)=...=P™()=0 i=1

= immédiate, <= diviseurs X — \; premiers entre eux, car les \; sont distincts.

Multiplicité : soit P € K[X]\ {0} et A € K, les entiers suivants existent alors :
min{k €N, /P®) # 0} — max{k EN, /(X — A | P}

On définit ainsi la multiplicité de A. On a alors, en notant m) la multiplicité de A,
Y ek M < deg(P). Si Y my > deg(P), alors P =0

Fonction polynomiale : on pose la définition suivante pour t € K, P € K[X],I C
Ket feK!
— morphisme d’évaluation en ¢, ¢; : P +— P(t)
— fonction polynomiale associé & P : t — P(t)
— f est polynomiale s'il existe A € K[X],Vt € I, f(t) = A(t). Si [ est infini, on a
unicité des coefficients de A car si A et B conviennent, A — B a une infinité de
racines.
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Si I est un intervalle non trivial de R, alors f € €*°(I, R) et pour tout k € N,Vt €
I, f®t) = A®(t). Si deg(A) > 1, alors f admet un nombre fini de racines et les
variations de f sont donc controlées.

Polynémes scindés : un polynoéme P est scindé dans K[ X] s’il deg(P) = 1 et sil'une
des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :

° ZmA = deg P o P(X) = pacg(p) H (X =)™
AeK A€{racines de P}
deg(P)

o IeK, AN, ..., Megry) € K P=p J[ (X =N)
1=1

Théoréme de d’Alembert-Gauss : VP € C[X] non-constant ,3IX € C, P(A\) =0

On peut déduire de ce théoréme que pour P € K[X] non-constant de racines (A, ..., Ap)
— 81 P € C[X] alors P est scindé : P = puJ[(X — A;)
— si P € R[X] alors 3(ay,...,ap, b1, ..., b,) vérifiant a? —4b; < 0 tel que

P=p][(x—2)[[(X*+a;X +b))
I\ P = (X - AP, or P, € C[X]..., pour le cas réel, on pu[[,(X — \)Q, @ € R[X]

n’a aucune racine réelle, or si Q(2) = 0,Q(Z) = 0, donc...

Polynémes et racines n-iémes :  soit A(X) et B(X) € K[X], on montre en factorisant
par les racines, et remplagant B(X) par B(z) pour tout z non racine que

X" 1= nHl (X - e”f”> AX)" — B(X)" = nﬂl (A(X) - em}’f”B(X))

Relation coefficient-racines : soit P = p, [[,_;(X — Ag), on a les relations :

n
® (071 = Z)\k = —1pn_1 ® (J9 = Z )\1)\1 = (—1)21@
k=1 Pn 1<i<j<n Pn
n n
s o=y =) e g =[[a=
k=1 Pn i=1 Pn

Cas général : o, = Z <H )\Z,> _ (_1)n—kpn—k

Ie2, (1, n])\iel
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19.4 Arithmétique dans K[X]

DIVISION EUCLIDIENNE : soit (A, B) € K[X] x K[X] \ {0},

A=QB+R

. . : 2 A 1
il existe un unique couple (@, R) € K[X]* vérifiant { deg(R) < deg(B) — 1

Unicité facile, pour I'existence, on pose n > deg(A),deg(B) et ¢ : K, _geg(m)[X] X
Kieg(p)—1/X] — K, [X] linéaire et injective, donc surjective.

Algorithme d’Euclide : pour (A, B) € K[X]?, B # 0 on définit la suite d’Euclide
pp=Aetp =B

Pn—2 mOdpn—l si Pn—1 7é 0
0 sipp_1 =20

Il existe N € N*, Vk € [1, N],pr # 0 et Vk > N, p; = 0. (suite de degré strictement
décroissante). On a alors D(A)ND(B) = D(pn) (D(pi) N D(pi+1) = D(pi—1) N D(pi))

PGCD: soit (Ay, As) € K[X]? (A3 non-nul), alors E = {deg(P), P € D(A;) N D(A3)}
P e D(A,) ND(A,)
deg(P) = max FE '
Tous les pged de (Ap, Ag) sont associés. On note A A B le pged unitaire. On pose
OANO=0

Association : py est un pged de (Ay, As) et P | py or deg(P) = deg(pn). Le pged
vérifie alors les propriétés :

e (ANBYANC=AAN(BAC) o (U, V)eEK[X]),AU+BV =AAB
o (CAN(CB)=C(ANB) (démo par la suite d’euclide)

admet un max. Un polynéme P est pged de (Aq, As) lorsque {

PGCD multiple : 1’associativité permet de définir A; A ... A A,, on a alors :
e D(A)N...ND(A,) =D(A1AN...NA,)
o AN...NA, =05 (A1, ..., A,)=(0,...,0)
o J(Uy,....,U,) e KIX]", A\Ui + ...+ AU, =A1N...NA,
o deg(A; A...NA,)=max{deg(P), P diviseur des A;} si Vi € [1, n],A; #0

A|PetB|P
deg(P) = min {deg(Q), 4, B | Q}
alors, P(A A B) et AB sont associés, donc tous les ppcm sont associés. On note
AV B le ppcm unitaire et AV B = 0si A = 0ou B = 0. Finalement PK[X] =
AK[X] N BK[X]. Le ppem est associatif

D faire la division de ) par P et exploiter la minimalité. Association par divisibilité,
Bezout et écrire A = Q1(A A B), alors Q1Q2(A A B) multiple de P...

PPCM: Pestppemde (A, B) € (K[X]\{0})?si {
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Polyn6émes premiers entre eux : on reprend les mémes définition que pour 'arithmé-
tique dans Z (9.3 page 27) (A, ..., Ag) sont premier entre eux :

— dans leur ensemble si A; A...ANA, =1

— deux a deuxsiV(i, j) € [1, k]* i # j = A; A Ay = 1.
On a alors les théorémes suivants :

fAl/\.../\Ak:1<:>E|(U1, ...,Uk), AU + .. .+ AU =1
AinC =1
— { : = Ay x ... x Ay A C =1 (multiplier les relations de Bezout)

AgAC =1
— AANB=1=V(n,p) e N}, A"ABP =1
— ANB=1et A| BC = A|C (Gauss)
— Vi, A; | C et Ay, ..., Ay premier deux-a-deux = A; X ... X A, | C

Polynémes irréductibles : un polynéme P est irréductible s’il est non constant et si
D(P) =K*U{AP,\ € K*}.
— les irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1
— les irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 et ceux de degré 2 sans
racine réelle.
Deux polynoémes irréductibles non associé sont premiers entre eux. Démo en revenant
aux factorisations

Ordre de multiplicité : on note m) p la multiplicité de A en tant que racine de P. Soit
(A,B) e K[X]? on a :

m = minm m
o A|B&SYAECMAa<mAp ® YAE cc,{ \ANB AA> TAB

mx Avp = IMaX M) A, M)\ B

Division euclidienne : on procéde a la méthode par soustraction successive :

X442X3 - X2+ X+1|X2-X-1 Q, R = P, A
-X*+ X3+ X? X?4+3X + p = deg(B)
3X3 + X+1 while deg(R) > p:
—3X34+3X?2+3X K = —R[dg[gqu)]Xdeg(AL)*P
3X2+4X +1 Q=0Q+K
R = R - BxK
X +4 return Q, R

20 Fractions rationnelles

20.1 Ensemble K(X) : structure

Construction : soit (A, B,C,D) € (K[X] x K[X] \ {0})%. On définit la relation
(A,C) ~ (B,D) <& AD = BC. C’est une relation d’équivalence. On note % la

classe de (A, B). K(X) = {%, (A, B) € K[X] x K[X]\ {0}}
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. AR Arati A, C _ AD+CB A C _ AC
Structure de corps : on définit les opérations 5 + 5 = “55 5 X 5 = 3p-
Ces opérations respectent bien les classes d’équivalence. (K(X )s + ><) est un corps,

Ox(x) = %, Ig(x) = % On identifiera par la suite K[X] a /Tl (mémes opérations).

Structure de K-espace vectoriel : on définit \ - % = )‘?A Alors (K(X), +, ) est un
K-espace vectoriel. K[X] en est un sous-espace donc sa dimension est infinie ((X*)ren

libre et infinie). Une base de C(X) est (X*)pen V (ﬁ)mc

keN
Degré :  soit f = % € K(X), on pose deg(f) = deg(A) — deg(B). On retrouve
les propriétés :

o deg(fg) =deg(f) +deg(g) o deg(Af+ pg) < max{deg(f), deg(g)}
o deg(f/g) = deg(f)— deg(g)

Le sev K ;(X) : on définit K,(X) = {f € K(X)/ deg(f) < n}. Clest un sev de

K_1(X) est un sev de K(X)
K(X). On a notamment { K_,(X) @ K[X] = K(X)
mentarité en faisant la division euclidienne.

. On montre la supplé-

Forme irréductible : soit f € K(X), il existe un unique couple (A, B) € K[X] x
K[X]\ {0} vérifiant f = % et AN B =1 et B unitaire.
Pour 'existence, poser Ay = AALB..., I'unicité en exploitant le produit en croix
Racines et poles : soit f € K(X) de forme irréductible %

— les racines ou les zéros de f sont les racines du numérateur A(X)

— les poles de f sont les racines du dénominateur
On a {poles} N {racines} = (). La multiplicité des poles et des racines est définie.

. N . . A'B— B'A
Dérivée : soit f € K(X), f = 5, on définit la dérivé de f par f' = 52 .

relations usuelles de dérivation s’applique, en particulier, pour g € K(X), B(g) # 0,
ona (fog) = f(9(X))g'(X)

Les

20.2 Décomposition en éléments simples dans C(X) et R(X)

BASE DE C(X) : la famille

(X*) e V <m> sec est une base de C[X] @ C_1(X) = C(X)

keN
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Liberté : deg ﬁ
(J)
On pose (e tel que Y w25 = 0. Produit par [T%_; (X — X;)", puis pour a € [1, p],

Qo= (X = )" quJQ deg(Qu) < N — L or (X — A)" | Q, done Q, = 0...

. n o Ko —1[X] . Ko, 1 [X] = Kaegy—1/X
Génératrice : f = EvB = pu ][ (X =X)% ¢ = < 1l ](Uz) 11 X] . Z:dkg1 Ukl[_llek

linéaire et injective (produit par dénominateur et divisibilité), donc surjective.

<1 1 1 1 1
< —1. On COHSldere <W, ceey m, NN W) ceey (X—)\p)N>'

DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES : soit f = 4 € K(X), si deg(f) > 1, on
fait la division euclidienne de A par B pour trouver la

On factorise entiérement B = ,uH(X — )\Z-)a’l_[(X2 +a; X + b)) (si f € R(X))
j=1

1=1

) n B AWx s
Al =
Ol"Sf —l_ZZ(X )‘)k+ZZ(X2_|_aJX+bJ)k:

i=1 k=1 j=1k=1

Identification : on peut identifier les coefficients avec ces techniques :
— ( est le quotient de la division euclidienne
— symétrie et unicité (remplacer f(X) par f(—X) ou f(X)

— pour un poéle simple ou maximal A en évaluant f(X —\) = (XfA)Q(X —)\) = %
AN AW

donc,u T:W

— produit par X* et passage a la limite pour le coefficient dominant
— évaluation en plusieurs points et résolution de systéme

DES de 5§+ on écrit P = p [0 (X — X)% = p [} (X —t;), alors
P(X) & o NS |
PY) (¥ -h) X,
=1 j=1 J

21 Développements limités

21.1 Formule de Taylor-Young

Une intégration de o : soit a € I intervalle non trivial de R, ¢ € €}(I,K) et n € N :
/ _ _ n _ — _ n+1
P = o (t—a)) = w)—p@) = o ((t-a)yh)

Démo par €, on trouve 1 en controlant |¢'| puis I'inégalité des accroissements finis.
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FORMULE DE TAYLOR-YOUNG :soitn € N, f € €"([,K),et a € [ on a:

(t —a)’ (t —a)

F®) = f(@) + (t - a)f'(@) + 2 f"(a) + ...

- D o) 1 o (= ay)

1=0

on pose alors P =3%"" WX “ le polynéome de Taylor de f en a & I'ordre n

“£™(a) + .0 ((t—a))

La démonstration se fait en intégrant successivement f(t) = £ (a) + o(1)

Formulaire de développements limités : on a les DL suivants en t — 0 :

1 1 :
— =1 SR SR " — — =
o T lHtHEH T+t o (1) — gt
1 1 1
—— =1—t+ =+ (=1 t" =
* T+t i o (ST 0 () 1+t 1- (-1
In(1+1t) =t t2+t3 ( 1)”+1tn+ (t") d(l (1+1))
e In =t——4+—=—...(— —+ o0 — = ...
2 3 n  t-0 dt "
’ t° nt2n+1 2n+1 !
o arctant:t—g—kg—...(—l) 2n+1+t30(t ) arctan’ = ...
. 2 3 tn .
o ¢ :1—|—t—|—§—|—g—|—...—|—a—|—t30(t) Taylor-Young
t2 t4 pt2p %
) COStzl—E—Fﬂ——'—(—l)Q—p'—FtSO(t )
P ot 2p+1
mt=¢t——+——... -1 — P
¢ o 6 "0 T gy Tt
—1 o (o= 1
e 4t o1tars o=, jalamnt D g
2 n! =0

21.2 Développement limités

Définition :  on dit que f € € ([, K) admet un développement limité a 'ordre n en a,
noté¢ DL, (a) lorsque

A(ag, ..., ay) € K”,f(t)tiaao—kal(t— a)+ ...+ a,(t — a)”+t8a ((t—a)")

On appelle partie réguliere de f en a a l'ordre n le polynome P = Y " ja;(X —t)".
Lorsqu’il existe, le développement limité est unique.

Si f est paire, on sait, par unicité, que le DL n’admet que des termes en (¢ — a)?.
Inversement, si f est impaire, son DL ne contient que des termes en (¢ — a)?'*.
Déterminer un DL, (a) de f(t) revient a déterminer un DL, (0) de f(a + h)
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CS/CN de développement limités : f on a les propriétés :
— f admet un DLy(a) < f continue en a. f(t) = f(a )+ o ( )

— f admet un DLy (a) < f dérivable en a. f(t) = f(a )—l—f( J(t—a)+ o (t—a)

t—a
— fadmet un DL,(a) avec p > n = f admet un DL, (a)
— fe¥"(I,K) = f admet un DL,(a)
— f dérivable et " admet un DL, (a) = f admet un DL, 11 (a)

— f dérivable et { ;,aacgilneett IEL%IL”JF(IG()G ) = la partie réguliére de DL, (a) de f’

est la dérivé de celle du DL, 41 (a) de f.

DL et étude locale : soit f: I — Ket a € I\ {bornes}. On suppose que f admet un
DLsy(a) : f(t) = f(a) + f'(a)(t — a) + az(t — a)?

— f'(a) =0 et ag > 0 = f admet un minimum local en a

— f'(a) =0 et ag < 0= f admet un maximum local en a

— f admet un minimum local en a = f’(a) =0 et as > 0

— f admet un maximum local en a = f’(a) =0 et az <0
Démo en étudiant la limite de ((—) Si f e (I,K), as = fﬂéa
La droite y = f(a) 4+ f'(a)(x — a) est la tangente au graphe de f en (a, f(a)). le
premier terme a, # 0 apparaissant dans le DL détermine par son signe et la parité de
p comment f tend vers la tangente. (un tangente en +o0o est un asymptote)

—

Opérations sur les DL : on définit la forme normalisée d’'un DL, en posant j =
min {k € [0, n] /ar, # 0}, f(t) = (t —a)[a; + ...+ an(t —a)" 7 + o((t — a)"7)].
Alors pour le DL,, de f et le DL, g en a de premier termes non-nuls ¢ et j, f X g
admet un DL & l'ordre i + 7 + min{n —i,p + j} (et de méme pour le quotient)

22 Intégration

On note a,b deux réels, a < b, %B([a,b],K) le sev des fonction bornés de K@Y
contenant les fonction continues, et & ([a, b], K) I'ensemble des fonction escaliers.

22.1 Intégration d’un fonction escalier sur [a, b

Le sev &([a,b],K) :  soit f: [a,b] — K on dit que f est une fonction escalier si

a=t0<...<tn=b

* n+1
Fn € N, 3o, -+ s tn) € [a, 07T, { Vi € [0, n — 1], fijt,t,,,[ €St constante

Cette liste est une subdivision de [a, b] adaptée & f. On peut lui insérer un nombre fini
d’éléments et rester adapté. V(f, g) € &([a, b], K)?, 3 une subdivision adaptée a f et g.
D’ou &([a, b], K) est stable par somme et produit. De plus, &([a, b], K) C %([a, b, K).
et contient les fonctions constantes sauf en un nb fini de points.
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INTEGRATION : pour f € &([a,b],K) et 0 = (to, ..., t,) une subdivision de [a, b]
adaptée a f on pose :

I(f,0) —Z(tm_t)f( z+1+t>

I(f,0) ne dépend pas o, on appelle intégrale de f entre a et b, noté f[a b] f

Propriétés de lintégrale : pour la fonction intégre S : p — f[a,b] Y on a
— S est une forme linéaire sur &([a, b], K) (stable par + et -)
— si f est constante égale a A, f[a’b] f=X(b—a)
— si o] = ¢y sauf en un nombre fini de points, f[a’b] 0] = f[a?b} 09

— 81 M > |901| fab] 901‘ < M(b - CL) et f[a,b] 901902‘ < Mf[a,b] |902‘
> 0= = 0
— si p € &([a,b],R), alors f
¥1 2 (702:>f[abgol/f[ab902
o Re( f[a,b] g0) - f[a,b] Re(gp), Im( f[cub} SD) - f[a,b] et f[a,b] Y= f[a,b] ¥

22.2 Intégration de fonctions continues par morceaux

Le sev €0, ([a,b],K) :  soit f € Kl f est continue par morceaux s'il existe (to, ..., t,)
une subdivision tel que :

Vi € [0, n — 1], fijt;,t:,,] continue et admet des limites finies en t et

Alors, [ € €5,([a,b],K) C ZB([a,b],K), stable par combinaison linéaire et produit.
On a 6, ([a, 0], K) = &([a, b], K) + €°([a, b], K)

Démo : bornes atteintes sur fj, 4,,,| prolongée, et construction d’un fonction continue
a partir de f en lui sommant une fonction escalier...

THEOREME DE HEINE : soit f continue sur un segment [a, b], alors
Ve >0, 3n >0, V(z,y) € [a,b]? [z —y| <n = |f(z) - f(y)<e
On dit que f est uniformément continue. On en déduit que

Ve >0, 3p € &([a,b],K), Vt € [a,b], |f(t) —p(t)| <e

Heine par l'absurde, on construit (x,) et (y,), elles admettent des sous-suites conver-
gentes. On construit ¢ par la méthode des rectangle.

Approximation uniforme : pour tout f € Cgom([a, b], K), pour tout n € N, il existe

n € &(|a,bl,K) tel que
i (la, 8 ) tel q sup |f — pn| ——— 0
[ab] n — +oo
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Existence et unicité de limites : on a [, = f[a b P converge vers un valeur indépen-
dante de ¢,,.

f[a,b] Pu(p) — f[a,b] va(p)‘ <
f[a’b] ‘gpu(p) — gpv(p)’ or }gpu(p) — gpv(p)‘ — 0. L’indépendance de ¢,, se montre de la méme
maniere.

(1) admet un valeur d’adhérence d’aprés BW, I'unicité vient de

INTEGRATION : soit f € € ([a,b],K); il existe ¢, € &([a,b],K)" tel que
sup |f — on — 0 0, on deﬁmt alors
[a,]
/ f= lim Pn (définition indépendante de (¢y,))
] "7 0 (a]

Propriétés de lintégrale : elle prolonge l'intégrale sur &([a,b],K) et vérifie pour

(f,9) € Cpu([a, 0], K)%, |g] <m

fun ] < Ju 1] \f o <m(b—a)

[a,b]fg‘ \Mf[a,b]!fl ab fg‘ ’\/ ’f \/ [a,b) 9’
o [20= [,,f20 o f29= [yfZJuno

¢ Re/Im (f[a,b] f) = Jiuy Re/Im(f) e f[a,b]f = Jun I

Revenir a la définition, et montrer que si ¢, convient pour f, |p,| convient pour |f]|

Strict positivite : soit f € €°([a, b}, R) non nulle a valeur positive, on a [ (a,b] f>0
Preuve par e, en construisant une fonction de & entre f et 0

Intégrale nulle : soit f continue et positive sur [a,b], on sait que [ (a.b] f=0=
vVt € [a,b], f(t) =0

22.3 Intégrale orientée

Définition : soit I un intervalle de R, et f € K!. On dit que f est continue par
morceaux sur I, lorsque V(a,b) € I?,a < b = Sija) € %Sm([a, b], K). Dans ce cas, on
définit pour (a,b) € 1% :

b —|—f[a,b]f sia<b
ft)dt = —f[b’a]f sia>b
@ 0 sla =

Elle vérifie les inégalités usuelles sous réserve de signe ‘ fab f(t) dt} < . Ei?{labl})} |f(t)] dt,

ainsi que les inégalités strictes ci-dessus.
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Relation de Chasles : soit (o, 8,7) € I, et f € € (]3 K), on a :

| s dt/f dt+/f

Cas a < 8 < vy, on revient au définition (¢y,,)..., les autres cas s’en déduisent facilement.

THEOREME FONDAMENTAL DE L’ANALYSE : soit f € €°(/,K) et a € I. On pose

g:<§3 : Hj(;:cf(t)dt)Onage%l([,K)etg’:f.

Réciproquement, pour £ € €1(I,K) tel que F' = f,on a fZ ft)dt = F(B)—F ()

Par e, taux d’accroissement x—lxo f; f(t) — f(xp) dt et la continuité de f.

Primitives : 'ensemble {(z — [7 f(t)dt + ) ,A € K} C K’ est I'ensemble solution
de v = f. La fonction z — [ f(¢) d¢ est P'unique solution vérifiant y(a) = 0

Changement de variable : soit J T L> K, avec p € €, f € €° soit (o, B) € J?,
on montrer via les primitives F' et F' o ¢ que :

B o(B)
/ Flot) x () dt = / F(u) du
« ‘P(Of)

Intégration par partie : soit (u,v) € €1(I,K), et (a,b) € I, on sait que :

/ (ot dt = [u(t)o()]’ — / (B (1) dt

Fonctions paires et impaire : soit a € R et (f,g) € CKO([—CL, al, R) paires et impaires,
alors [ f=2['fet [ g=0, preuve par changement de variable.

Formule de Taylor avec reste intégral : pour n € N, f € €""(I,K), et (a,b) € I?,
on a l'égalité :

fb) = Z( f('“)( )+/ b= f”“(t)dt

On la montre par récurrence, en partant de f(b) )+ f t)dt, puis en
intégrant par parties.

Inégalité de Taylor-Lagrange : soit n € N, f € %n+1([, K) et M > 0 un majorant de
}f(”+1)|, on a l'inégalité :

n —a k
) -3 L ) <

k!
k=0

‘b _ a|n+1

(n+1)!
Dans 'égalité précédente, remplacer t = a + u(b — a) pour intégrer entre 0 et 1

71



Cours Maths MPSI Dorian Lesbre

Sommes de Riemann : S0it f € ¢°(1,K) et (a,b) € I, R, = ba Z (a + kb_a)

On a alors (R,) —— f f, on peut majorer l'erreur si f est de classe €' par
n — +00

O (%) Il s’agit de la méthode des rectangles a gauche. On peut egalement appliquer
cette méthode a droite S, = R, — f(a) + f(b), au point médian en 5(ag + ap1.

On peut avoir une suite convergeant plus rapidement pour des fonctlons de classe €
et plus (ex : trapézes 1), = 1(R, + S,,) en O (35)

Calcul intégral : on peut intégrer toute fonction rationnelle sur un intervalle ou le
dénominateur ne s’annule pas : (pour le trindmes, mettre sous forme canonique)

r b
b — .
/_1 o = ], sik>2
o« (T=2) (z-N)]  sik=1

b
b -1 .
/ g 2r + - _(k1)(x2+ax+5)k1Lb si k> 2
o (27 +az+5) In(z*+ox+ )], sik=1

Pour le cas m, trouver une relation de récurrence par IPP, ou changer de variable

pour se ramener a arctan’.

23 Opérations élémentaires sur les matrices

23.1 Opérations élémentaires

Définition : pour (n,p) € (N*)? et A € M,, (K), (a,b) € [1, n]]Q, (o, B) € [1, p]]2
et A € K ¢ =n ou p on définit les opérations élémentaires suivante :

Nom Opération Matrice Inverse
Echange é“ z 1(;;,6 I,— B&P — BG? + BSY + BV | L, Ly
Dilatation | A0, Lo~ A La I+ (A= 1)E%Y Lo+ Y.L,

T CL+—AN-C,

a#b Lg+ Lo+ X-Lp L+ AE"
a#fB Co+ Co+X-Cp 1+AEW

Transvection

TABLE 7 — Opérations élémentaires sur les matrices

Les matrices d’opérations sont définies en effectuant la méme opération élémentaire
sur l'identité. On a alors pour £ un matrice opération ligne et £/ une matrice opération
colonne : A’ =FEA et A” = AF.

Algorithme de calcul du rang : les matrices résultantes d’opérations sont équivalentes,

ai,1 ~Ll,p—l ] on arg(A) =1+ rg(ﬁ), car

)

leur rang est donc le méme. Pour
n—1,p An—l,p—l
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A équivalente & J,...
Algorithme : r = 0, tant que la matrice est non-nulle

1. Choisir un coefficient non nul et le placer en haut a gauche
2. Annuler par transvection la premiére colonne sauf en haut

3. recommencer avec la matrice extraite de (2,2) a (n,p), r =r+1

Conservation par les opération : soit A € M, (K), B une matrice construite a partir

d’opérations élémentaires sur les lignes de A et C' construite a partir d’opérations sur
les colonnes. Alors il existe (@, P) inversibles, B = QA, C = AP

rg(A) =rg(B) =rg(C) Ker(B) = Ker(A) Im(C) =Im(A)

Décomposition dans G1,(K) : pour A € Gl,(K), il existe p € Net (Eq, ..., E,) des
matrices d’opérations élémentaires sur le lignes telles que Eq...FE,A = I,, on en
déduit alors un inverse de A (Ey ... E,), en faisant les mémes opérations élémentaires

sur A et l'identité.
I, M

0 B
coeff non nul dans la premiére colonne de B (car rg(B) = n — k), Pamenant en haut
de B (échange), le normalisant puis annulant tous les autres par transvection.

Preuve par récurrence, on passe de a la matrice du rang £+ 1 en trouvant un

23.2 Systémes linéaires

Systéme : pour S un systéme linéaire & n équations et p inconnues, on pose A €
M., (K) la matrice des coefficients, et b € M,, 1 (K) la matrice des seconds membres.
On, pour x € KP, x est solution de S < Ax =b

Az = 0 est le systéme homogeéne lié a S et a pour ensemble solution Ker(A). De fagon
générale, on a pour x € K?

Z(S) =0 ou (S) ={xo} +Ker(A) = {xo+t,t € Ker(A)}

Opération sur les systémes : on peut résoudre un systéme en partant de la matrice
[A : b} . Les opérations élémentaires sur les lignes ne modifient pas ’ensemble solution,
et on peut intervertir deux colonnes de A : 7, < p si on interverti également solution.
On peut donc triangulariser le systéme avec un méthode du pivot de Gauss (6.1 page
17) on obtient r = rg(A) pivots non nuls, n — r équations de compatibilité et p — r
inconnues secondaires.

Systémes (n,n) : si A est inversible, on parle de systéme de Crameur, il a alors une
unique solution A~'b
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24 Déterminant

24.1 Etude succincte du groupe (.%, o)

Définition : .7 = {bijections de [1, n] dans [1, n]}, c’est-a-dire ’ensemble des per-
mutations, on a #.%, = n!. Il posséde les éléments remarquables suivant :

N o o ksik g i}
— Transposition 7; ; pour i # j € [1, n] défini par 7, ;(k) = isik=j lya(2)
jsik=1
transpositions. Tfj = id[, ]
ksik¢{ar,...,ap}

apsik=aeti<p . Flle

a1 sik=ap
est d’ordre p. Il y a ( " ) (p — D! p-cycles. Un p cycle est le produit de p — 1
transpositions

— p-cycle (ay, ..., a,) distincts 2-a-2. défini par f(k) =

Cycles a support disjoint : laliste (ay, ..., a,) est appelée support du cycle (ay, ..., ap).
Deux cycles a support disjoint commutent.

dpeN
vf Ey"’{ (e, . .

., Cp) des cycles a support disjoint f=eao...0oq

MORPHISME SIGNATURE il existe un unique morphisme € : .45, — {—1,1} non
constant,

Unicité : on montre que pour 7 un transposition, (1) = —1, or toute fonction peut se
décomposer en transposition. Existence, la construire a partir de (7) = —1.

Permutation paires : on pose .7, Ker(s) I'ensemble des permutations paires.
o, est un sous-groupe de .%, de cardinal n' En effet, pour 7 une transposition,

( I\ Ay — ) ot < A\ T = d )sont bijectives.

o = T OO0 o — O OT

24.2 Déterminant

Fonction p-linéaires alternées : soit &/ un K-ev, p € Net ¢ : EP — K.
@ est p-linéaire lorsqu’elle est linéaire par rapport a chacune de se variables :

EF —- K
T = (U1, Ve, T, Vi1, - - Up)

Y(vr, ..., v,) € BPVi € [L, p]],< )E.Z(E, K)

@ est alterné lorsque I'image d’une p-liste ayant deux fois le méme vecteur est nulle.

V(v, ..., vy) € EP, [H(i,j) € [1, p]]Q,vi:vj eti#j] = @(v1, ..., 1) =0

Si ¢ est p-linéaire alternée, alors on a les propriétés :
— pour 0 € 7, et (vi,...,v,) € B 0(v,01), -, Vs(p)) = €(0) X p(v1, ..., V)
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— 81 (v1,...,vy) € EP est liée, alors p(vy,...,v,) =0
— en posant y; = x; + Z#i Ajvj,ona (Y, ..., Yp) = @1, ..., 0p)

DETERMINANT : pour E un K espace vectoriel de dimension finie n, et b =

(é1,...,€,) une base de E, on pose (e, ..., €}) les formes coordonnés associés.
E™ — K
n
det, =
b (@1, z) = Y e(@) [] eng ()
oES, =1

C’est une forme n-linéaire alternée non nulle, det;(b) =1

Alternée : poser 7 qui inverse les deux éléments identiques, puis décomposer sur les
fonctions paires et impaires.

Propriétés : soit ¢ : £" — K une forme n-linéaire alternée, alors
1, oy Tp) € E" (X1 ooy ) = @(€1, 00 vy €) X detp(xy, ooy y)
a est liée <& dety(a) =0
a est libre < dety(a) #0
Décomposer x1, ..., x, dans la base b. Si a libre, alors a est une base.

On en déduit que pour a € E",

Déterminant d’un matrice carré : soit b la base canonique de K", soit A € M,, (K),
on définit le déterminant de A par det(A) = Y ., e(o) [[;Z; Asgi),s on a alors
det A = det,(C1(A),... Cy(A))

det(A X B) = det(A) X det(B)
Poser ¢(x1,...,x,) = (Azy, ..., Az,) n-linéaire alterné et o(C1(B),...) = det(AB)

o det(*A) =det A o det(BA) = det(AB)
o det(P'AP) = det(A) o det(P ') = (det(P))!
o det(A") = (det(A))" o det(AA) = \"det A

n k
o det(T € T,(K))=> T det(Ay x ... x Ay) = [ [ det Ay,
=1 =1

o AcGlL(K) e det(A) #£0

Opérations élémentaires : un transvection ne change pas le déterminant, un échange
inverse son signe et une dilatation de facteur A le multiplie par A.

A - B n
Déterminant de matrices blocs : on a det [ Do :| = | | det(Ai)
0 - A ,
" 1=1

On montre les cas [g‘ i] et [ﬁl ﬂ en posant ¢ : (z1,...,1x,) — det [“l'd"% ﬂa p-

linéaire alternée, puis un produit pour se ramener au cas général
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Développement par ligne et colonne : pour A € M, ( ) ( ]) € [[1, TL]], on note

A; j la matrice extraite en suppriment la ¢-¢me ligne et la_j-iéme colonne de A.

det(A) =) A;i(—1)"Fdet(Aix)  det(A) =Y Ay;(—1)" det(Ayy)
k=1 k=1

Développer la j-iéme colonne sur la base canonique puis utiliser la n-linéarité et per-

muter les colonnes puis les lignes pour amener le vecteur e; en haut a droite

Comatrice : pour A € M, (K), on définit la comatrice de A par Com(A) =
(( 1)i+90 det (A, Elle vérifier 'Com(A)A = A'Com(A) = det(A)I,, donc

7]) 1<i<n?
1<_7<n

si A inversible, A7 = < t(A)"Com(A)
Pour i # j, partir det[C1(A),...,Ci(A),...,Ci(A),...,C,(A)] =0

Systémes de Crameur : pour A € Gl,(K), (z,y) € (K")?, il existe unique solution du

systéme Az =y : A~'y. Sion pose pour j € [1, n], 4; = [C1(A),...,Cj-1(A),y,Cj11(A),...

1 det(Al)
on a alors A~ (y) = th( )
det

Déterminant de Vandermo?de :, pour (121, Ce Zn) € K" on a:
ST T
I AT | CT
Z;L:* zg:* z;::*l 1<i<j<n
1 1 X0

Par récurrence, poser P = de degré n — 1 ayant n — 1 racines...

n—1 n—1 n—1
A ez X

24.3 Déterminant d’un endomorphisme en dimension finie

Définition : pour F un K-ev de dimension n, et (b,b") deux bases de F, on a pour

ue Z(F), det(My (u)) = det(My (u)), on pose donc det(u) = det(M, (u))

o det(uow)=det(u) x det(v) o det(u") = det(u)*
o det(Au) = MM E det(u) e u€GlE)< det(u) #0
Puis pour (z1,...,x,) € E", det(u(xy), ..., u(z,)) = det(u) x det(zq, ..., x,)

24.4 Orientation d’une base d’un R espace vectoriel

Orientation : soit £/ un R-ev et b et &’ deux bases de FE on dit que b et b’ ont méme
orientation lorsque det,(d') > 0, C’est une relation d’équivalence dont 1’ensemble
quotient admet deux éléments. Pour une base de référence by, on appelle base directe
une base ayant la méme orientation que by, et indirecte les autres.
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25 Equations différentielles

25.1 Equations différentielles a coefficients constants

Equation du premier ordre : soit a € K et I un intervalle non trivial de R. L’ensemble
solution de I’équation différentielle y’ 4+ ay = 0 est I'ensemble :

Sy = { g : er_at : )\GK} ={fe2,K)/vtel, f'(t)+af(t)=0}

Démo, poser g = e f, ¢’ = 0 sur l'intervalle I donc g constante

Equation du premier ordre : soit a € K* et (b, ¢) € K2, on note P(X) = aX?+bX +c
le polynome caractéristique de I'équation ay” +by’+cy = 0, et (21, 22) ses solutions.
Les solution de I’équation différentielle sont alors :

217&22 o I - K 9
Cas 1 (21,22) €K2 ‘%_{ t — )\let—l—uez2t ) ()‘nu) c K }
- I =K 9
Cas 2 21 = 2 «%—{t,_)()\Jr“t)ezlt,()\,u)GK}
K=R _JI =K 5
Cas 3 (21,22) € (C\ R)? 7 _{ t — e (Acos(wt) + psin(wt)) ’ (A n) R }

Poser g = e f on a ag’(t) + P'(21)g'(t) + P(z1)g(t) = 0, donc...

Dimension des ensembles : pour une équation du premier ordre, .%% est un sev de
K’ de dimension 1, et de dimension 2 pour un équation de second ordre (liberté des
familles génératrices)

25.2 Premier ordre : coefficients non-constants

Résolution : soit (a,b) € € (I, K)?, on veut résoudre y’ + a(t)y = b(t), il existe
A € €*(I, K) une primitive de a. Soit f € 2(I,K), g : t = f(t)e) dérivable et
g =t AU () +a(t)f(t)), on en déduit que

I - K
t — e ()ftoe *)b(s) ds + Ae=4®)

Solution homogeéne et particuliére : ' + a(t)y = 0 est I'équation homogene associé.
Son ensemble solution est un sev de dimension 1, pour f; une solution non nulle
de (Eg) et fi un solution particuliere de (F), on a % = {A\fy, A € K} et % =
{)\fo + fi, A € K}

Pour by, by continue et fi, fo solution de Ej, = b1(t) et Ej, = by(t), on a A\f1 + pufo
est solution de ¥ + a(t)y = \by(t) + uba(t)
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y' + a(t)y = b(t)
y(to) = Yo

un unique solution. On en déduit que les graphes de solutions sont disjoints sur I, (et
donc supérieurs ou inférieurs partout si K = R)

Probléme de Cauchy : pour tg € I et yy € K, le systéme { admet

Méthode de variation de la constante : résoudre I’équation homogéne en la transfor-
mant en & = a(t) donc In(y) = A(t), puis & partir de la solution, transformer la

constante en fonction pour trouver une solution particuliére.

Raccord : pour une équation du style a(t)y’+y = b(t) ou a s’annule sur R, on résoud
'équation sur R\ {zéros de a}, et on raisonne pas CN/C'S en exploitant la dérivabilité
et contiuité au point de raccord.

25.3 Second ordre : coefficient constant et second membre

Résolution : pour ay” + by’ + cy = d(t),a # 0,d € €(I,K) si on a (fy, f1) une base
de I'ensemble solution de I’équation homogéne et fy une solution particuliére, alors

Sp = {fa+ Mo+ pfi, (A p) € K}

Solution particuliére de ay” + by’ + cy = Ae* : On pose P = aX? + bX + c.

— Cas P(\) # 0, alors t — %e” €

— Cas P(\) =0, P'(\) #0, alors t — %te” €%

— Cas P(A\) =0,P'(\) =0, P"(\) #£0, alors t = pryt’e € %

Solution particuliére de ay” 4+ by’ 4+ cy = Asin(wt) : pour (a, b, C) € R, on pour ¢ une
solution de ay” + by + ¢ = Ae™', on a R(p) solution de ay” + by + ¢ = A cos(wt) et
J(p) solution de ay” + by + ¢ = Asin(wt)

Probléme de Cauchy d’ordre 2 : soit a € R* (b,c) € R? d € % (1,K), ty €
ay”" + by +c =d(t)

I et (yo,v9) € K2 le systéme { y(to) = o admet une unique solution.
o (to) = v
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26 Espaces euclidiens

26.1 Produit scalaire

DEFINITION : soit E un R-ev, ¢ : £? — R, est un produit scalaire sur £ si elle est :
— bilinéaire (linéaire par rapport au deux variable)
— symétrique (V(z,y) € E% o(z,y) = ¢(y,x))
— positive (Vo € E, p(z,x) > 0)
— définie (Vx € E,p(x,z) =0r < z = 0p)
On dit que (F, ) est un espace préhilbertien réel, ou euclidien si E est de dimension
finie.

On définit la norme euclidienne de z € E par ||z|| = \/¢(z, x)

Exemple ( (R"?  — R ) ot < % (la,b],R) — ]Rb )
((CC@), (yl)) = Z?:l TiYi <f7 g) = fa f(t)g(t>dt

Propriétés :  si ¢ est un produit scalaire alors pour tout (z,y) € E?

o VAER, |Az|| =7 o VzeE\{0g}, |zl >0

e(z,y) < ||z|| X [yl

o Inégalité de Cauchy Schwarz : .,
& Y { p(z,y) = [lz|| x [yl & (z,y) est lice

|z 4+ yll < [lzll + llyll et [llz]l = llylll < [lz £yl

Inégalité tri laire :

Pour CS : y # Op, partir de p(z + ty, x + ty) > 0 et développer. On a également :

2 2 2 2 2 2
o llz+yll” = Ilzl]” + lyll” + 2¢(z,y) o o(z,y) =3l +yll” = [lz]” — llyll°)
2 2 2 2 2
o llz—yl” =Ill=l"+llyll” — 2¢(z,y) o o(z,y)=5(lzl”+ llylI" = ll= + yll)

2 2 2 2 2 2
o [z+yll"+llz—yll" = Il=l"+ |yl o o(r,y)=5(lz+yll” [l —yl")
n
2 2
o e +...Fey| :ZHeiH +2ng(ei,ej)

i=1 1<i<j<n

26.2 Orthogonalité

Définition :  soit (F, (-, -)) un espace préhilbertien réel, (z,y) € E?, F et G des sev
et (A, B) € Z(E)?,

— x et y sont orthogonauz lorsque (x, y) = Og

— x est unitaire lorsque ||z|| = 1g

— F et G sont orthogonauz lorsque Y(f,g) € F x G,{f, g) = Og

— on définit I'orthogonal de A : A+ ={u € FE /Va € A, (u, a) = O}

— (e;) est une famille orthogonale lorsque Y(i, ) € I%,i # j = (e;, €;) = Og

— (e;) est une famille orthonormeée lorsque V(i,7) € I?, {e;, ;) = &;;

— sl F @ F*, on définit le projecteur orthogonal & F : ppp.

— p € Z(E) est un projecteur orthogonal si p? = p et Im(p) = Ker(p)*
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Propriétés : on a alors :
— le seul vecteur orthogonal & tout autre ou/et a lui méme est nul
— pour Fi, ..., F, 2-a-2 orthogonaux, I} @ ... ® F), existe
— pour AC BC E, At est unsevde E et B+ C A+
— pour (e;) orthogonale et (A;) € RV, ||3°,, )\ieiHQ =3 el
— une famille (e;) orthogonale de vecteurs non-nuls est libre.
— pour F un sevde E, F @ F* existe
—pour Gunsevde E,G 1L FetGOF =E =G =F+

Base orthonormée : soit / un espace préhilbertien, on suppose qu'il existe b = (e;)er
une base orthonormée de E. On a alors pour (z,y) € E?,

v= (T ene et (r,y) =T, e) (Y, e)

T =Y .5 N\i€, donc (z, e;) = A; par orthogonalité de b
Pour F un sev de E vérifiant F&® F+ = E, et admettant une base orthonormée (e;);er,
pr la projection orthonormale & F' existe alors.

Ve e B, pr(z) =) . (@, &) e et ppu(x) = — > .. (%, ) e

<xvei>
2
[les]]

Si la base n’est pas normée, on a e;

EXISTENCE D’UNE BASE ORTHONORMEE : tout espace euclidien réel (muni du
produit scalaire et de dimension fini) admet au moins une base orthonormale

() pour E ={0g}, % € E\ {0} si dim £ = 1, puis par récurrence sur dim F, prendre

el

e € E*, H={e}" = Ker({e, -)) est un hyperplan orthogonal a Vect(e) donc...

Sev de dimension fini : soit £ un espace préhilbertien réel, et F' un sev de E de
dimension finie, ona F @ F+ = F
D d(e;) base orthonormé de F,Vx € E Ve € F, <:c — > ier (@, e) e, e> =...

Base orthogonale incompléte : soit £ un espace euclidien et (e, ..., e,) une famille
orthogonale de E. 1l existe (epi1, ..., €,) € E" P tel que (eq, ..., e,) soit une base
de E. (Base du supplémentaire orthogonal...)

Distance & un sous-espace vectoriel : soit E un espace préhilbertien réel et F' un sev de
E.Pour x € E, on définit la distance de z & F' par : d(x, F) = inf {||x — e||, e € F'}
Si F@® Ft =FE, alorsd(z, F) = ||z — pr(x)|| car ||z — pr(z) + pr(z) —¢]| = ...
De plus pour e € F, ||z —¢|| =d(z, F) < e = pp(z)
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Procédé de Gram-Schmitt : soit £ un eph, et (e, ..., e,) une famille libre de £
Fy = Vect(eq) Uy = IIZH
on pose . vk € [[2’ p]] F = Vect(el, L ek) w = e1—pr_, (€1)
H€1—ka,1(€1)H
Alors (ug, ..., ug) est 'unique famille orthonormé qui vérifie Vk € [1, p], Fr =
Vect(ug, ..., ux) et {(er, ug) > 0. (ug, ..., ux) et (e, ..., ex) ont méme orientation.

1

Démo par récurrence forte, 3 en mq ug € Fj- |, unicité en utilisant la norme.

26.3 Endomorphismes remarquables d’un espace euclidien

ISOMETRIE VECTORIELLE : ¢ € Z(F) est un isométrie vectorielle lorsque :
Vz € E, |l¢(x)| = ||=||

On note O(FE) le groupe orthogonal de F, I'ensemble des isométries, ¢’est un sous-
groupe de (GI(E), o)

Caractérisation : soit ¢ € Z(F), on a les équivalences :
1. pe O(E) 3. Vb b.o.n. de E, ¢(b) est une b.o.n. de F

2. V(x,y) € E? {p(x), o(y)) = (z, y) 4. 3b b.on. de E, p(b) est une b.o.n. de £

Symétrie orthogonale : soit F' un sev de F, tel que F' @ F+ = E. on appelle symé-
trie orthogonale d’axe F' la symétrie d’axe F' parallélement a F*. Lorsque F est un
hyperplan on parle de réflexion d’axe F.

Une symétrie (s € Z(E), s* = idg) est orthogonale si Ker(s—idg)* = Ker(s+idp)

Matrice orthogonales : une matrice A est orthogonale si elle vérifie *tAA = I,, ou A*A =
I,.
On note O, (R) ou O(n) le groupe des matrice orthogonale, c¢’est un sous-groupe de

(GL,(R), x).

Caractérisation : soit A € M,, (R) et ¢ son ALCA, on a les équivalences
1. A€ O,(R) 4. 'A € O,(R)
2. (Cl(A)a ..., Cy(A) est une bon de R" 5, (Ll(A), ..., L,(A) est une bon de R”
3. p4 € O(F)

Conservation de la norme car [|[Az|| = /Y (Az)p1(Az)i1 = /D (wtA)y k(A

Déterminant : soit A € O,(R), on a det A € {—1, 1}. On définit alors le groupe
spécial orthogonale SO, (R) = {A € O,(R)/ det A =1}. C’est un sous-groupe de
(O,(R), x) non-commutatif si n > 3. Ses éléments sont appelés matrice de rotation.
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Lien entre O(F) et O,(R) : soit F un espace euclidien de dimension n, u € .Z(FE), b
une base orthonormée de E et b’ un famille de n vecteurs de E. On

u € O(E) & My (u) € O,(K)
b est une bon de < M, (b') € O,(R)

M, (u) est la matrice (u(e;), e;) (faire apparaitre le (-, -) des colonnes dans R"
Si b et V' sont deux bon de E, P} € O,(R) et P} = (PY)~! =P

Isométrie positives/négatives : on a Yu € O(E), det(u) c {—1, 1}

— si det(u) = 1, on parle d’isométrie positive/directe ou de rotation, on note
SO(FE) le groupe des rotations (sous groupe de (O(E), x))
— si det(u) = —1, on parle d’isométrie négative/indirecte
Pour b une bon de E, O(E) — On(R) et SO(E) = SOu(R) sont des
u = My (u) u = My (u)

isomorphismes de groupe.

Orientation : on oriente E par le choix d'une base de référence. Il existe b un base
orthonormeée directe de E, pour b’ une famille de n vecteurs de E, on a

b’ est une base orthonormeée directe < M, (b') € SO(E)

Produit mixte : soit vy, ..., v, € E" on définit le produit mixte [v1, ..., v,] =
det y(vy,y ..., vy) avec b une base orthonormé directe de E. (Bonne définition car
indépendant de la base grace au caractére n-linéaire alterné de det)

Cas de la dimension 2:  soit £ un plan euclidien, on connait les ensembles SO2(R) et O5 (R)

802(R):{[6089 _Sinel,eeR} 02(R):{[0089 sin ],QGR}

sinf) cos® sinf) —cos6

R, +) — (SO3(R), x U, x) = (SO2(R), x
De phlS R(e) : ( ( 0 ) N ((cose 2(si39) ) ) et ( ( > ) — ((%(Z) 2(3(2)) ) ) sont
sinf  cos@ S(z)  R(2)

des morphisme de groupe (respectivement surjectif de noyau 277Z et bijectif)
Utiliser ’orthonormalité des colonnes pour trouver 6

Lien avec O(E) : on en déduit une caractérisation de SO(FE) et O~ (E)
— O(F) \ SO(F) = {réflexions de E}
— VYf e SO(E),30 € R,Vb bon de E, My (f) = R(6)
f € O (E) vérifier f2 = idg..., changement de base et le morphisme R(#) pour SO(E)
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Angle orienté : soit F un plan euclidien, (:1: y) € (E\ {0g})?% il existe un unique
fonction f € SO(F) vérifiant : f(ﬁ) || T (Compléter les bond Tay €t ” [ bour
'existence, I'unicité découle de la caractérisation ci-dessus). Il existe # unique modulo
27 telle que f = R(A). On définit (Z,y) = 0 'angle orient¢ entre x et y.

Dans un espace euclidien, on définit ’angle non-orienté par arccos (%)

Dans un plan, (z,y) = + arccos (M)

[l1lyll

Finalement (z, ) = | lyl| cos(.9) et [x,y] = ]l |yll sin(77)

27 Probabilités

27.1 Probabilité sur un ensemble fini

Vocabulaire : soit {2 un ensemble fini appelé univers
— P(Q) est appelé tribu des événements, ses éléments sont des événements
—  est I’événement certain, () ’événement impossible
— un singleton est un événement élémentaire
— deux événements d’intersection vide sont incompatibles
— (Ap)ier € P(Q)! est un systéme complet d’événements lorsque : A; N A; =
@ et Uie[ Az =)

PROBABILITE SUR UN ENSEMBLE FINI : pour €2 # (), on dit que P est une mesure
de probabilité lorsque :

— P est une fonction de P(Q2) — [0, 1]

— P(Q) =1

—V(A,B) e P(2)*, AnNB=0 = P(AUB) =P(A)+ P(B)

Propriétés : pour P une probabilité définie sur 2, (4, B) € P(Q)? et (B;) un systéme
complet d’événements :
e P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANDB) e BC A= P(B)< P(A)

o V(Aj)ier € P(2 (U A; ) Z P(A4;) (la réunion disjointe implique 1'égalité)
1€l 1€l
o P(A)=) P(ANB) o P(A)=> P({a})
{ acA

Démo en se ramenant a des réunions disjointes.
Si P(A) = 0 on dit que A est négligeable, si P(A) = 1, A est presque sfr.

Construction d’une probabilité : pour w € €2, on associe ¢, € [0,1], > qtw = 1.1l
existe alors une unique mesure de probabilité P vérifiant Vw € Q, P({w}) = t,
Unicité grac a la réunion disjointe, existence déja définie...
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Probabilité conditionnelle : soit B un événement non négligeable, on définit la pro-

0 P(AN B)
babilité sachant B par P(A|B) = Pg(A) = TB)

. C’est une autre mesure de
probabilité. Elle vérifie
— formule des probabilités composées : pour (A;)icq, ), P(A1N...NA, 1) #0:
P(A1 .. Ap) = P(Al) X PAl(AQ) X PA10A2(A3) X ... X PAlﬂ...Ap_l(Ap)

— formule des probabilités totales, pour (B;);c; un systéme complet d’événements

=Y P(B)) x Pp,(4)

. el L P(A)
— formules de Baizes : pour A et B non négligeables : Pp(A) = ——=Pa(B)

Indépendance : deux événements A et B sont indépendant lorsque P(A N B) =
P(A) x P(B), c’est-a-dire lorsque P(B) =0 ou [P(B) # 0 et P(A) = Pp(A)]
Une famille (A;);er est mutuellement indépendante lorsque

vJeP(), P| (A ]| =]]PA)

jed jeJ
L’indépendance mutuelle implique I'indépendance 2-a4-2. Si (Ay, ..., A,,) est mutuel-
lement indépendante, alors toute liste (B, ..., B,) € {Al,A_l} X ... X {An,A_n} Uest

également (preuve par récurrence).

27.2 Variables aléatoires

Définition : une variable aléatoire est une fonction X de {2 vers un ensemble E. X est
une variable aléatoire réelle lorsque X (€2) C R. Pour Y, Z deux variables aléatoires,
(Y, Z) :w— (Y(w), Z(w)) est aussi une variable aléatoire.

Si f est une fonction définie sur Y (€2), f(Y) = w — f(Y(w)) est aussi une variable
aléatoire.

Evénements : pour Y : ) — FE une variable aléatoire, e € E, on définit I'événe-
ment {Y =e} = {w € Q/Y(w) = e}, de méme on définit pour A C E I'événement
{Y € A}. Dans le cas réel, on définit aussi {Y > e} ...

La famille ({Y = e})ccp est la famille des événements élémentaires de £. On définit

el P(E) — [0, 1]
Y .
la probabilité P* : { PH{Y € A})

appelé loi de Y. Deux variables X et Y ont la méme loi, noté X ~ Y lorsqu’il existe

_ XQQUY(Q) CE
E fini tel que { Ve € E,P({X = ¢}) = P{Y = ¢})

. C’est une mesure de probabilité sur £
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Loi conjointe, loi marginale : soit X7, Xy deux variables aléatoires et Z = (X3, X3), on
appelle loi conjointe la loi de Z et loi marginales les loi de X7 et X5, on peut retrouver
les lois marginales a partir de la loi conjointe P(X1 =€) = >, cx, ) P(Z = (e,y)).
On ne peut pas en revanche déterminer la loi conjointe & partir des lois marginales.

Composition : soit X7, Xy deux variables aléatoire a valeurs dans E, et f : £ — F|,
si Xy ~ Xy alors f(X7) ~ f(X2)

Somme de variables : pour Xi, Xy deux variables aléatoire réelles et 7 = X; + X5, la
loi de (X1, X5) détermine laloide Z : P(Z = 2) =} o, P((X1,X,) = (z,2—x))

Nom Parameétres Symbole | X(2) C o Probabilité
s P(X=1)=p
De Bernouilli p €0, 1] B(p) {0, 1} P(X=0)=1—p
Uniforme | Ensemble fini £ | % (E) E P(X =e) = #—lE
Binomiale | ne€ N,pe[0,1] | ZB(n,p) [0,n] | P(X=k) = < fb )p’“(l —p)k

TABLE 8 — Lois de probabilités usuelles sur un ensemble fini

Indépendance : des variables aléatoires X1, ..., X, sont mutuellement indépendantes
lorsque 'une des propriétés équivalentes suivante est vérifié :
— VY(A) € [IP(X;(Q)), {X1 € A}, ..., {X, € A,} mutuellement indépendants.
— V(A) € [TP(Xi(Q)), P(Mi {Xi € A}) = [T, P(Xi = Aj)
— V(e:) € [T Xi(Q)), P(NL {Xi = ei}) = [i2 P(Xi = )
3 = 1 en décomposant A; comme union d’événements élémentaires. Si Xy, ..., X,
sont mutuellement indépendants, VJ C [1, n], (X;);jes sont mutuellement indépen-
dante. Et pour fi, ..., fu, f1(X1), ..., fu(X,) mutuellement indépendante.

Loi binomiale : si Xy, ..., X, sont des variables aléatoires suivant la loi de Bernouilli
de parameétre p, alors X7 + ...+ X,, ~ A(n,p)

ESPERANCE, VARIANCE, COVARIANCE : soit X une variable aléatoire, on définit :

e l'espérance de X : E(X) = Z rP(X =x)
reX(Q)
e la variance de X : V(X) =E((X — E(X))?)

e lacavariance de X et Y : Cov(X,Y)=E((X — E(X))(Y —E(Y))

Linéarité de I’espérance : on a pour X,Y des variables aléatoire réelles, (\, ) € R?,
EAX 4+ uY) = AE(X) 4+ pE(Y)
De plus, pour f: X(2) = R, E(f(X)) = > cx(q f(@)P(X =x)
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Variance :  On en déduit que V(X)) = E(X?) — (E(X))?, d’ou les relations suivantes :
(étudier E(X (X — 1)) pour Z(n,p). on appelle moment d’ordre k de X le réal E(X%)

Loi Bp) | %1, n])) | Bn,p)
Espérance p > np
Variance | p(1 — p) n-l np(l —p)

TABLE 9 — Espérance et variance des lois usuelles

Propriétés de calcul : pour (X,Y) des variables aléatoires réelles :

e V(aX + ) =a’V(X) o Cov(X,Y)=E(X xY)—-E(X)E®Y)
e Cov(-, -) bilinéaire symétrique o V (Z Xi> = ZV(Xi) + 2ZCOV(XZ-, X;)
i=1 i=1 1<i<j<n

Si les variables sont indépendantes :

COV()(7 Y) =0 n n
{ E(X x V) =EXEY) ° (ZI: Xi) -~ ;V(X

Inégalités remarquables : pour (X,Y’) deux variables aléatoires réelles :
— X>0=EX)>0et X >Y = E(X) > E®Y)
— V(X)) > 0 ce qui permet de définir I’ écart—type g(X)=+V(X)

— X>20=>Ve>0,P(X >¢) <

(inégalité de Markov)

—Ve>0,P(|X —E(X)|2¢) < X) (inégalité de Bienaymé-Tchebytchev)

On montre Markov en posant A = {w € Q/ (w) = €} puis étudiant 1 4.
Remarque : E(X)=0et X >0 P(X = 0)=1etX>0
TN VX) =08 3ueR, P(X = p) =

Variables centrées et réduites : X est une variable aléatoire réelle.On dit que X est
centrée lorsque E(X) = 0 et réduite lorsque V(X) =1
X — E(X) est une variable centré, et, si V(X) > 0, XEX) o5t centré réduite.

VV(X)

Loi conditionnelle : soit X et Y deux variables aléatoire, et Y € Y (Q) tel que P(Y =
y) # 0, alors (€, P(€2), Pry—yy) est un espace probabilisé fini et la loi de X sur cette
espace est appelé loi conditionnelle sachant {Y = y}
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28 Séries numériques :

28.1 Généralités

Définition : K = R ou Csoit (u,),eny € KN, La sérié¢ numérique de terme général

Up, 10t Y uy, est le couple ((wp)nen, (31 ui)nen). On appelle la suite (37 u;)nen
somme partielle de la série > u,

Nature d’un série : on dit qu’une série est convergente si sa somme partielle est conver-
gente. Elle est divergente sinon. On ne change pas la nature d’un série en modifiant,
ajoutant ou supprimant un nombre fini de terme.

Exemple : ) 2" est convergente si et seulement si [z] < 1, Y 1 diverge.

Somme et reste d’une série convergente : S0it Y u, une série convergente. On définit

la somme S de la série
+00 n
E up = lim E Uy
n — +oo

Pour N € N, lereste Ry de la série est Zk Nl uk,onaS Sy+Ry et Ry —+> 0
n— 0

Opérations sur les séries convergentes : soit »_ u, et Y v, deux séries convergentes,
t
et (a, B) € K2, alors 3 (v + fuy,) est une série convergente de somme o 32777 1+

52k 0 Vk

Si) " z, est un série complexe, alors Y | z, converge si et seulement si > Re(z,) et > Im(z,)
convergent.

Séries télescopiques :  soit (u,) € KN, alors > (u,1 — uy) est une série convergente
si et seulement si (u,) converge.

Divergence grossiére : S0it »  u, une série,

Z u, est convergente = wu,, — 0 (un) A0 = Z u, est divergente

Relation série—intégrale :  pour f R — R continue par morceaux et monotone, on

peut encadrer S0 f(k) par f [+ f(a)et f f+ 1)

Série de Riemann : soit « € R, on a :

1
Z — converge < a > 1
nOL

divergence grossiere si a < 0, on encadre avec des intégrales pour les autres cas.
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28.2 Critéres de convergence

Séries a termes positifs : soit Y w, une série a terme générale positif, alors > u,
converge si et seulement si Vn € N> 7wy, majoré. Sinon Y uy, diverge (la suite des
sommes partielles tend vers +o0o

Comparaison de séries : s0it > u, et Y _ v, desséries. telles que Vn € N, 0 < u,, < vy,
alors

E U COnverge — E U, converge

Absolue convergence : S0it »  u, une série, u, est absolument convergente lorsque
> |uy,| est convergente.

L’absolue convergence implique la convergence (la réciproque est fausse). Démo, cas
réel, v = max(uy,0) et u;, = max(—u,,0), alors 0 < u', u, < |u,|... complexe, de
meéme avec Re et Im

Théorémes de comparaison : pour Z Uy, €t Z v,, deux séries :

— siu, = O(v,) et Y |vy,| converge, alors > |u,| > u, convergent.

— si u, et v, sont positifs et v, ~ u,, alors > u, et Y v, ont méme nature.
Si u, ~ vy, uy < 0 et v, <0, on a également méme convergence.

Régle de I’ordre (dun®) : soit ) wu, une série. Si il existe a > 1 tel que u,n" —
n — 400
0, alors > |u,| et > w, converge (en effet, u, = O(Z)

na

Régle de d’Alembert :  S0it Y 1, une suite telle que Yntl > A, on a alors les
Up, n — +00
implications :
— A€ [0,1[= > u, converge
— A > 1= > u, diverge grossiérement
Démo : il existe p entre A et 1, et ng tel que Vn > ng, |2 2 p...

Démonstration de la formule de Stirling : 7!~ +/2mnn"e™". On a déja montrer que

si\/ﬁg—n!e,n%l(>0alors[(:27r

| :1e N
T, = In W, >, — x,_1 converge (on utilise la régle du n®

28.3 Ecriture décimale propre des réels

Bijection avec R : on définit I’ensemble de suite

Vn > 1,u, € [0, 9] }

_ N
E_{U"EZ Vn>1,3p>n,u, #9
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R — F

v e (lz]) v ([10"] — 10 [10"'2]) ) Cest, une bi-

On construit alors w : (
n>1

E - R )
+00 uy

N o\t Dk )

Bonne définition : encadrer les parties entiéres, et monter une absurdité si l'on a que

des 9. Injectivité ;’B “fgi’“ =Y

jection de R — E de bijection réciproque u™! : (

29 Géométrie affine

29.1 Structure affine d’un K-ev

Définition : soit £ un K-ev et (a,b) € E?, on pose % = b — a. b et a sont appelés
points de F, et % vecteur de F.

E —- F
T = x4+
to =ty oty = tyyw. De plus te = idp donc {t, U e E} est un sous-groupe de
(%0)

Pour @ € E, on définit la translation ¢ : - ona V(ﬁ, 7) c E%tyo

Repére affine : pour ag un point et b = (e;);e; une base de E, on définit le repére
affine (ag, b). Alors, pour tout m € FE, il existe une unique famille presque nulle (\;);er
telle que m = ag + Y _,.; Ai€;, on parle de coordonnées dans le repére (ag,b) de m, il
s'agit des coordonnées dans la base b de aorn

Sous-espace affine : s0it A C F, on dit que A est un sous-espace affine de E lorsqu’il
existe a € E et F' un sev de E tel que

A=a+F={a+f, feF}

Un tel F' est unique et appelé direction de A. On a alors Va € A, A = a+ F et

F = {a?, (a,b) € AQ}

Intersection de sous-espaces :  S0it (A;);c; une famille de sous-espaces affines de direc-
tions respectives (F})ier. Si (;o; Ai # 0 alors (),c; Ai est un sous-espace affine de E
de direction (,c; Fi

Equation linéaire avec second membre : soit E et ' deux espaces vectoriels u €
Z(E, F) ety € F. Sl existe une solution particuliere xy de 'équation u(z) = v,
alors I'ensemble solution est zy + Ker(u)
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29.2 Hyperplan affines d’un espace euclidien

Vecteur normal : soit H un hyperplan affine de direction ', F* est une droite vec-
torielle dont les vecteurs non-nuls sont appelés vecteurs normaux.

Il existe deux vecteurs normaux unitaires. On oriente I’hyperplan en en choisissant un
7. Une base (€, ..., ep—1) de F est directe si et seulement si (eq, ..., €p_1, ﬁ) est
une base directe de E.

Caractérisation par le produit scalaire : soit a € F, W eEE \{Og} et HCFE

H est un hyperplan affine de E' de vecteur normal K
~
INeR, H={meE/ (am, 7)=M\}

Démo : H hyperplan < H = mg + {ﬁ}L

Equation cartésienne : soit £ un espace euclidien de dimension p et de repére (ag, b)
avec b = (e;) orthonormale. Soit (aq, ..., a,, @) € R’ non tous nul et m € E de
coordonnées (x1, ..., x,). L’ensemble {> 7, a;x; + o = 0,m € E} est un hyperplan
affine de E de vecteur normal 77 : 27;:1 ;64

Proportionnalité des équations : soit H un hyperplan affine définit par Zle ;T +
a = 0et D7 B, + = 0, alors il existe A € R* tel que (o, ..., ap, @) =
(B1, .-, Bp, B) (les vecteurs normaux sont colinéaires)

Distance a un hyperplan : on définit la distance d’un point a a ’hyperplan affine H
de vecteur normal 7 contenant m d’équation Y, a;x; + a = 0 par :

d(a, H) :inf{HCZH he H}

alors d(a, H) = ol (t1, ..., t,) sont les coor-

%
n 2
7] \/ozl—l—...—l—a%
—
donnés de a. Démonstration en construisant le projeté orthogonal h = a + %ﬁ

et vérifiant les inégalités de la borne inf.
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