Exercices : Séries de Fourier

Exercice 1 o
Soit T" un réel strictement positif et w = T

Soit £ = %QQ(R) I’ensemble des fonctions T-périodiques continues, muni du produit scalaire

1 (T
Vo) € B (o) = [ st a
De plus on considére les fonctions

VneN en: R — R fm: R — R
x — cos(hwz) x — sin(nwz)

Daus la suite, on notera # = {eg} U {(en, fn)nen=}, la famille des (e, fr)n ot I'on enléve fy qui est nul.
1) Montrer que % est une famille orthogonale.
2) FE est-il de dimension finie ?
3) Calculer la norme des éléments de .%.

4) Soit Fy = Vect (eg, €1, f1,€2, fo,...,en, fn). Soit p € Z(FE) la projection orthogonale sur Fy.
Pour f € FE, exprimer p(f) a l'aide des éléments de .#. (on pourra commencer par rappeler la formule

dans le cas ou F' = Vect (€1, ...,ek), avec (g;) une famille orthogonale).
N N o
5) Montrer que Fy = {z — P(cos(wz),sin(wz)) | P = Z ZainZYJ € Ry [X, Y]}
=0 j=0

Exercice 2
Soit f la fonction 27-périodique définie par

Vo € [—m, 7], f(z) =22

1) Etudier la parité de f. Tracer f sur [—3m,37].
2) Développer la fonction f en série de Fourier.

3) En déduire la valeur des sommes suivantes

+00 (_1)71 +o00 1 +o00 1
=) ot Wy=) 5 M=) o
n=1 n=1 n=1

Exercice 3 (E3A PC 2007)
Soit € R*, et f, la fonction 2rw-périodique donnée par

Vo € [—m, 7, f(x) = ch (ax).

1) Développer la fonction f en série de Fourier.

2) En déduire la valeur des sommes suivantes

—+00 1 “+oo (_1)71
X1 = t Yo =
! nz::la2+n2’ ¢ 2 ;O&2+TL2

Exercice 4
Soit f la fonction 2-périodique impaire définie par

Vz € [0,1], f(z) =z(1—x).

1) Tracer f sur [—1,1].

2) Développer la fonction f en série de Fourier.
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3) En déduire la valeur des sommes suivantes

) —f(_l)n ) —iol et % —iol
1_n:0(2n—|—1)3 ’ 2_n:0 (2n +1)6 3_n:1n6

Exercice 5
Soit 6 €]0, w[. Soit f la fonction 27w-périodique paire donnée par

{f(:c) = 1 size]0,6]
flz) = 0 sixze€ld,n]

1) Tracer f sur [—m, 7.

2) Développer la fonction f en série de Fourier.
Solution. La fonction f étant paire, b,(f) = 0 pour tout n > 1.

I I 0
En utilisant la parité de f, ag = / f(x)dx = / ldz = —.
™ Jo ™ Jo s
9 0
Pour n > 1, a, = / cos(nx) dzr = etc...
T Jo
3) Etudier la convergence de la série de Fourier.

Solution. La fonction f est €' par morceau donc le théoreme de Dirichlet prouve la convergence de

_ +oo
W =ap+ Z_:l an, cos(nx).

flat) + fa)

la série de Fourier vers la régularisée :

Pour x # +60 mod 27, [ est continue en x donc 5 = f(x).
= sin(n#)
4) En déduire la valeur de Z pour 0 €]0, 7, puis pour 0 €]x, 27].

n=1
Solution. On évalue la série précédente en x = 0, vu que 6 €]0, 7[.
Pour 6 €]r,27[, on pose § = m + #'. En remarquant que sin(nf) = (—1)"sin(nd’) et que §' €]0, [, on
évalue la série de Fourier précédente en o = 7, en notant 'angle ¢'.

Exercice 6
Montrer qu’il n’existe pas de fonction 2m-périodique continue par morceaux telle que sa série de Fourier soit

Z cosnx
vn o

Solution. Formule de Parseval : la série E a% devrait converger, or ce n’est pas le cas ici.

Exercice 7
Soit f la fonction 27-périodique donnée par

Vo €] —m, 7], flz)=e".

1) Calculer les coefficients de Fourier complexes L et de la fonction f.

2) En déduire que

1 Z 1 1+e 27

- 2T 1_ . —2n"

T 1+% 1—e
Solution. Formule de Parseval.

Exercice 8
Soit f une fonction 2m-périodique de classe €.

1 . 1 T —itnwx
1. Pour tout n € N, cn(f) = Q(a"(f) —ibn(f)) = T/o f(z)e dz et c—n(f) = cn(f)
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1) Déterminer les coefficients de Fourier de f en fonction de ceux de f.

Solution. Faire une IPP : partir de a,(f’), intégrer f et dériver cos(nx). Idem pour les b, (f').
Si vous partez de a,(f), attention au cas n = 0.

27 27
2) On suppose que plus ag(f) = 0. Montrer que / (f(z))? dz < / (f'(z))* dz.
0 0
Solution. Parseval pour f et pour f’, puis utiliser 1).

Exercice 9

1
1) Décomposer en éléments simple la fraction rationnelle Solution. R(X) = —————~.
54+2(X + %)
1 R
2) Soit f la fonction définie par f(x) = 5 dcoss A T’aide d’une série entiére, développer f en série de
cos T

Fourier. Indication : Ecrire cosx avec des exponentielles, et utiliser 1).
Solution. f(z) = 2R(e™). On utilise la série géométrique pour obtenir une égalité du type f(z) =
Z ay, cos(nz). Par unicité du développement en série de Fourier, le a;, trouvé est le coeflicient a,,(f).

n=0
2w
3) En déduire la valeur de / M dz, pour tout n € N.
o Ootdcosx
1 27 ;
Solution. D’apres 2), a,(f) = - / 5?511(2:335 der=....
0

Exercice 10

1
Déterminer, pour a > 0, le développement en série de Fourier de la fonction f définie par f(x) =

ch (a) — cos(z)’
cos(nx)

27
En déduire la valeur de /
0 Ch

ﬁ dz, pour tout n € N.
a) — cosx

Solution. Méme idée.



