Exercices : Equations Différentielles

Exercice 1 (Linéaire d’ordre 1, raccords)
On considere ’équation différentielle

ty' + (t =y = 1> (1)
1) Déterminer I’ensemble des solutions sur chacun des intervalles ou Cauchy-Lipschitz s’applique.
2) Déterminer les solutions € de sur R.
3) Tracer quelques courbes intégrales. Que remarque-t-on en ¢t = 07 Combien a-t-on de solution satisfai-
sant y(0) =07

4) Déterminer les solutions de classe €' et solutions développables en série entiere de ty’ + (t—2)y=0.

Exercice 2
Méme démarche pour résoudre les équations différentielles suivantes :

1) ty — % = 2In |t 2) t(t — 1)y + 2y = 3t

Exercice 3 (maple)

1) Résoudre I’équation différentielle t(t* 4 1)y’ — (> — 1)y = —2t. Existe-t-il des solutions sur R ?
Montrer qu'’il existe un point A(t,y) tel que toutes les tangentes aux courbes intégrales au point
d’abscisse 2 soient concourante en A. On pourra tracer des courbes intégrales.
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2) Résoudre 'équation différentielle ty’ + (1 —t)y = Tracer des courbes intégrales. Existe-t-il des

solutions sur R* prolongeable par continuité a R ?

Exercice 4 (Linéaires d’ordre 2, changement de variable)
Résoudre, a 'aide des changements de variable proposés, les équations différentielles suivantes :

1) 4ty” +2y —y=0cet t =2° 2) (1—t3y" —ty +y=0ett=cosx
3) (1+t3)%" +2t(1+ %)y + my =0oum € R.

Exercice 5 (Linéaires d’ordre 2, cas ou ’on connait une solution de I’équation homogeéne)
Résoudre, en cherchant une solution particuliere de 1’équation homogene (changement de fonction y), les
équations différentielles suivantes :

1) %" + 4ty 4 2y = In(1 + t), solution particuliére de la forme t — t.
2) ty” + 2y — ty = 0, solution particuliere développable en série entiere.
3) t%y" +t(t + 1)y’ —y = 0, solution particuliére développable en série entiére.

Exercice 6 d
Résoudre I'équation différentielle 2¢(1—t)y” +(3—5t)y’' —y = 0 en la mettant sous la forme E(g(t)y' + h(t)y) = 0.

Exercice 7 (Linéaire d’ordre 2 a coefficients constants : révisions de sup)
Résoudre les équations différentielles suivantes :

1)y +2) +y=te 2) y" +4y +y=cos(t)e” 3)y' +y +y=t+¢

4) " — 6y + 9y = &3 +sint 5) y" +y = tan?(t) sur } —g, g { avec y(0) =0, /(0) =1
Exercice 8 (Systémes : rév's}onf ’algébre linéaire)
On considere la matrice A = <‘ e

1) Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

@'(t) = x(t) +3y(t)
2) Résoudre 1 teme différentiel
) Résoudre le systeme différentie { S = 2(t)+ 2y(t)
Exercice 9
Résoudre les systémes suivants :
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¥ = —y+sin(at) | ¥ = x4y
1) { y = z—cos(at) oua€R 2) J =
P = z+y—=z ¥ = x4+2y—z+t
3) Y = —x+2y+2 H <y = 2e+4y—22
= x4z Z = —x—2y+z

Exercice 10 (Variables séparables)

Construire les courbes intégrales des équations différentielles suivantes. Lorsque 'on donne des conditions
initiales, déterminer I'unique solution maximale du probléeme de Cauchy associé.

1) y' =sh(y), cas y(1) =

2) Yy =e T eV ® 3) (1+2%)y +1+3*=0
tany
4) Y = — veasyll)=

1
T
4

Exercice 11 (Systémes autonomes)
On considére I'équation différentielle (z + 2y)y’ = —y/1 — y2.

1) Montrer que les trajectoires du systeme différentiel autonome

= x4+ 2y
= —/1—y2

sont des courbes intégrales de cette équation différentielle.

dzx
4y
dt

2) Résoudre ce systeme et exprimer z en fonction de y pour ces solutions.
Exercice 12
Soit (%)\)acr la famille d’hyperboles d’équation cartésienne xy = \.
1) Déterminer une équation différentielle d’ordre 1 dont les courbes %) sont les courbes intégrales.

2) Déterminer une famille de courbes (I',,) telle que les tangentes & @) et I, soient orthogonales en tout
point de €\ NI, quels que soient A et f.



