Exercices : Equations Différentielles

Exercice 1 (Linéaire d’ordre 1, raccords)
On considere ’équation différentielle

ty' +(t— 1y =1’ (1)
1) Déterminer I’ensemble des solutions sur chacun des intervalles ot Cauchy-Lipschitz s’applique.
2) Déterminer les solutions €' de sur R.
3) Tracer quelques courbes intégrales. Que remarque-t-on en ¢ = 07 Combien a-t-on de solution satisfai-
sant y(0) =07

4) Déterminer les solutions de classe € et solutions développables en série entiere de ty' + (t — 2)y = 0.

Exercice 2
Méme démarche pour résoudre les équations différentielles suivantes :

1) ty — % = 2In¢| 2) t(t— 1)y + 2y = 3t

Exercice 3
1) Résoudre I’équation différentielle ¢(t? + 1)y’ — (£ — 1)y = —2t. Existe-t-il des solutions sur R ?

Montrer qu’il existe un point A(¢,y) tel que toutes les tangentes aux courbes intégrales au point

d’abscisse 2 soient concourante en A. On pourra tracer des courbes intégrales.
¢

e
2) Résoudre 'équation différentielle ty’ + (1 —t)y = a1 Tracer des courbes intégrales. Existe-t-il des

t
th+
solutions sur R* prolongeable par continuité a R ?

Exercice 4 (Linéaires d’ordre 2, changement de variable)
Résoudre, a 'aide des changements de variable proposés, les équations différentielles suivantes :

1) 4ty” +2y —y=0et t =2° 2) (1—t3y" —ty +y=0ett=cosx
3) (1+ )% +2t(1+ %)y + my =0oum € R.
Exercice 5 (Linéaires d’ordre 2, cas o1 I’on connait une solution de ’équation homogéne)

Résoudre, en cherchant une solution particuliere de 1’équation homogene (changement de fonction y), les
équations différentielles suivantes :

1) t%y" +4ty’ + 2y = In(1 + t), solution particuliere de la forme ¢ — .
2) ty” + 2y — ty = 0, solution particuliere développable en série entiere.
3) t%y" +t(t+ 1)y’ —y = 0, solution particuliére développable en série entiére.

Exercice 6 d
Résoudre I’équation différentielle 2¢(1—t)y” +(3—5t)y’ —y = 0 en la mettant sous la forme a(g(t)y’ + h(t)y) = 0.

Exercice 7 (Linéaire d’ordre 2 a coefficients constants : révisions de sup)

Résoudre les équations différentielles suivantes :
1) " + 2y +y = te' 2) ¥ + 4y +y = cos(t)e’ 3) Y +y +y=t"+¢
4) o' — 6y’ + 9y = 3 +sint 5) y" 4+ y = tan?(t) sur } —g, g { avec y(0) =0, 3/ (0) =1

On consideére la matrice A =

Exercice 8 (Systémes : rév(s}onos j’algébre linéaire)
2 2

1) Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

2'(t) = a(t) +3y()
2) Résoudre le systéme différentiel
) y { J(t) = 20(t)+2y(t)
Exercice 9
Résoudre les systémes suivants :



Exercices Equations Différentielles

¥ = —y+sin(at) o= xty
N 2
Y { y = x— cos(at) onachk : Vo=
! = rT+y—=z x = T+2y—z+t
3) Y = —ax+2+2 4) 1Y = 2o+dy-2:
2 = 4z o= eyt
Exercice 10 +00 22
Pour tout 2 € R, on pose F(x) :/ exp (_ <t2+ t2>> dt.
0

1) Montrer que la fonction F': z — F(x) est bien définie sur R. Parité. Réduction du domaine d’étude.
2) Montrer que F est de classe € sur R et déterminer sa dérivée.

3) Montrer que F' est solution d'une équation différentielle sur R’ .

4) En déduire une expression de F' a l'aide de fonctions usuelles.

Exercice 11

00 gin(xt
Pour tout z € R, on pose F(x) = / i)e_t dt
0
+oo
1) Justifier 'existence et calculer / cos(xt)e_t dt
0

2) Justifier que F est définie et de classe €' sur R. Calculer F'(x).

3) En déduire une expression simplifiée de F'(z).



