Lycée La Prat’s Pour le vendredi 28 mars 2014
Classe de PT

Devoir de Mathématiques numéro 6

Correction

Exercice 1 (PT 2013 C)

1) (toujours faire un croquis de 'allure de la courbe)

La fonction h est impaire, donc ’Vn €N, a,(h)=0 ‘ De plus, pour n € N*,

bu(h) = 1 /Tr h(t)sin(nt) dt = 2 /Oﬂtsin nt dt = 2 ([_tcos(nt)]: + 1 /07r cos(nt) dt) = (‘Unﬂg

T J_r T T n n n

2
Donc |Vn € N*| b,(h) = (—Dnﬂﬁ

2) Soit f définie sur R, de classe €' par morceaux et T-périodique (T > 0), et pour tout N € N

N
Sn(f)(@) = ao(f) + D (an(f) cos(nwz) + by (f) sin(nwz))
n=1

fx+0)+ flz—-0)

Pour tout z € R, Nlim Sn(f)(x) existe et vaut , moyenne des limites a gauches

—+00
et a droites de f en x.

3) Ici h est affine par morceaux et donc ¢! par morceaux. D’aprés le théoréme de Dirichlet, la série de
Fourier Sy (h)(x) converge pour tout x € R et

+oo "
VeeR  lm Sy(f)) = ;(—1)”“?3 sin(nz) = h(z)

ol h(z) = h(z) pour tout z ¢ {(2k + )7 | k € Z} et
lim  h(z)+ lim  h(z)

(2K + 1)) = “2ERHTT ; nd Clnino L SN
+oo
~ 2
4) Pour tout = € [0, 7], h(xz) = h(x) = x donc d’apres 3), Z(—l)"“— sin(nz) = z, puis
n
n=1
J“zo:o(_l)n_lsin(nx) =z
=i n 2
5) Enz = g, il vient,
sin = 2p, sin(nz) = sin (2])%) = sin(pm) =0

sin=2p+1, sin(nz)=sin ((Zp + 1)%) = (=1)Psin(n/2) = (—1)?

= opr11 (P = (="
Donc la série de Fourier s’écrit Z(—l) pHI-I__—/_ - _ dou|wr =4 Z
= W+l 4 ot 1

—_



DL

Exercice 2 (D’aprés E3A MP 2007)

11

1) a) La fonction f est polynomiale en z et y, elle est donc > sur R%.

b) La fonction f est continue de R? dans R car €°°, et D est fermé borné dans R?. Donc f est

bornée et atteint ses bornes sur D :

‘La fonction f admet un maximum global A et un minimum global a sur D, qui sont atteint. ‘

2) Extrema locaux sur R?.

a)

b)

c)

d)

0
f(a:o,yo) = 31'(2) —-3(1+ y(z))

(0,0) = —620y0

oz
of
dy

Soit (xo, yo) tels que g—i(xo, yo) =0 et ?(mo, yo) = 0, c’est-a-dire solutions du systéme
Y

322 —3(1+yd) = 0
—63}0y0 =0

La seconde équation impose zy = 0 ou yy = 0. Dans le premier cas, la premiere équation s’écrit
—3(1+ yg ) =0, donc 1 + yg = 0, ce qui est impossible. Dans le second cas, la premiére équation
s’écrit Sx% —3 =0, donc g = 1. Ainsi,

Les solutions sont (—1,0) et (1,0).

Ces points sont des points critiques de f. Posons
82f 62f an
r = w(ajO?yO) = 611':0 ) S = m(ﬁo,yo) = —6y0 et t = a_y2($0,y0) _ —61’0

1l vient 7t — s* = —36(z2 4 »2). Donc pour (zo,40) = (—1,0) ou (1,0), 7t — s* = =36 < 0.
Ces points ne sont pas des extrema locaux de f. ‘

Par conséquent,

La fonction f est de classe C! sur 'ouvert R%. On sait qu’alors, si elle présente un extremum local
en un point, ce point est un point critique de f. Or on a vu que ses seuls points critiques sont

(1,0) et (—1,0), et que f n’y a pas d’extremum ; par suite | f n’a pas d’extremum local sur R2.

3) Extrema sur le disque unité D.
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a) Si A est atteint en (z0,y0) appartenant au disque ouvert D = {(z,y) | 2*+ 3> < 1}, alors
(x0,y0) serait un extrema local de f, ce qui est impossible d’apres 1)d).

Par suite | A est atteint en un point de C = D — D.

b) Pour tout ¢t € R, g(cost,sint) = cost(cos?t — 3 — 3(1 — cos®t)) = 2cost(2cos*t — 3).
Etudions la fonction ¢ : u — 2u(2u® — 3) sur [~1,1]. On a ¢'(u) = 12u® — 6 = 6(2u* — 1), donc

 atteint son maximum en u = -3 qui vaut [mla)ﬁ = 2v/2.

Or g(u, V1 —u?) = g(u, —V1 —u?) = o(u).

2 2 2 2

V2 ﬂ) ot <_\@ _\@>_

En conclusion, | La fonction ¢ atteint son maximum A = 2v/2 en (—

c) On peut suivre la méme démarche qu’aux questions précédentes, ou bien remarquer que g(cos(t+

7),sin(t + 7)) = —g(cost,sint). Donc par symétrie,
La valeur du minimum est a = —A = —2v/2 et les point de C sur lesquels g atteint cette valeur
V2 V2 V2 V2
sont | —,— | et | —,——— .
2 2 2 2
Exercice 3 (PT 2012, B) 1
1) La droite A; passe par A(0,0,1) et a pour vecteur directeur ﬁ 1], donc pour paramétrage
1
r = 1
Al : y =t teR
z = t+1

2) Le point M; a donc pour coordonnées (a,a,a+1) et le point My (b, 0,0). De méme que précédemment,

x = (a=b)t+b
(MiMz):q y = at teR
z = (a+1)t

3) M € (M;Ms) N Ag si et seulement si M a pour coordonnées ((a — b)t + b,at,(a + 1)t) et vérifie
Ty +ym = ym + z2m = 0 cest-a-dire

(2a—-b)t+b=0 et (2a+1)t+1=0

Ce systéme a une solution seulement si (2a — b) — 52a + 1)b = 0, c’est-a-dire a — b — ab = 0.

B . o (2a—1)t+1 = 0 . :
Lorsque b = 1, le systeme s’écrit { 20+ 1)t +1 g duin’apas de solutions.
b
Lorsque b #= 1, la condition sur a et b s’écrit a = T3
b
Conclusion : | Les droites (M;Mas) et As se rencontrent si et seulement si a = T8 et b#£1
b
= (——= —-bt+0b
, z (1b_ 0 )t +
4) On suppose donc b # 1 et a = 1 Le systéme trouvé en 2) s’écrit : ¢ y = ﬁt
b
= (——+1)t
: T3V

Aprés remplacement de ¢ par t/(1 — b), ce systéme s’écrit

= th’+b
(MiMy):< y = tb teR
z =t




DL

5) Les droites A’ qui coupent les droites Ay et Ay sont les droites A’ = (Mj Ms) précédentes. Ces droites

6)

7

8)

(M, Ms) coupent aussi Az si et seulement si b # 1 et a = b/(1—b), et la droite A" a alors pour équation
paramétrique :

r = th+b
A = (MlMQ) : Yy = tb teR
z =t

Vérifions qu’elle est incluse dans la quadrique :

xz —y? —y = (tb* + b)t — (tb)* —tb =0

Conclusion : | Les droites A’ qui rencontrent A1, Ay et Az sont incluses dans la quadrique Q.

On peut faire la méthode du cours : réduire, trouver la matrice de passage, changer de base dans la partie linéaire,
rentrer les parties linéaires en mettant sous forme canonique. Vous y étes encore aprés demain... Ou bien la

méthode suivante, en suivant l’énonceé.

rT = X

1 1

Plagons-nous dans un repere de centre (0, —5 0):4 11 = y+ 3
21 = %

Dans ce nouveau repeére, I’équation de la quadrique s’écrit :

fvlzlf(yl*%)(yle%):$121*y%+i:0

La (1,'(/.5’.5’/,., on [)(,’[/t [)7'()(f(7,(](37‘ comme dans le cours, ou comme dans votre cours de sup ]()(',S‘(]'[/(i vous rencontriez la

conique vy = K

0 0 1/2
La matrice associée a la forme quadratique est A = 0 -1 0 |, de polynéme caractéristique
1/2 0 0

XAA) = —=A+1)(A=1/2)(A+1/2).
Elle est symétrique réelle donc diagonalisable dans une base orthonormée. Dans une base orthonormée
de vecteurs propres, I’équation de () est donc

1

2 2
g
ot2 Y2

—_

1
2
2,2 =
2727 4
c’est-a-dire, en multipliant par —4,

—203 + 4y + 225 =1

‘La quadrique @) est un hyperboloide a une nappe, de centre € (et d’aze Ker (A —1/213)). ‘

Vérifions que les droite Ay et As ne sont ni paralléles ni sécantes :

1 0 1 1
Ay a pour vecteur directeur | O | A] 1 | =21, et As a pour vecteur directeur | 1
-1 -2 1 1
1 1 -1
Or |2 A|1] =] | #0 donc les deux droites ne sont pas paralleles.
1 1 *

r—x=2

v Op—1 ce qui est impossible : AyNA5 = ().

De plus M € A4NAj5 si et seulement si x =y = z et {

Conclusion : ‘Les droites A4 et As ne sont pas coplanaires. ‘

1 1 1
Le vecteur @ = [ 2| A 1] =] 0 | est orthogonal aux vecteurs directeurs des deux droites, c’est
1 1 -1

donc un vecteur directeur de la perpendiculaire commune Z.
On cherche deux plans (qui nous donneront les deux équations cartésiennes) contenant la droite 2.
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Ces plans, par exemple, contiennent A; et la direction U de la droite 2 (notons les &;).

Ainsi Z,NP5 contiendra un point de Ay et un point de A (car Ay et Az non paralléles), et contiendra
la direction ¥ : ce sera la droite & cherchée.

Equation de 2, : une équation cartésienne sera de la forme a(z —z —2) +b(y — 2z —1) = 0, c’est-a-dire
ar+by — (a+2b)z=2a+b

avec (a,b) # (0,0).
P, contient la direction U si et seulement si un vecteur normal 77 2, & P4 est orthogonal a 7, i.e.

a 1
W, U = b 0o ]l=a+a+20=0
—(a + 20b) -1
Choisissons par exemple a = 1 et b = —1. L’équation précédente de &, devient alors
Py r—y+z=1

De méme pour & : il aura pour équation az+by— (a+b)z = 0, et ﬁy57 = 0 nous donne 2a+b = 0,
par exemple a = 1 et b = —2. Finalement

s r—2y+2=0

En conclusion, un systéme d’équations cartésiennes de la perpendiculaire commune Z aux droites Ay
et As est

] rT—y+z=1
r—2y+2=0

9) On sait que l'on va obtenir un hyperboloide de révolution d une nappe, d’aze As.

a) Un cercle dont le centre est sur As peut se voir comme l'intersection d’une sphére de centre un
point (pas forcément le méme) de Aj et d’un plan perpendiculaire a As.

Comme Aj passe par l'origine, on peut regarder les spheéres centrées en 1'origine (d’équations
2?4yt 422 = RQ), et les plans auront pour équation = +y + z = d.
De plus ces cercles doivent croiser Ay : il doit y avoir au moins une solution au systeme :

22+ + 22 =R? (sphere)

r+y+z=d (plan perpendiculaire & Ag)

M(z,y,z) € SNAy <= r—y=0 (M € Ay)
x—2z=0 (M € Ay)

Nous allons en déduire une condition liant R et d.
b) Cf le cours sur les surfaces pour une justification de ce point.

c) Le changement de centre permet de se débarrasser de la partie linéaire. On sait que la partie quadratique
ne changera pas. Donc en fait, en développant, il suffit de calculer les termes constants, qui seuls nous

intéressent.



