Lycée La Prat’s Pour le Jeudi 11 février 2016
Classe de PT

Devoir de Mathématiques numéro 5

Correction

e Partie quadratique : Soit A =

Exercice 1 13 s
-5 13 )
Comme det A = 132 — 52 > 0, la conique est une ellipse (ou un cas dégénéré associé).
xa(z) = det(zly; — A) = (x — 13)2 = 5% = (z — 18)(z — 8)

On vérifie que 18 + 8 = 26 = Tr A.
On calcule les sous-espaces propres :

E1g = Vect ( (_11>) (a détailler).

1 1
Posons e; = ﬁ 1 (Il faut impérativement normer pour les coniques).

1
norme 1 et perpendiculaire & eq, est nécessairement un vecteur propre de A pour la valeur propre 8.
Ainsi, A= PDP~' = PD!P avec

18 0 1 1 1
pe(B0) @ pe [ )enm

. T , . / T ,
Soit X = < vecteur colonne des coordonnées dans la base canonique et X' = |, | les coordonnées
Y Y

Une matrice symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormée, donc es = ﬁ ( >, de

dans la base (e, e2). La formule de changement de base s’écrit
X =PX'
Et le changement de coordonnées s’écrit, pour la partie quadratique,

1322 — 102y + 13y? = 182" + 8y

(' +9)

H%‘ —
[\

e Partie linéaire : Comme X = PX’, on a puis

y = —=(=a"+y)

N

1
—462 + 62y = —=((—46 — 62)" + (~46 + 62)y') = —=(~1082" + 16y/)

V2

L’équation de la conique dans le repere (O, e1, e2) s’écrit donc

Nl

18$/2 +8y/2 o @x/+ E

"—13=0
Voo
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108 , 16
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3\2 1\2 1
= 18(2'——=) —=+8(¢y+—=) —=—-13
(x \/i) 2" <y+\@> 2
3\2 142
_ I / T _
- B@: JQ +%y+x@> 18
]
Donc, en posant \1@ , c’est-a~dire en se plagant dans le repere (€, e1,e2) avec 2 de
! /
o= v+ —=

V2

coordonnées ( ) dans le repere précédent, ’équation de la conique s’écrit

3 1
V2T V2
18$”2 + 8y//2 — 18

2 2
e Conclusion : En mettant I'équation sous la forme — + Z—2 =1, il vient
a

12 "2
x Yy
=+

U,

C’est une ellipse de centre 2, de grand axe (2e2) et de demi-grand axe 3/2, de petit axe (Qe1) et de
demi-petit axe 1.

On veut placer 2 et les axes dans le repere de départ. Il faut donc déterminer les coordonnées de €2
dans la base de départ :

3
R EARORE
V2

Ainsi © est le point de coordonnées (1, —2) dans le repére de départ.
On peut désormais tracer les axes de l’ellipse, puis l'ellipse :
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Exercice 2
On munit 'espace vectoriel .4, (R) identifié & R™ du produit scalaire canonique < X,Y >= ‘XY

Partie 1
1) a) La matrice A est symétrique : ‘A = "(*!MM) = "M"M = A. Donc elle est diagonalisable, avec
une matrice de passage orthogonale.

b) Si X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A,
[MX|? =t (MX)MX ='X'MMX ='X(AX) = \*X = )| X|?

Comme ||[MX|? et | X||? sont positifs, A > 0.

Ainsi, ‘Toutes les valeurs propres de A sont positives. ‘

A est inversible : det A = (det M)? # 0. Donc ’ Zéro n’est pas une valeur propre de A. ‘

c) D’apres la, il existe P € 0,(R) et D diagonale telles que A = PDP~! = PD'P (puisque P est
orthogonale, P! ='P).
De plus, d’apres la question précédente, les coefficients diagonaux de D, qui sont les valeurs
propres de A, sont strictement positifs. On peut donc les noter ,u?, avec (f1,...,My) des réels
strictement positifs.

M1 0
Posons | D' = , puis S = PD'P~!.| Alors D> = D donc

0 Hon

S?=ppD'P'PpD'P'=pPDP'=pPD?P =4

2) Soit S la matrice construite au

det S = det P det D'(det P)™! = det D' # 0

Par conséquent ‘S est inversible. ‘ Posons U = MS~!. Comme S est symétrique et A = 52, il vient

WU =" MSTYMSTH=1(STMMST! = (*9)TTAST = 5T1SPe T = 1,

et ‘ U est orthogonale ‘ De plus, par définition de U, M = US, avec U orthogonale et S symétrique :

‘les matrices U et S que 'on vient de construire conviennent. ‘

Partie 2 (PT 2006, extrait)

1 X]]
1 L= sup = =
)|l = sme ]

IMX]| _ |y
X1 vermgoy 1Yl
En multipliant par ||X|| il vient ||MX | < [[|M]||| || X ||, qui est vrai aussi en X = 0.

Conclusion : ‘Pour tout X € R", on a |[MX]| < |||M]] HXH‘

2) Pour tout X € R"\{0}, on a = ||| M ||| par définition de la borne supérieure.

3) Soit P € 0, (R). La matrice P est en particulier inversible, donc ’ c’est un isomorphisme ‘

Soit M € .#,(R). Pour tout X € R", ||PX|? ='X'PPX ='XX = || X||* donc

IMPX| IMPXY MY
PX| ~ verruoy VI
xerm\{0} | YerRn\{0}

car X — Y = PX est une bijection de R™\{0} sur R™\{0}.

4) a) D diagonale donc

[|MP]|| = sup ——
xern\{oy 1 X
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5)

6)

b) Pour tout X € R™, comme \? < p(D)? pour tout i,

n n n n
IDX|* = 1Y _(ziDeq)ll = | Y _(widier) | = Y _(idi) D)? Y ai < p(D)* X|P?
i=1 i=1 i=1 i=1
Finalement, (D)||X||‘

DX
c) Par conséquent, pour tout X € R™\{0}, H”X”H < p(D). En passant au sup, il vient | ||| D||| < p(D) |

Si ig est tel que |A\;,| = p(D), alors d’apres a) De;, = Ay €ig-
DX

Donc || Deig|| = |Aigllleio | = p(D)ll€iq || Ainsi, pour X = e, X

— p(D). Dot ||| D]]| > p(D).

Conclusion : | ||| D||| = p(D)

a) La matrice "M M est symétrique donc diagonalisable avec une matrice de passage orthogonale,
et par une démarche identique a celle de la question [lc| de la partie 1, toute ses valeurs propres
sont positives — on peut donc les écrire sous forme de carrés.

Il existe P € 0, (R) et D une matrice diagonale & coefficients positifs tels que ‘MM = PD%*'p

b) D’apres les questions 4c et 3 (El), la matrice ‘P étant orthogonale,
p(D) =I|D|| = [|ID"P||
Or, pour tout X € R",
|D'PX|? ='XP'DDPX ='X(PD*P)X ='X'MMX = |MX|?

Par conséquent ||| D'P||| = |||M]|.
Conclusion : ‘ I|M||| = p(D) ‘

Il faut calculer p(D), c’est-a-dire la racine carré de la plus grande valeur propre de ‘MM = (? 1)

det(*MM — \Iy) = A2 — Tr (M M)A + det((MM) = \? — 6\ + 4

a pour racines 3 & V5. Ainsi

1Ml = V3 + V5

Exercice 3 (Centrale TSI 2010 — partiel)

1)

A Vintérieur de son disque de convergence | — R, R[, la série entiére y est €°° et dérivable terme &
terme. On dérive puis on remplace dans (E,) : pour tout x €] — R, R],

(ZE _ CL) " r _ = _ n—2 = n—1
Yy +2y = (r—a) Z n(n —1)a,z" = + 2 Z Napx
n=2 n=1
“+oo —+00
= Zn(n—lanac Zann—l ”2—|—22nanx”_1
n=2 n=1
—+00 —+00 —+00
= Z n(n —1)apz™ - Z a(n + Dnap 2"t + Z 2nanz"™”
n=2 n=1 n=1
—+o00o
= —2aas + 2a; + Z [n(n — Da, —a(n+ 1)nap41 + 2nan} z" !
n=2

1. On prend P~' = 'P et non P pour des raisons de changement de base : D « vit » dans la base %’ de diagonalisation, et
P prend « en entrée » du %', donc le produit DP n’a pas vraiment de sens vu le contexte (bien que les tailles de matrices ne
posent pas probléme).
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Par unicité du développement en série entiére, il vient donc
—2aa2+2a1 = 0
Vn =2 n(n—1)a, —a(n+1)nay41 +2na, = 0
a
Apres simplifications, on trouve la suite géométrique |Vn > 1 a, 41 = — |, I'expression en fonction de
a
a
n étant Vn > 1 a,, = 11.
a"—
+oo " +o0 z\ "
our tout x €| — R, R[, y(x) = ap +a =ag—aja+ aia -] .
b BB y) = a0+ X =0 mactae 3 (7
On reconnailt la somme de la série géométrique :
ala
Vee| - R R z)=ayp—a1a+——r
] [ y@) =a-act— Ta
On a donc nécessairement |x/a| < 1, donc R < a.
aia
2) Les fonction y(z) = ap —a1a+ ﬁ sont développables en série entiére sur | — a, a[ (car |x/a| < 1),
—z/a
et solutions de (F,) d’apres la question précédentes.
3) L’ensemble de ces fonctions peut s’écrire .#|_, o = Vect (f1, f2) avec, pour tout = €] —a,al, fi(z) =1

a
et T)=—a+—.

f2(x) 1—2z/a
C’est donc un sous-espace vectoriel de ’ensemble des fonctions définies sur | — a, a[. De plus la famille
(f1, f2) est libre (f2 n’est pas constante, donc pas colinéaire a fi).

En conclusion, | .#]_, 4| est un espace vectoriel de dimension 2 de base (f1, f2).

De plus, (E,) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 dont les coefficients sont des fonctions
continues, donc ’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 2 sur chacun des inter-
valles | — 00, a[ et ]a, +o0| ot le coefficient devant y” est non nul. Ainsi,

L’ensemble des solutions de (E,) sur | — a,a[ est S|_, qf-




