Lycée La Prat’s Pour le vendredi 14 février 2014
Classe de PT

Devoir de Mathématiques numéro 5

Correction

Exercice 1 (PT 2012 A)
1) a) D’aprés le cours de PTSI, pour tout u € a™,

‘r(u) = (cosf)u + (sinf)a A u‘

b) Soit F' = Vect (a). Comme E = R? est une espace euclidien, on a E = F- @ F.

Par définition de la somme directe, tout vecteur v € E = R? s’écrit de maniére unique v = u+ \a
avec \a € F = Vect (a) et u € F+ = a™t.

c) Soit v = u + Aa € a* @ Vect (a).
r(v) = Ar(a)+r(v) (par linéarité de )
= Xa+ (cos@)u+ (sinf)a Au (car r(a) = a et d’apres 1)a))

OraAv=aA(Aa+u)=AaAa+aNu=aAu, u=v— Aa, et Aa est la projection orthogonale

0
de v sur Vect a donc Aa =< v,a > a (car (a) est une base orthonormée de Vect a) :

’r(v) =<v,a> (1 —cosf)a+ (cosf)v + (sinf)a A v‘

2) a) Par définition, f et g sont dans €(3), avec det f = detg = —1 (réflexions par rapport a des
plans).

Donc fog e O(3) et det fog = (det f)(detg) = (—1)% = 1.

Par conséquent fog € SO(3) : c’est une

e Axe : La droite Vect (1, —1,1), intersection des deux plans, est laissée invariante par les deux
réflexions : elle est invariante par f o g, c’est donc 'axe de la rotation.

e Angle : Pour déterminer I’angle (qui est le double de ’angle entre les deux plans), nous allons
déterminer la matrice M de f o g dans la base canonique :

flg(@)) = f(i)=—j 0 0 1
fle(g) = f(=k)=—k pus M=|-1 0 0
flg(k) = f(=j) =i 0 -1 0

2

Donc Tr (M) =0 =1+ 2cosf avec 6 'angle de la rotation. Ainsi § = :I:?.

e Signe de l'angle : Pour déterminer le signe de I’angle (lorsque ’axe est orienté par a = (1,—1,1))

regardons
Lol
1 10
. 2
Donc la rotation a pour angle 6 = 35
2
Conclusion : | f o g est une rotation d’axe (orienté) Vect (1,—1,1) et d’angle § = —g
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0 0 1
b) D’apres ci-dessus, (M =|—-1 0 0
0 -1 0
C) Non : f(g((oa _17 1))) = f((07 _L 1)) = (1707 1) et g(f(oa _17 1)) = g((L 07 1)) = (17 _17 0)
d) Comme fog est une rotation d’angle § = —27/3, dans une base orthonormée adaptée elle a pour

3)

4)

matrice
1 0 0
0 cosf —sinf
0 sinf cosf
. cosf) —sinf i0 —i0
Le bloc de rotation sinf  cosd > ayant pour valeurs propres ¢ et e~ ", on trouve pour valeurs

propres complexes de fog :

De méme, g o f étant la rotation de méme axe mais d’angle opposé, on trouve les mémes valeurs
propres. A l’écrit, il faudrait détailler d’avantage la réponse d cette question.

3 4
5 0 75
Soit M=|[0 1 0 |.Comme'MM = I3, M € 0(3).
4 3
— 0 —
5 5
3
P 9 16
De plus, en développant par rapport a la deuxiéme colonne, det(M) = det 2 35 =5 + % =
5 5
Donc ‘ M est la matrice d’une rotation.
0 0 0
e Axe : On remarque que M [ 1| = | 1| donc son axe est Vect | 1
0 0 0
1 0 0
3 4
e Angle : Dans la base (es, €1, e3), ’endomorphisme a pour matrice 5 5
o &3
5 5

4
Donc cos 0 = g et sinf = 5 > 0. Ainsi 0 = + Arccos %

3
Conclusion : | M est la matrice d'une rotation d’axe eo et d’angle § = + Arccos =

a) Soit u,v € R® et a € R.

plou+v) = (au+v)+A<au+v,a>a=acu+v+Na<u,a>+ <v,a>)a=ap(u)+¢)

et p(u) € R®. Donc ‘ ® est un endomorphisme‘

b) L’application ¢ est une isométrie si et seulement si elle préserve la norme. Or
12 = Jlutd<u,a>al?=|ul*+2<u,\A<u,a>a>+|\<u,a>al?

= Jul?+ 2\ <u,a >% +(\ < u,a >)?al® = Jul)® + (2 + M)A < u,a >2

()

Donc, pour tout u € R?, ||¢(u)|| = |Ju|| entraine (2 + M)A < u,a >2=0
Pour u = a, on trouve donc (2 4+ A)A = 0. Or A # 0 (dans ce cas, exclu par I’énoncé, ¢ = idgs),
donc il reste A = —2.

Montrons, réciproquement, que ¢(u) =u — 2 < u,a > a est une isométrie :
lp@)l* = [[ul +0

Donc ||p(u)|| = |Ju|| (tout est positif) : ¢ est bien une isométrie.

Conclusion ’ L’application ¢ est une isométrie pour A\ = —2‘
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c) L’application u —< u,a > a est la projection orthogonale sur Vect a (car ||a]| = 1) par conséquent

¢ est la symétrie orthogonale par rapport a a* (p =id —2p).

Exercice 2 (D’aprés CAPES 2011)

1) La fonction h,, est le produit d’un polynéme et d’une exponentielle, elle est €°° et en particulier ™.

Alinsi, ‘Ln est bien définie pour tout n € N‘

2) o ho(x) =e * donc Lo(z) = aho( x) =[1]

o hi(z) = ze " donc h(z) = e * —we™" puis Li(z) = %h’l(x) =|l1—=z|

e hy(x) = 2%~ donc hh(x) = 2z — 2%)e ™ et hy(x) = (2 — 4o + 2?)e™ " puis Lo(z) = |1 — 2z + .

2
3) Soit m € N fixé. Montrons par récurrence que la propriété :
Hy h,(]l‘) = P,(z)e”* avec P, un polynéme de degré m

est vraie pour tout n > 0.
e Hy : est vraie avec Py(x) = z™.
o H, = Hy11 : Supposons H,, vraie.
hi (@) = (b)) (x) = (Pa(x)e™) = (Py(x) = Pa(x))e™™

m

Posons P,11 = P, + P,. Comme deg(P,) = deg(P,) —1 (sim =0, P, = 0), deg(P,+1) = deg(P,) =
m.
Donc Hy41 est vraie.
e Conclusion : Vn > 0, h" = P,(z)e™ avec P, un polynéme de degré m.
T

1
Finalement, pour toutn € N, L,, = e—‘hg”)(q:) = —'Pn(x), et ’ L,, est une fonction polynomiale de degré n‘
n! n!

4) a) Par définition, | A (z) = n!L,(x)e~" | puis en dérivant | A" = nl(L/ () — Ln(z))e™®

b) Pour tout = € R, ‘hn_i_l(.f) = xhy(z) ‘

c) La formule de Leibniz s’écrit (fg)(") = Z (Z) f(k)g(n*k)
k=0

Avec f(x) = z et g = hy, en remarquant que f’'(z) = 1 puis f(k)(:v) = 0 pour tout k > 1, il vient :

n 1 1
mi) = (wha (@) = (ng )mh;"“)(m(nT )h;“><x>

= nlz(L)(z (x))e + (n+ DnlL,(x)e™™ (D’apres 4a))
= (n+1)! ( (1—L>Ln>e‘r

. X X
Conclusion : | Ly41 = ot 1L;1 + <1 T+ 1> Ln

(n+ UL, 11 (x) — Lpyi(z))e™™ (4)a)) et d’autre part

(x) = (n+ D)n!(L)(x) — Lp(x))e ™ — (n + 1) Lyyq(z)e™™

5) D’une part ( nTrll )I
( n+ 1 — hnt1

, n+1
( n+1)

(n+1)
Or ( n+1) " (h (nt1) ) donc en divisant par (n + 1)le”* il vient

)(n+1)

(L, = Ln) = Lny1 = Ly — Loy

Finalement : | L, | = L;, — Ly,
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6) En dérivant 1’égalité trouvée en 4)c), on trouve :
1 X 1
I R
n+1 n+1 n+1

X
L 1-— L
nt < n+ 1> "
En remplacant L/, 41 par I'expression trouvée en 5) et en multipliant par n + 1 on trouve :
(n+1)L'n—(n+1)L, =L, + XL, — L, + (n+ 1)L, — XL,

c’est-a-dire

Vn eN XL+ (1 - X)L, +nL,=0

Les relations obtenues en 4)c) et 5) peuvent aussi s’écrire, respectivement,
XL, —XL,+XL,=0 et XL =m+1)Ly1—(n+1-X)L,
En remplacant X L], et X L/, dans la premiére équation a l'aide de la seconde, il vient
(0 +2)Lnss = (n+2 = X)Lnga| = [0+ DLnys = (n+ 1= X)Ln| + XLy =0

c’est-a-dire
(n+2)Lpyo+ (X —2n—-3)Lpt1+(n+1)L, =0

En décalant les indices,

¥n€N* |(n+ 1)Lyt + (X = 20— 1)Ly +nly 1 =0

Donc nos polynomes peuvent étre vus, au choix, comme des solutions d’une famille d’équations différentielles,
ou comme une suite récurrente linéaire a coefficients dans R[X].

7) Pour tout P et ) dans R[X], on pose

+oo
PP.Q = (PIQ) = [ P@)Q)e do
a) Soit P,Q € R[X]. La fonction = — P(z)Q(z)e " est continue sur [0, +o0].
Par croissance comparée liril a:QP(:c)Q(x)e*x = 0 donc par définition de la limite, a partir d’un
T—r+00

certain zg € Ry, |:C2P(a:)Q(x)efx| < 1 (Attention a bien mettre les valeurs absolues!!), puis

1
vezm |P@Q@e| <

1

Or z — — intégrable au voisinage de +o0 (Riemann, o = 2 > 1), donc par majoration la fonction
T

x +— P(x)Q(x)e™™ est aussi intégrable au voisinage de +oo.

+o0
Ainsi, o(P,Q) = / P(x)Q(x)e™ ™ dx est une intégrable absolument convergente donc conver-
0

gente.

Conclusion : ‘<p est bien déﬁnie‘
b) e Soit P,Q € R[X].

+o0o +oo

P(PQ)= | P@Q@e dr= | Q)P)edr=p(Q,P)

Donc ’ @ est symétrique‘
e Soit P, Py, € R[X] et A € R. Par linéarité de l'intégrale,

+oo
o(\PL + P»,Q) = /0 (APL(x) + Po(2))Q(x)e " dz

= A e Pi(2)Q(x)e™ ™ da + e Py(2)Q(x)e ™ dx
0 0

= )‘QO(PLQ) + SO(P27Q)

Donc P — (P, Q) est linéaire. Par symétrie, ‘gp est bilinéaire‘




DL 5

e Soit P € R[X]. Pour tout z € Ry, P?(z)e™® > 0 donc par positivité de I'intégrale,

+oo
o(P,P) = / P%(z)e™"dz >0
0

Donc | ¢ est positive

e Soit P € R[X]. z + P%*(z)e " est positive et continue sur R, donc
+o0
o(P,P) = / P*(z)e *dz =0
0

entraine PQ(a:)e—gC = 0 pour tout x € Ry. (Jiinsiste lourdement : ¢’est presque toujours « défini »
le point délicat, donc la ou il faut bien justifier et ou sont les points.)

Donc P(x) = 0 sur Ry : P admet une infinité de racines. Par conséquent P = 0.
Réciproquement, si P = 0 alors ¢(P, P) = 0.

Conclusion : | ¢ est définie

Donc ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive : c’est ‘Un produit scalaire sur R[X] ‘

c) D’apres 2), Lo = 1. Soit n € N. Effectuons une intégration par partie :

A A A
/ 2" le T dr = {—x"“‘le_x} +(n+1) / e dw
0 0 0

—_—— —_— —_———
1,Xx7n+1 a0 Lxm
— o e(LXnH) Arros T PLXT)

Par conséquent (Lo, X" ™) = (n + 1)¢(Lo, X™). De plus p(Lo, X°) = p(1,1) = [~ 7| = 1.

Ainsi, par récurrence, ‘Pour tout n € N, p(Lo, X™) = n! ‘

|
d) Soit k € [0,n]. La dérivée k-ieme de z™ est ﬁx"_k Donc la formule de Leibniz s’écrit
n—k)!

B ! k !
veeR AP (z) =" <k> (1) Pl = gk 3 (1)) <k> gk

—p)! — )l
= \p) (n—=p)! = p) (n—p)

k !
En posant Q) = Z(—l)(”_p) <I;) o i'p)!Xk_p € R[X], on a | hl®) (z) = 2" *e Q)

e) Soient n € N, P € R[X] et p € [0,n].
En faisant une intégration par partie entre 0 et A > 0, on trouve

A A (n=1) . A A D)
@(Ln, P) = /0 Ln(z)P(z)e *dx = /0 hnn'()P(a;)dw— lh"n'()P(x)] - /O MP’(a:)dx
! ! .

p=0

Au bout de p intégrations par partie, on trouve

p i+1 A
_ (=) (n—i) (i—1) A (=1)” (n—p) (»)
so(LmP)—LZZI T [ @PI@)] |+ [ @) PP @) da
Or d’aprés d), h"™)(z) = 2'e *Q,,_i(z), donc
. . A . .
: (n—1) (i-1) _ (=) 0y pli—1 () — ~
Jim (B2 @) PO @)] = ) PO (0) = 0 (> 0)

Par conséquent,

Vn € N, VP € R[X], Vp € [0,n],

o(Ly, P) = (1P /;Oo p(n=p) (x)p(p) (z) dz
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f) Soit (n,m) € N%. Calculons ¢(L,, Ly,).
e Sin > m, d’aprés la question e) précédente, pour P = L,, et p=n, on a

—1\n +oo
oL, L) = L [ R @)L (@) da
Yo Jo

Or deg Ly, = m < n (daprés 3)) donc L™ = 0, et donc ¢(Ly, Ly,) = 0.
Par symétrie de du produit scalaire, ¢(Ly, Ly,) = 0 aussi lorsque n < m.
e Sin =m, de méme,

—1\» +oo
©(Ln, Ly) = (i nl|) / A=) (2) L (z) da
o

n
Or,si P= Z arX*, P = nla,. D’aprés un calcul de d) (Leibniz), pour k = n,

k=0
(M (g) = o= S (_pyr-p M) np
() pz;)( D <p> (n—p)!
T (_ n

Donc le coefficient dominant de L, (z) = e—‘hgl") (x) est
n

(correspond a p = 0).
Ainsi, LSL”) = (—1)". En remplacant dans Iexpression de ¢(L,, Ly), on a d’apres c)
1 fptoo

(L L)—(_l)n/mh()(—l)”d == "e T dr =1
P\Ln, Lin) = ! 0 n (L l‘—n!o xe xr =

Par conséquent ¢(Ly, Ly,) = 0pm : ‘ (Lp)nen est une famille orthonormée de R[X] ‘




