Lycée La Prat’s Pour le Jeudi 8 janvier 2015
Classe de PT

Devoir de Mathématiques numéro 4

Exercice 1 (PT B 2014)
Partie 1
1) Etude de 'y dans le cas ott a = b = 9.
p(—t) = 4349 = —(£-32-9t) = —y)
a) Pour tout t € R,
y(—t) = 3249 = —(F+32-91) = —a()
Conclusion : ‘F A est symétrique par rapport a la droite d’équation y = —x‘

b) x et y sont des polynémes donc dérivables sur R. Pour ¢ € R,
d'(t) = 32+6t—9 = 3(t—1)(t+3)
y(t) = 3t2—6t—9 = 3(t+1)(t—3)

Non, la recherche des racines d’un trinome puis du signe de celui-ci n’est pas la question centrale de
lépreuve : faites vite (et juste).

t 0 1 3 +00
2 (t) — 0 + +
0 +o00
/
z T IR
y'(t) - - 0 +
0 —_ +00
y M—_ _—

Donc la courbe (pour ¢t > 0) admet une tangente verticale en M (1) de coordonnées (—5, —11) et
une tangente horizontale en M (3) de coordonnées (27, —27).

-9 .
En M(0) = O la tangente a pour vecteur directeur < 9> et passe par O, c’est donc la premiere

bissectrice d’équation y = x.
c) M (t1) est un point double s’il existe t9 # t1 tel que M (t1) = M (¢
) M (t1) p q

_ z (t1) = (t2)
M(tl)_M(tQ) — { ! —y(tj)

1+ 3t2 9t = t2 4 3t2 9ty .
{ t3f3t2 9t1—t3—3t2—9t2 puis Lo < Lo — L4
3 2 _ B
] + 3] 9t1 752 + 3t2 9to or Ly <= t; = —ty car t; # to
{2 —18t1 0 etL1<:>2t1<t%_9):0
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d)

4
Orsit; =0, 0on aty = —t; =1 ce qui est impossible : 1 # 0.
Donc ‘le seul point double est M (3) = M (—3) de coordonnées (27, —27) ‘
La tangente est horizontale pour t = 3 et, par symétrie, est verticale pour t = —3.
Ainsi, | ’angle entre les deux tangentes de g
I' 4 admet une branche infinie lorsque ¢t — +oc.
t3

y ~ — = 1

x 3
Donc a = 1. De plus, y — z = —6t> —— —o0.

t——+o00

Conclusion : ‘La courbe I'4 admet une branche parabolique de direction y = z. ‘

Tracé :
Indication : On place les points ou l'une des deux dérivées s’annule (i.e. tangente verticale ou
horizontale) et la tangente associée, le point double (mais c’est déja fait), le point O = M(0) (et
plus généralement tous les points ou 'on nous a demandé explicitement la tangente).

Puis on trace en suivant le tableau de variation (en partant par exemple des points (—5,—11) et

(27, -27)).

On compléte ensuite I' 4 par symétrie.

< f(x)

2) Un point stationnaire (ou singulier) est un point en lequel la vitesse s’annule :

{ 7 (t) =0
=0

PN 3t2+6t—a—0
3t —6t—b=0
— 32+ 6t —a=0
—12t—b+a—0 (LQ%LQ—Ll)
a—b a—2>
+ 6 —a=0 (en remplagant t par sa valeur)
— 12
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Donc ¢ existe <= 3 (a —b)* + 6 x 12(a —b) — 144a =0 <={(a —b)* =24 (a +b) =0: P

Partie 2 (UPS)

1)

2)

3)

)

5)

6)

7)

Dans le triangle C H A rectangle en H, pour ’angle C , hypoténuse est CA = b et le coté opposé est

AH = h donc le sius de 'angle est | sin (6’) = h

1
L’aire d’un triangle est 3 base x hauteur avec ici la base qui vaut C'B = a et la hauteur AH = h donc

1
A=§ah

D’apres 1), h = bsin (6’) dou | A= %absin (6’)

1 ~ 1 1 ~
En inversant les roles, on obtient de méme A :§ac sin (B) :§bc sin (A) :iab sin (C’)

et en divisant par abc # 0 on obtient

sin (4) _sin (B) _sin (©)

a b c

On demande ensuite d’interpréter en terme d’aire, on ne I'utilise donc pas directement ici.

B?/\@:B?/\(zﬁ—i-fﬁ) :B?/\ﬁ—FB?/\fﬁet commeB?etfﬁsont colinéaires,
BC AAC = BC A AH done H@/\ﬁH:HB?/\ﬁH

det (B?, x@) : détermiant de deux vecteurs dans l’espace, ce n’est pas défni!

On doit comprendre que c’est la restriction du déterminant au plan orienté de sorte que le triangle
ABC soit direct.

e —
det (B?,ﬁ) = det (C@, C’A) et C@, CA est indirect.

HB? A BH = HB?/\ ﬁ” = —det (B?,ﬁ) aire du rectangle défini par B?,B
AB2:E2: (ﬁ+@)2:ﬁ2+@2+2@-6@etavec@-@:—a-@

AB? = 4 4+ b* — 2abcos (CA‘) .

Dans le triangle ABH rectangle en H : HB? + HA? = AB?
o\ 2
avec HA? = h? = b?sin (C)
et comme le point H € [B,C] on a donc BH = BC — HC = a — bcos (6’)

d’ott BH? = a? + b? cos <6’)2 — 2abcos (6’) et finalement
AB? = b?sin <6’)2 + a® + b® cos (5)2 — 2abcos <6’)
=a? +v? (sin (6’)2 + cos (6’) 2) — 2abcos (6’)

= a? + b% — 2abcos (6’)

Exercice 2 (PT 2006 — Partie A)

1)

2 2

Notons & = { M (x, y)|% + 4= 1}. Montrons que & = &’ par double inclusion.

4
e Supposons que M € & c’est-a-dire MF + MF' = 6. Ce qui s’écrit aussi :

(MF + MF')? = 6
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Le but est d’obtenir une écriture sans racines : donc n’avoir que des distances au carré. Pas besoin d’ex-
pliciter expression de MF et MF' : on sait ce que l'on veut (MEF? et MF'?).
Puis (comme toujours) on passe tout d’un seul coté :

(MF+MF')? -6*=0
Et on multiplie par une « quantité conjuguée » :
(MF+ MF')? - 62| [(MF — MF')? - 62] =0
Appelons A V'expression obtenue. En développant il vient

A

(MF + MF')? - 62| (MF -~ MF')? - ¢?|
MF + MF'(MF = MF')? = 62[(MF + MF')* + (MF - MF')?] + 6*

MF? — MF"?

( (

= (MF?— MF?)? - 62| MF?+ 2MF MF' + MF?+ MF? - 2MF MF' + MF?| + ¢*
( )2 — 62 [MF2 +2MF x MF' 4+ MF"? + MF? —2MF x MF' + MF’2] + 6
( )* =

MF% — MF?)? -2 x 6 [MF2 + MF’Q} + 6 (victoire )

De plus, MF? = (z — V5)? + 4% et MF”? = (z +/5)? + 2, donc
MF? - MF? = —4V5z et  MF?>+ MF? =222 +10+ 2y
Par conséquent
A = (~4V52)? = 2 x 67|20 + 10 + 2] + 6
= (4*x5-4x6%)2? —4x6%* —4x6%x5+6

= 4(20 — 36)x? — 4 x 6%y + (—20 + 36)62
= —16 x 422 — 4 x 6%y% + 16 x 62

72 2
- _ 2 v o_
= —16x6*( Tt 1)
22 g2
Donc A = 0 si et seulement si — + T 1.
Par conséquent M € &
Conclusion : & C &”.
22 42
Supposons que M € &', c’est-a-dire o + T 1.
D’apres les calculs ci-dessus,
2 2
(MF + MF'? — @] [(MF ~ MF')? - 6%| = ~16 62(% + yz ~1) =0

Pour simplifier par [(M F-MF ')2 — 62} il faut prouver que cette expression ne s’annule pas.

Soit on utilise directement le « deuxieme morceau » de l'inégalité triangulaire :
[l = llyl| < ll= + v

MF - MF' < MF'+ FF—-MF =FF

MF' — MF < MF + FF — MF = pp' 990¢

soit on le redémontre : {

IMF — MF'| < FF'
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Par conséquent |(MF — MF')? = 62| < FF? - 6? = (2v/5)? — 67 = 20 — 36 < 0.
Ainsi [(MF — MF')? = 62| # 0 et

(MF 4+ MF')? = 62| [(MF - MF')2 = 62| =0 = [(MF+MF)* -6 =0

Ce qui équivaut (tout est positif) & MF + MF' = 6. Donc M € &.
Conclusion : & C &.

2 2
x
Finalement : | Une équation cartésienne de & est ) + yz =1\

3cost
2sint
2?(t)  y*(t)  9cos?(t) N 4sin?(t)

9+4 9 4

2) Soit M (t) de coordonnées ( ) Montrons que M(t) € &.

zcos2t+sin2t: 1

Donc |M(t) € &

Nous avons montré {M(t) |t € [0,27[} C &. Pour Uinclusion inverse, il faut utiliser le paramétrage du cercle

X = cost

r2 s2 -
X*+Y l:>3/€[()2u[{ Y — sint

d
3) Repere de Frenet : ——— = , par conséquent | s'(t) = V9sin2t + 4 cos?t|.

—
OM <—3 sint

dt 2cost
Par suite
—
. 1 dOM _ 1 —3sint
s'(t) dt V9sin?t + 4cos2t \ 2cost

T
N 1 (2 cos t)

_\/QSin2t+4cos2t 3sint

d7 a7 dt

Rayon de courbure : On calcule la premiere composante de —

ds ~ dt ds
a7 N -3 (9costsint — 4sintcost)sint — (9sin? ¢ + 4 cos? t) cost
—.7 =
ds V9sin?t + 4cos? t (9sin? ¢t + 4 cos? t)3/2
_ —3cost 9sin?t — 4sin?t — 9sin?t — 4 cos? ¢
~ V9sin?t + 4cos? t (9sin? ¢ + 4 cos? t)3/2

B —2cost < 6 )
© V/9sin?t + 4cos?t \(9sin?t + 4cos? ¢)3/2

_ 6 N7
N <(9$in2t—|—4cos2t)3/2> !

(9sin® t + 4 cos? t)3/2

D R=
onc 5
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4) Par définition du centre de courbure,

S
OC = OM + RN
3cost . (9sin? t + 4 cos? t)3/2 -1 2cost
2sint 6 V9sin?t 4+ 4cos2t \3sint
3cost 1.5 9 2cost
<2sint> B 6(9sm t+ dcos™t) <3sint>
t t )
g(9 —9sin?t — 4 cos®t) g(5 cos’t) “cosPt
_ |73 _| 73 _| 3
int int )
Sl; (4 — 9sin®t — 4 cos®t) Sl%(—5 sin?t) —3 sin® ¢

5 5
Finalement, | Les coordonnées du centre de courbure sont (= cos®t, —= sin®#).

5) C’est une Astroide| (a titre culturel), déja étudiée dans I’exercice 7, & un déformation pres.

Exercice 3
e Le domaine de définition est R*. Il n’y a pas de symétries.

Donc ‘Le domaine d’étude est R*

e Variations de z et y :

0
3 2 -
2 B-1 _(t-1)E+t+1) 1 (t=1)(t+1)
/ /
$(t):2t—t3:2 2 =2 2 et y(t):l—ﬁ:—t2
t | —o0 -1 0 1 +0o0
2 (t) — - - 0 +
400 400 +00
—_
00 3
y'(t) + 0 - - 0 +
-1 400 400
— 00 —00 3
e Limites : (reportées dans le tableau de variations)
En linfini, En 0,
2 . _ . _ . .
x ~ t* donc t.lgr_noox(t) = 400 et t‘l}eroox(t) =400 | 4~ - donc tLl%lf 2(t) = —oo et t1_1>%1+ 2(t) = 400
y ~tdonc lim y(t) =—ocet lim y(t) =400
t——o00 t——+o0

1
y~ o donc lim y(t) = —oco et lim y(t) = +o0

t—0— t—0t+

e Points singuliers : Il y a un point singulier en t = 1 : 2/(1) = ¢/(1) = 0. Soit f(t) = <§(t>>
En dérivant f'(t) = (0 _ (202" n tr () = 2+ 447
ériva “\yi) =12 ) on trouve = o3 |
Donc en t = 1, il vient f”(1) = (g) #0

, 3
Donc la tangente est portée par le vecteur <

1) et p = 2 donc c’est un point de rebroussement.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Astro%C3%AFde
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py
De plus f"'(t) = ( —162tt_4 ) donc f"(1) = —6 <?> n’est pas colinéaire & f”(1) et ¢ = 3 : c’est un point

de rebroussement de premieére espece.

Branches infinies : Au vu du tableau de variation, il y a 4 branches infinies, en —oo, 07, 07 et 4-o00.

e Au voisinage de t =0 :

y 1/t 1
r 2/t 2
1 1 1 1, 1
D — — Bty— —z=t+14+-— 12> 1.
onea=g. Bty-—gr=t+it ol =1

1
En conclusion : | Au voisinage de ¢ = 0, il y a un asymptote d’équation y = 537 +1

e Au voisinage de +o00 :

t 1
Yol =~ 0
x t2  t t=0

Ainsi | La courbe a une branche parabolique de direction (Ox) ‘

e De méme, au voisinage de —oo, | La courbe a une branche parabolique de direction (Ox) ‘

Tracé :

On place les points ot l'une des deuzx dérivées s’annule (i.e. tangente verticale ou horizontale) et la tangente
associée, le point singulier et sa tangente, lasymptote. Puis on trace en suivant le tableau de variation (en
partant par exemple des points (—1,—1) et (3,3)).

On remarque qu’il faut étudier la position relative de la courbe par rapport & ’asymptote. Au voisinage
de 0T :

1 1
y—§m—1:t—§ﬁzt+dw

donc la courbe est au-dessus (¢t > 0) de 'asymptote.
Pour t = 07 le calcul reste valable et, comme Z < 0, la courbe est sous 'asymptote.

8
~—
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