Lycée La Prat’s Pour le Jeudi 9 janvier 2014
Classe de PT

Devoir de Mathématiques numéro 4

Correction

Exercice 1 (Concours national marocain 2010 — épreuve 2, partiel)
Partie 1

1) Polynoéme caractéristique :

—A 1 1
Xf()‘) = det(A—-X3)=|1 2—-X -1
—1 1 2—-A

2-)\ 1 1 11 1
= 2-X 2-) -1 |=(@2-XN1 2—-)x -1 (C1 + C1 + Cy + Cs)
2-X 1 2-) 11 2-2)
11 1
= (2-X)1[0 1-X -1 [=(2-XN(1-))?3 (L; < L; — L)
0 0 1-2)\

Xr(N) = (2= 1)1 - \)?

€1
2) e )\ =2 : Soit Fj le sous-espace propre associé¢ a la valeur propre 2. Soit X = |
T3
—2x1 + x2 + z3 = 0 X — z3 = 0
(A—QIg)XZO <~ T — 23 = 0 <= —2x1 + x2 + x3 = 0
-1 + X9 = 0 -1 + X9 = 0
I — I3 = 0
<—— o — x3 = 0 Lo+ Lo+ 214
ro — x3 = 0 Ls<+ L3+ Ly
D'olt 75 = @3 = 71. Ainsi | By = Vect ((1,1,1)). |
1
e )\ =1 : Soit E7 le sous-espace propre associé a la valeur propre 1. Soit X = | z9
T3
-z + 22 + 23 = 0
(A-L)X =0 < r1 + w9 — w3 = 0
—x1 + x + x9 = 0
-r1 + ® + x3 = 0
{ 219 =0 Lo+ Lo+ L4

D'ott 3 =0 et x3 = x1. Ainsi ’ E; = Vect ((1,0,1)). ‘

Par conséquent dim F; = 1 < 2 donc ‘ f n’est pas diagonalisable.
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11 1\ /11 -1
3) Calculons : A-I)?=|1 1 1| =1 1 -1
-1 1 1 1 1 -1

Dés lors, € Ker (f —idgs)? <= (A-13)*X =0 <:>‘x1 +xo — w3 = O‘. Et|dimKer (f — idgs)? = 2
4) Apres calcul matriciel, e; = (f —idgs)(e2) = (—2,0,-2) € E.
a) Puisque e3 est un vecteur propre de f, es € Ey = Vect ((1,0,1)) ou e3 € Ey = Vect ((1,1,1)).

Or la deuxiéme composante de eg est égale a 1, donc es ¢ Ej. Par conséquent es € Es et

€3 = (1> 17 1)
-2 1 1

Soit P=| 0 —1 1]|.Comme det(P)= —2+# 0, |la famille (e1,es,e3) est une base de R?| et
-2 0 1

P est la matrice de passage de la base canonique a la nouvelle base.
b) e; € Ej et e € Ey, donc f(e1) = ey et f(e3) = e3. Donc B est de la forme

1 x 0
B=10 x 0
0 = 2
1 -1 1 —2
OrA|—-1|=|-1]=|-1|4+| 0 [ donc f(es) =e1 + €2
0 -2 0 —2

(on peut se douter que la matrice cherchée est triangulaire, donc que seuls e; et e interviennent,
ce qui simplifie la recherche des coordonnées).

1 1 0
Conclusion : B=]|0 1 0|etA=PBP!
0 0 2

¢) Montrons par récurrence que la propriété :

1 n O
H,: B"=|[(0 1 0
0 0 27
est vraie pour tout n > 0.
o Hy: BY = I3 est vrai.
o H, = Hyp41 : Supposons H,, vraie.
1 n O 1 10 1 n+1 O
B =p"B=10 1 0[]0 1 0f=]0 1 0
00 2"/ \0 0 2 o o 2t
Donc H,,41 est vraie.
1 n O
e Conclusion : |Vn >0 B"=10 1 0
0 o 2"
De plus, A = PBP~! donc A" = PB"P~ L.
1/2 1/2 -1
insérer ici un pivot de Gauss pour inverser P] P~1 = | 1 0 -1
1 1 -1
-2 —2n+1 2" 2" —2n 2" -1 —-2"+2n+1
Finalement, |¥Yn >0 A" = | 0 -1 on | Pt = 2"m — 1 on |
-2 —2n 2" 2" —2n—1 2" -1 2"+ 2n+2

On vérifie rapidement le calcul de A" enn =0 et n =1, on retrouve bien I3 et A : c’est sans doute juste.
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Partie 2
1) a) Si f n’admet qu’une seule valeur propre «, alors Tr A = 3a = —3 donc o = —1, ce qui nous
guide dans le calcul du polynoéme caractéristique :

—2-—A 5 2 —-1-AX 14+ A 0 L1+ Li— Ly
Xf(A) = det(A-A3)=| -1 44—\ 2 |=] -1 4—X 2
2 —-10 —-5-—2AX 0 *2(1+)\) —1— M\ L3« L3+ 2Ly
-1 1 0
= (14+N*|-1 4-X 2|=00+N*A-A—-1-4)=—-\+1)
0 -2 -1
Donc ‘ f a une seule valeur propre a = —1. ‘

Si f était diagonalisable, A serait donc semblable & —I3, et serait par conséquent déja égal a la
matrice —I3 dans la base canonique. Or A # —I3. De sorte que ’ f n’est pas diagonalisable |.

b) Soit E_; = Ker (f + id ) le sous-espace propre de f associé a la valeur propre —1. Or

-1 5 2
A+I;=|-1 5 2
2 —10 —4

Cy = —5C] et C3 = —2C; donc rg (A + I3) = 1.
D’apres le théoréme du rang, ‘dim E_1=3—-1g(A+13) = 2‘

1 —1
c) i) (A+1I3)|0]| =|—-1| Donc ey =(—1,—1,2). De surcroit,
0 2

-1 2
(A+I3) -1 =0 et (A+I3) [0 =0
2 1

Alinsi, ‘62 et £3 sont des éléments de Ker (f — aidgs). ‘

1 -1 2
ii) Soit |[P= |0 —1 0][.|Comme det(P) = —1 # 0, |la famille % est une base de R?®| et P
0 2 1
est la matrice de passage de la base canonique a la a la base ;.
2) Par construction, f(e1) = —e1 + &9, et d’apres la question 1)c)i., f(e2) = —eg et f(e3) = —e3. 1l vient
-1 0 0
B=|1 -1 0
0 0 -1

La matrice P a été déterminée en 1)c)ii. [insérer ici l'inversion de P]. En conclusion

1 -5 —2
Pt=10 -1 0 et A= PBP!
0 2 1
J2=0]|

. par suite

3) a) J=

o = O
o O O
o O O
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4)

b)

b)

d)

e)

D’aprés la question précédente, J? = 0, donc J* = 0 pour tout i > 2. De plus, —I et J commutent,
donc, pour tout k € N*, le bindome de Newton s’écrit

k
BF = (—IT+ )k Z( ) DE = (= DFT + (1) kg = (=D - kJ)
=0
En conclusion, pour tout & € N*,
1 00 kE+1 =5k —2k
BF=(-1DF| -k 1 0|etA*=PB*P1=(-1)| k —Bk+1 —2k
0 01 —2k 10k 4k +1
Méme remarque que pour le précédent A", sauf que je l’ai vraiment fait cette fois-ci.
u'(t)
Soit X (t et X(¢ V(1)
w'(t)
Le systeme (.5) eqmvaut alors a I’équation différentielle matricielle X'(t) = AX (¢).
(t)
Notons Y (t) = | y(t) |. X = PY, puisque Y est le vecteur colonne de ¢(t) dans la base %#; et P
2(t)

est la matrice de passage de la base canonique dans %;.
Par linéarité de la dérivation, X'(t) = PY'(t), et il vient PY'(t) = X'(t) = AX(t) = APY (t)
Si bien que Y'(t) = P"*APY (t) = BY (t), ce qui donne le systéme

() = —=x(t)
(S1) y(t) = xt) -y
J(t) = —z(t)
u(0) 0 x(0) -2
D’apres Iénoncé, X(0) = | v(0) | = | 0| , donc [ y(0) | =Y (0) =P 'X(0)=| 0
w(0) 1 z(0) 1
Ainsi |2(0) = ~2, y(0) = 0 et 2(0) = 1|

La premiére ligne donne |Vt € R x(t) = —2¢ " | et la derniere |Vt € R 2(t) = e~ *|.

L’équation en y s’écrit donc ' +y = —2e'. Elle a pour solution homogene t — Ce ! et la
variation de la constante s’écrit

C't)e ™t —Ct)e "+ Ct)e " = —2¢7"

Donc C(t) = =2t + K, puis y(t) = (=2t + K)e '. La condition initiale nous donne finalement

vVteR y(t) = —2te™?

X=PY,doncu=z—y+ 2, v=—y, w=2y+ 2. En conclusion

u(t) = (2t —1)e!
vt e R v(t) = 2te!
w(t) = (—4t+1)e!

Exercice 2 (oral ENSAM, 2013)

Soit P € R[X] tel que P(X?) = P(X)P(X + 1).

Si P = ¢ est un polynoéme constant, alors I’équation s’écrit ¢ = ¢? et les seules solutions sont ¢ = 0 ou ¢ = 1.
Supposons désormais deg P > 1.

Notons Z(P) I’ensemble des racines (complexes) de P.
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e Soit a € Z(P). Alors P(a?) = P(a)P(a + 1) = 0, donc a? est aussi une racine de P.

Par récurrence, o est une racine de P pour tout n € N.

Or P a un nombre fini de racines. Donc les " ne peuvent pas étre des nombres tous distincts. Une des

conséquences est que || =1 ou a = 0.

Si on note €'(0, 1) le cercle de centre 0 et de rayon 1, ‘ Z(P)Cc¥%(0,1)U {0}‘
e Soit v € Z(P).

Alors P((a—1)?) = P(a=1)P(a) = 0, donc (a —1)* € Z(P). ¢(0:1)

Or Z(P) Cc ¥(0,1) U {0}, donc (a — 1) € ¢(0,1) U {0},

c'est-a-dire |[a — 1| =1ou (a—1) =

Ainsi, a € ¥(1,1) ou a = 1.

O

AN

%¢(1,1)

Par conséquent, ‘ Z(P)c%(1,1)U {1}‘

o Ainsi, Z(P)  (¢(0,1) U{0}) N (#(1,1) U {1}) = {0, 1,e"/3 ei7/%}.

Sia=e"/3 o =e¥/3 ¢ Z(P), alors que d’aprés le premier point o € Z(P). Par conséquent e

a exclure, et de méme e""/3. 1l reste donc :

1 Z2(P) € {0,1}]

e D’apres ci-dessus, les seules racines possibles de P sont 0 et 1.
Donc P(X) =cXP(X —1)?avec pe N, g € Net c € R™.
L’équation fonctionnelle s’écrit donc :

P(X?) =cX?P(X? - 1)7=cXP(X —1)Y(X +1)PX?= P(X)P(X + 1)

En décomposant X2 — 1 = (X — 1)(X + 1), I'égalité précédente s’écrit :
cXP(X —1DIUX +1)7=AXPH(X —1)9(X 4 1)P

im/3

est

En identifiant (par unicité de la décomposition en facteurs (X — \)%), il vient c=1,2p=p+¢q, ¢ =q et

g =p. Donc P = XP(X — 1)V
Réciproquement, P = XP(X — 1)P vérifie P(X?) = P(X)P(X + 1).

Conclusion : | Les polynémes P vérifiant P(X?) = P(X)P(X + 1) sont P =0, et P = XP(X —

1)? avec p € N.

Exercice 3 (PT 2012, A partie I et II)

Partie 1 0o 1 1
1) AB=|1 -1 —-3|=BAdonc ’ fetg commutent.‘
-1 3 5

2) e Etude de f : Le polynome caractéristique de f est

Xf(A) =det(f — Nidgs) = (1 = A) (A2 —2A +2) = —(A — 1)?

Donc 1 est valeur propre triple. Comme A # I3, ‘A est n’est pas diagonalisable‘ (sinon, A serait

semblable & 1 x I3 et donc égal a I3).

Par contre le polynéme caractéristique de f est scindé, donc ‘A est trigonalisable‘

Calcul de Eq(f) ...apres caleuls... | By (f) = Vect ((1, 0,0), (0,1, —1)) .

e Etude de g : Le polynéme caractéristique de g est (opération : Co < Cy — C3 puis Lz — L3 + Lo).

-2 1 1 -A 0 1
Xg(\) =det(g — Nidgs) = |-1 1-X —1|=|-1 2-X -1
1 1 3-) 1 —24X 3-A
-\ 0 1
= A=2)] -1 1| -1 |=-x\-2)?
0 0 ]2-2A

-2

—(A—2)|-1

1

0
-1
1

1
-1
3—A
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= 0 de multiplicité o =1

Donc les valeurs propres sont : { A = 2 de multiplicité a =2

Sous-espaces propres : ...apres caleuls... | Ey(g) = Ker g = Vect ((2, 1, —1)) et| Ea(g) = Vect ((O7 1, —1))

Comme dim Fy(g) + dim Ey(g) = 2 < dim R?, ‘B est n’est pas diagonalisable‘ (on pouvait conclure
des que dim Ex(g) =1 < ag = 2).
Par contre le polyndéme caractéristique de g est scindé, donc ‘ B est trigonalisable‘

3) Posons ea = (2,1, —1). D’apres 2), ex € E1(f) et ea € Ep(g). Donc ey est stable par f et g. De plus,
e2 ¢ Es(g), il ne peut donc pas étre colinéaire a e;.

0 2 0
4) Posons ez = (0,0, 1). Montrons que %’ = (e, ez, e3) est une base : soit P=| 1 1 0
-1 -1 1
0 2|0 0 92
detP=| 1 1|0 |=det (1 1) — 240
-1 —-1]1

Donc %’ est une base. De plus

Fler) 1 0 *\ (comme la matrice est triangulaire, les valeurs propres sont
e = e )
{ £ 1) ' donc Mat (f, @/) = |0 1 =x|.surla diagonale et la derniére x en bas vaut 1 : ce n’est pas
& = €
2 2 0 0 x/ demandé)
2 0 =
A 9(61) = 2e N . o . :
De méme, donc Mat (g, &) = |0 0 x|. (idem avec 2 au liew de 1)
glez) = 0 0 0 =

Conclusion : | %' = (e1, e, e3) est une base de trigonalisation commune & f et g

Partie 2
1) Chacune des valeurs propres \; est de multiplicité 1. Le sous-espace propre associé a la valeur propre
A; est donc de dimension 1 exactement. Soit e; une base de ce sous-espace propre.

n
Montrons que (e1, ..., ey) est une famille libre : soit (aq,...,a,) € C" tels que Z%’@i =0.

i=0
n n n
f (Z ;€ — 0) = Zazf(el) = ZaiAiei =0
i=0 i=0 i=0
n
En combinant \; fois la premiere équation et cette nouvelle équation, on trouve Z:()\2 — A1)aze; = 0.
i=2
En posant o = (\; — A\1)a; pour i € {2,...,n}, qui est nul si et seulement si «; est nul, et en
poursuivant par récurrence, on obtient finalement a,(hb"_l)en =0.

Or e, # 0 (vecteur propre), donc oz,(zn_l) =0.

Par récurrence, a;; = 0 pour tout i € {1,...,n}.

Donc la famille (eq,...,e,) est libre.

Or dim C" = n = Card ((e1,...,ey)). Donc c’est une base :

‘Il existe une base (eq,...,e,) de E constituée de vecteurs propres de f. ‘

La question n’était pas clair : doit-on redémontrer le résultat du cours (ce que je ne fais pas proprement ici, cf
le cours pour mieuz), ou peut-on l'utiliser ? Ou utiliser la caractérisation a l'aide des dimension des sous-espace
propre ¢

d d d
2) a) Par linéarité de f, fou = fo (Z aiﬂ) =Y aifofi = afth
=0 =0 =0

d
Par définition de la somme et du produit par un scalaire sur les fonctions, uo f = Z a; fL
i=0
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Donc fou=wuo f.
Finalement, | f et u commutent‘
b) Soit k € {1,...,n}. Posons &' = (ey,...,e,) la base de vecteurs propres du 1).
Comme f(e;) = A\peg, par une récurrence immédiate f(er,) = Aiey.
d d d
En combinant on trouve u(ey) = Zaifi(ek) = ZaiA};ek = (Z aMZ) er = P(\g)eg
=0 i=0 i=0
P(\) 0
Donc dans la base %’ la matrice de u s’écrit Mat (u, Z') = :
0 P(A\n)
En conclusion, les valeurs propres de w sont les (P(A1),..., P(\,)) et u est diagonalisable dans

3)

a)

b)

d)

la méme base Z’ que f.
Nous avons déja utilisé en 1) que dim E), = 1.

En effet F), contient au moins un vecteur non nul donc dim F), > 1. De plus, dim E), < o,
multiplicité de la valeur propre A; dans le polyndéme caractéristique. Or ici, a; = 1.

Donc par encadrement,

Nous avons vu en exercice que « f et g commutent » entraine « les sous-espaces propres de f sont
stables par g (et vis versa) ». Ce n’est évidemment pas un résultat utilisable sans démonstration
dans une copie. Dans le sujet de 2012, la question était posée en préliminaire, donc il suffisait de
citer le résultat de cette question.

Comme f et g commutent, les sous-espaces propres de f sont stables par g (préliminaire) : pour
tout i € {1,...,n}, g(E),) C Ej,.

En particulier, comme FE), = Vect e;, g(e;) € Vect (e;).

Ce qui nous donne finalement g(e;) = pe; :

e; est également un vecteur propre de g‘

Ainsi, d’apreés ¢), la matrice de g dans %’ est
M1 0

0 L,

Conclusion : | L’endomorphisme g est diagonalisable dans %’ ‘

Soit P le polynoéme interpolateur de Lagrange qui vérifie P(\;) = u; pour tout i :

PX)=2_m 11 3=

=1 j=ljAi

Ce polynéme est bien défini car les A; sont deux a deux distincts par hypothese. De plus,

‘deg P=n-1 ‘
A1 0
Dans la base %', notons D = la matrice de f.
0 An
P(A1) 0 o 0
D’apres 2)b), Mat (P(f),%4') = P(D) = = par construc-
0 P(\) 0 fn,
tion de P.
p1 0
Or d’apres 3)c), Mat (g, %) = . Donc Mat (g, #') = Mat (P(f), #').
0 fon

Par conséquent, | g = P(f)|.



