Lycée La Prat’s Pour le Jeudi 26 novembre 2015
Classe de PT

Devoir de Mathématiques numéro 3

Correction

Exercice 1
Soit p et ¢ deux projecteurs de F.

(p+a)?=p*+pg+ap+¢*=p+q+pg+qp

Donc p+ g est un projecteur <= (p+q) =p+gq (par définition)
<~ pog+qop=0 (d’apres le calcul précédent).
Exemple : p un projecteur quelconque et ¢ = id g —p.

Exercice 2 N
1) L’application f est bien définie : par construction f atterri bien dans f(F).

e Linéarité : Soit x, y € H et A € R. Comme H est un sous-espace vectoriel, A\x +y € H, et

fOz+y) = fAx+y) = Mf(2) + fly) = Mf(2) + fy)

Donc f est linéaire.

e Injectivité : Montrons que Ker f = {0}.
zreKerf = zeH et flz)=0

— x € HNKer f
= z=0 (car H et Ker f en somme directe)

Donc Ker f = {0}, et f est injective.
e Surjectivité : Montrons que Im f: f(E). Comme Im f= f(H), il faut donc montrer f(H) = f(E).
Par construction Im f C f(E).
Réciproquement y € f(FE) s'écrit y = f(x) avec x € E.
Or FE=H®Ker f donc x =x1+ x2 avec x1 € H et x9 € Ker f.
Ainsi y = f(z1 + 2) = f(21) + 0 = f(z1) € Im f.
Dot f(E) C Im f.
Donc Im f = f(E) et f est surjective.

Conclusion : | L’application f : H — f (E) est un isomorphisme

2) e Par construction de H, E = H @ Ker f. Soit (eq,...,e,) une base de H, et (€y41,...,€p) une
base de Ker f.

Notons % = (e1,...,ep) la base de E obtenue en réunissant les deux précédentes.

e Comme f est un isomorphisme (question 1), 'image d’une base (de H) par f est une base (de
F(E)). Notons (¢h,...,el) = (f(e1), .., fler)) (ie. ¢ = f(ex).
Complétons cette base de f(E) C E' en une base de E’ par le théoréme de la base incompléte :
B = (... e).
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/ , 1 0 00 0
f(el) = e = 1)(61 0
: (par définition de e) .. .
fle) = e = 1xe o
flery1) = 0 T 0
. 0 0 0
(car e; € Ker f) .
fleg) = 0 :
(ep) 0 0|0 0

Donc |Mat (f, 8, %') = ( IOT 8 )

Malheureusement, la plupart du temps on s’intéresse a des endomorphismes, et on veut que B = %B. Cette
matrice ne nous intéresse donc pas, et il la théorie qui répond a la question obtenir une matrice la plus sympa
possible — est la théorie de la réduction des endomorphismes.
3) a) Soit f: R"™ — R" 'endomorphisme canoniquement associé a M, et P,y la base canonique de
R"™. D’apres la question 2) précédente,
e il existe une base # de R" (soit Q € GL,(R) la matrice de passage de HBean a X),
e il existe une base %' de R" (soit P € GL,(R) la matrice de passage de Bean & B'),
tel que Mat (f, B, B') = J,.
Avec r =dim H = dim F — dim Ker f = rg f par le théoréme du rang.
Matriciellement, on a donc

I. |0
_ -1 _ r
M =PJ.Q avec Jr = < 00 >

b) Découpons par blocs les matrices P et Q~!, pour pouvoir faire un produit par blocs :

P=(P|P") et Q—1:<g,,,)

N / , s / .s .
Ou P’ est composée des r premieres colonnes et (' des r premieres lignes.

rg (P') = r = max(r,n) | car I'inverse signifierait que la famille des vecteurs colonnes de P’ est

liée, donc que celle des vecteurs colonnes de P aussi (sur-famille), or P est inversible (donc la
famille des vecteurs colonnes de P est libre).

~ . . /
De méme, en raisonnant sur les lignes, [rg (Q") =

En effectuant un produit matriciel bloc, on trouve
o / 7 I, |0 Q/ o / 1 IrQ/ + OQN o / 1" Q/ _ pl "o ol
M_(PP)<O o) (o7 = (P | P") 000" = (P'| P) o =PQ+P0=PQ

Conclusion : | M = P'I.Q'

Exercice 3< PT 3009, A extraits)

1
1) M? = 6 63 = M, donc f% = f. Conclusion‘ f est un projecteur

9

1
De plus rg (f) =Tr (f) = §(1+2) =1.
2) Soit on calcule (rapide), soit on raisonne :

e rg(f) =1 donc dimIm f =1 donc (on cherche 1 vecteur non nul dans l'image, ¢a suffira)

Im f = Vect ( (_12>)
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e Par le théoreme du rang, dim Ker f =1 et on voit que M G) = 0 donc

Ker f = Vect ( (i))

Exercice 4 1 1 2
1) La famille ' est une base de F si et seulement si det(%') #0. Soit P=] 3 0 -1
-1 -1 0
! 11
det(#')=detP = 3 :23 0’2—6750
0 Ly« L3+ Ly
Conclusion : | %' = (1,¢e2,¢3) est une base
2) Comme g9 et e3 € P, et €1 € 9, il vient
u(e2) = €2 u(es) = e3 u(er) =0
Ce qui nous donne
u(er) —ules) = e —eg (1)
2u(er) —u(e) = 2e1—e2 (2)
u(er) + 3u(ez) —ules) = 0 (3)

1
Ainsi (1) — (3) nous donne —3u(ez) = e — e3, et u(ez) = 5(_61 + e3).

1
Puis (2) donne 2u(e;) = 2e; — ez + u(ez) = gel —ez+ 363 donc u(e) = 6(561 — Geg + 2e3).

1 1
Finalement (3) donne u(e3) = u(e1) + 3u(ez) = 6(561 — 6ey + 2e3) —e; +e3 = 8(—61 — Gea + 8ez).
Donc la matrice est
1 5 -2 -1
M=2|-6 0 -6
2 2 8

Autre facon de faire, plus ou moins équivalente seul le formalisme change : calculer M', P™' puis appliquer

la formule de changement de base.

3) Par définition, u(e1) = 0, u(e2) = €2 et u(e3) = 3. Donc

000
M=1010
0 01
1 1 2
et, daprés 1), |P=| 3 0 —1||puis| M = PM'P!
-1 -1 0
Exercice 5 1 1
1) e Im J est engendré par les vecteurs colonnes de J, donc par | : |. Posons e; =
1 1
-1 _01 -1
1 1 0
eKer J: XeKerJ < a1+ +2,=0 < XeVeet(| O |, | o |...c.] + |)
: ; 0
0 0 1
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-1 -1
1 0
Posonses = | 0 [,... e, = : |. Cette famille est une base de Ker f.
: 0
0 1
1 -1 -1 -1
1 0 0
Soit P=|: ¢ 1 . : | la matrice des vecteurs colonnes précédents.
N . .0
1 0 --- 0 1
La famille = (e1,...,e,) est une base si et seulement si det P # 0. Le calcul s’avérant non trivial,
prenons un autre angle d’approche.
1 n
Comme J | : | =|:]| #0, e ¢ Ker J. Donc, comme (ey,...,e,) est une base de Ker f, # est une
1 n

base de Vect (e1) @ Ker f, et Vect (e1) @ Ker f =R" (inclusion et égalité des dimensions).
Par conséquent 4 est une base de R", et si on note f I’endomorphisme de R™ défini par J,

Mat (f, 2) =

La formule de changement de base, entre la base canonique et la base %, nous donne :

n 0 0
O o0 --- 0
J=pP|. .  _|P!
00 --- 0
2)
a+Bn 0 --- 0
P Yal,+BJ)P =aP 'P+ B8P 'JP =al, + P 'JP = 0 @
0
0 0 o
a+Bn 0 - 0
Dot det(al, + BJ) = det(P~ (L + 8NP =| © % 7 Z[a+nBan?
: L0
0 0 a



