Lycée La Prat’s Pour le Jeudi 15 octobre
Classe de PT

Devoir de Mathématiques numéro 2

Correction

Exercice 1 (PT C 2015)
C’est la suite de 'exercice 1 du DS 2.

1
T2 Powr t € [0, +o0o[. Montrons que ¢ est intégrable sur [0, +oo].

La fonction ¢ est continue sur [0, 4+-o00].

1) Soit ¢ définie par ¢(t) =

., 1
Etude en 400 : p(t) ~ 2

Ortw— %2 est intégrable au voisinage de +oo (Riemann, o = 2 > 1), donc par équivalence ¢ est

intégrable au voisinage de +o0.

Donc ¢ est intégrable sur [0, +-o00].

Montrons que h est définie et continue sur R.
—xt?

e

—xt?

1+t

e Pour tout ¢ € [0, +o00], la fonction x — est continue sur R car exponentielle I’est.

e Pour tout x € R4, la fonction ¢ — est continue sur [0, +o0].

5 est intégrable sur [0, +-00[ d’apres ci-dessus et, comme —zt? <0,

e La fonction p : t —» ——
1+t

g2
ext

1+t

_ !
142

V(z,t) € Ry x [0, +00] = (1)

Donc, d’apres le théoreme de continuité sous le signe somme,

‘la fonction h est définie et continue sur R;.. ‘

oo 1 teo T . T
2) h(0) = /0 i [Arctan t];™ = 5 car Xl_l}I_Ti_loo Arctan X = 5

Conclusion : [ h(0) = g

3) a) Soit a un réel strictement positif.
tZefatz
Tie pour t € [0, +o00[. Montrons que ¢ est intégrable sur [0, +00].

La fonction ¢ est continue sur [0, 4+o00].
Etude en 400 :
46—11152 2
t2p(t) ~ s = t2e=9" 0 par croissance comparée (a > 0).
t t—+o00

Soit ¢ définie par ¢(t) =

1 1
Donc p(t) = o(t—2>. Ort— 2 est intégrable en +o00, donc ¢ aussi par comparaison.
Donc ¢ est intégrable sur [0, +o0].

, : 1 :
(Vous avez justifié que t — — était intégrable une fois, plus besoin de le répéter)

/2

2
ezt

1+t2°

Montrons que h est dérivable sur [a, +oo[. Soit g(z,t) =
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8 —t2 —xt?

e Vit € [0, +00], la fonction  +— g(x,t) est de classe €' sur [a, +o0[, et —g(x,t) =—_°
oz 1+t

e Vz € [a, 400, la fonction ¢t +— g(z,t) est intégrable sur [0, +oo[ (d’apres 1)) ;

42 —xt?
la fonction t — ———— est continue sur [0, +-o00].
1+t
{2—at?

e Soit ¢ : [0, +oo[— R4 définie par p(t) = 5 La fonction ¢ est intégrable sur [0, +oof

1+t
d’apreés ci-dessus, et, comme —zt? < —at?,

ag tZefxtQ thfatQ
W(ot) € latoolxorrocl | F2et| = S < T

= p(t)

Donc, d’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme (ou théoréme de Leibniz), il vient

h est €1 sur [a, +oof et I/ (x) /+OO ~tPem” dt
ur [a, +oo x) = ——dt.
’ 0 14 ¢2

b) D’apres 3)a), la fonction h est dérivable sur [a, +oo[ pour tout a > 0; donc elle est dérivable sur

U [a, +00[=]0, +00
a>0

Ainsi, ‘h est dérivable sur |0, —i—oo[‘

4) Soit z > 0. Pour tout t € [0, +oo[, * > 0, 1 + > > 0 et exp > 0, donc, par croissance de I'intégrale,

, +o0 _t26—.’2t2
h = ———dt <0
() /0 1+¢2

Donc h est décroissante sur R’ , puis, par continuité en 0, sur R.

Finalement : | A est décroissante sur R ‘

Soit x € Ry. Par positivité de l'intégrale, h(x) > 0. Par décroissance de h, h(z) < h(0) = g (question
2).

En conclusion :

Vr € R, 0<h(w)<g
5) Soit z > 0.
+o00 _t2 —xt? +o0 —xt? +o00 _tQ -1 —xt? +o00
h'(x)—h(x)Z/ Ldt—/ eidt:/ ()edt:—/ e~ dt
0 1+ ¢2 o 1+ 0 1+¢2 0

Or en effectuant le changement de variable u = /zt dans cette derniere intégrale (qui converge comme
combinaison linéaire d’intégrales convergentes), il vient :

B (z) — h(z) = —

£l
NG

6) a) La solution générale de ¢/ —y = 0 est

’y:xHCe‘” avec C’ER‘

e—$

NG

primitive s’annulant en xg qui s’écrit

b) La fonction x — est continue sur |0, +oo[ et g est dans cet intervalle, donc elle admet une

xT e*u
T — / du
g VU

g
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c) On effectue une variation de la constante. Soit C' : R% — R une fonction €. Posons y(z) =
C(z)e".
solution de (&) <= C'(x)e" + C(z) C(z)e” = e
y - \/E
1
<~ C/(x) = —%6_1‘
— Cx)=-1| — du +k
o \f
x e_u
= y(z) = (k—[ du) e’
zo VU
Ou k est une constante dépendant des conditions initiales.
Or h est une solution de (&) d’apres 5). Donc
T e
JkeR VYz>0, ) =|k-1] “= ’
< 7o \f )
7) a) Soit > 0. La fonction f: u — € _ est continue sur 10, x].

b)

) Vu

Etude en u =0 : , qui est intégrable en 0 (Riemann, a = 1/2 < 1).
\/> \/>

Dong, par équivalence, f l’est aussi.

e—u
Ainsi, f: u— —= est intégrable sur ]0, z] donc / —— du converge

Vu
En effectuant le changement de variable u = t2, ot ¢ t2 est une bijection strictement croissante
sur ]0, 2], le théoréme de changement de variable nous donne

T o= U N NZ
/ e—du:/ C orat=2/" et a
0 Vu 0 |t] 0

du existe d’apres 7)b).

L’équati 1) est défi tout 0 et li
équation (1) est définie pour tout =z >0 e lim 360f

On remarque aussi que k ne dépend pas de = (mais de zg, par contre).
Les fonctions h et exp sont continues en 0.
Donc la limite existe et & la limite 1'égalité (1) s’écrit :

0 g—u
Vz >0 h0)=[k-1 —
o) ( P )

Or d’apres 2) h(0) = g :

T U
k=241 “—du
2 20 VU

En remplagant dans (1) il vient, avec 7)a),

vz
Vo >0, h(z) = <72r — 2[/ et dt) e”
0
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8) Au 4) nous avons obtenu ’encadrement Vz € Ry, 0 < h(x) < g En remplacant h(x) par la valeur

trouvée et en multipliant par e™” il vient

e—l’

NZ3
Vo € Ry, ogg—ﬂ/ et dt <
0

T
2

T—+00

NG
9) En passant a la limite lorsque x — 400, par encadrement, on trouve lim (;T — 21 / et dt) =0.
0

VI,
Or lim e " dt =1, donc on a
r—400 Jq
s
~—2I°=0
2

Par conséquent | I =

VT
2

Exercice 2 (E3A PSI 2015)
1) Soit z € R. La fonction g : t — PP

e Etudeent=1:Onposet=1+h. (1+h)>—1=h%+2h=h(h+2) donc

est continue sur |1, +o00].

1 1 1 1
S0 = A AT =T (s hevivihis  1vie - Vah

1
Or h — —= est intégrable en 0 (Riemann, o = 1/2 < 1), done, par équivalence, la fonction g est

intégrable en 0.

e Etude au voisinage de +o0o0 :

1
g(t) ~ prs)

1
Ortw— pran] est intégrable en +oo si et seulement si x + 1 > 1, c’est-a-dire x > 0 (Riemann,

a =z + 1). Donc, par équivalence, g est intégrable en +oo si et seulement si z > 0.

Donc g est intégrable sur |1, +oo] si et seulement si z > 0.
De plus g est positive, donc |g| = g : f(z) existe si et seulement si z > 0.

Conclusion : | I = R}

1
2) Existence :  — ————— est continue sur [0, +0o0].
et + et
, 1 1
Etude au voisinage de +00: ——— ~ — =¢ .

€$ _'_ €—$ el

Or z — e~ est intégrable au voisinage de +oo (z — e 7% avec f =1 > 0).

1
Donc, par équivalence, x — ——— ’est aussi.
xr —T
et +e
+oo dz
Ainsi, / ———— converge.
o e"+e’?

Calcul : Effectuons le changement de variable u = e, ot  — e est une bijection strictement croissante
sur [0, +oo[. Donc le théoréeme de changement de variable s’écrit :

+o00 d +o0 1 +o0 1
/ 7362/ /udu:/ 7du:[Arctanu]f°°:E—
0 eT + e 7 1 u+1/u 1 1+ u? 2

. +0o0 dz T
Conclusion : / _— = —
0 et + e 7 4

T
4

NE




3) La fonction ¢ est une bijection strictement croissante de |0, +oo[ dans |1, +o0|.
Effectuons le changement de variable ¢t = p(u) (donc dt = sh (u) du).
D’apres le théoreme de changement de variable, les deux intégrales sont de méme nature, or d’apres
1) I'une des deux converge, donc toutes les intégrales convergent.

f(l)_/+oo /+oo Sh /+oo du _2/+oo du
) t\/t2 ch (u /Sh 0 ch (u) 0 et +e U

Car ch? -1 =sh? et sh > 0 sur [0, +oo[. En conclusion, d’aprés 2),

f) =

T
2

4) Comme nous 'indique I’énoncé,
(sh)’_ ch?—sh® 1

ch ch? " ch?

De plus, avec le méme changement de variable qu’a la question précédente,
1(2) = /+oo a /+oo du [sh (u)r” _ oy )
~hoeeve—1 Jo ch?(u) lch(u)],  X—tooch(X)

. sh(X) eX—e X X . sh(X)
Or, au voisinage de 400, ch (X) =X e ~ xS 1. Donc xl_lffoo h (X) =1, et
f(2)=1
5) Soit z € 1.
1
Vt €)1, +o0], ———2>0
/2 — 1

|

1
6) Pour tout t > 1, In(t) > 0 donc x +— e~ = = est décroissante.

Donc, par positivité de 'intégrale,

(Exzemple typique ot on commence da chercher au brouillon, puis au propre on « renverse » la rédaction.)
Soit (z,y) € I? tels que = < y. D’aprés ci-dessus

1 S 1
V=17 iz —1

Vt €)1, +o00]

Donc par croissance de 'intégrale, f(z) > f(y).

Ainsi, ‘ f est décroissante sur [ ‘

7) Soit a > 0, montrons que f est dérivable sur [a, +-o00[. Soit h(zx,t) =
In(t)

/12 — 1
Etudeent=1:t=1+het

o définie sur RY x]1, +ool.

Posons ¢(t) = pour ¢ €]1,400[. ¢ est continue et positive (car ¢t > 1 donc Int > 0).

In(1+ h) _Vh
(1+h)vVhv2+h V2

Donc ¢ est prolongeable par continuité en t = 1 par ¢(1) = 0. Donc ¢ est intégrable en 0.

p(1+h) =

Etude au voisinage de +0o0 :
In(t) 1

t = ~Y
o) tev/t2 —1  toti(Int)~?
On reconnait une intégrale de Bertrand qu’il faudrait étudier (cf cours). Donc ¢ est intégrable au
voisinage de 4o0.

Donc ¢ est intégrable sur |1, +o0].
Théoreme de dérivation :




DL 2

Ooh In(t
e Vt €]1, +o0], la fonction z — h(z,t) est de classe €' sur [a, +oof, et %(x,t) = —tmig)l.

e Vz € [a, 400, la fonction ¢t +— h(x,t) est intégrable sur |1, 4o00[ (d’apres 1));

oh
la fonction ¢ — ——(z,t) est continue sur |1, +o0].

Ox
e Soit ¢ :]1,400[— Ry la fonction définie ci-dessus. ¢ est intégrable sur |1,+oo[ d’apres les
préliminaires, et
In(t) < In(t)
V2 =1 te/i2 -1

Donc, d’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme (ou théoréme de Leibniz), il vient

W, 1) € [a, +00[x]1, o0, \(m)\ - _

f est €' sur [a,4+o00] et f'(x) = /+OO __In®) dt.
1 t*

V2 —1

Comme ce résultat est vrai pour tout a > 0,

fest €' sur | J[a, +oo[=1
a>0

In(t)
N
8) Soit x € I fixé.

Comme > 0 sur |1, +oo|, f/ < 0 par croissance de I'intégrale, puis ‘ f décroissante sur I

t
v it — ———— est continue sur |1, +oo[ et v : ¢ = /12 — 1 en est une primitive.

Ve 1 |
1 1 s e s / (IL' + 1
w:t pres est de classe C" sur |1, +oo[ de dérivée u' : t — — s
2 _
UXv:t— e est de limite nulle en 1 et en 4-o0.

Comme l'intégrale de gauche (f(x)) converge, le théoréeme d’intégration par partie s’écrit

+oo N too 42 1
_ +oo _ vy - _ -
f(z) = [uv]] /1 (z+1) Fr+2 dt = (z + 1)/1 tr+2,/12 — 1 dt

En cassant la fraction, comme toutes les intégrales existent, on a alors

f(@) = (x+1) (f(z) - f(z+2)

On en déduit que

x
2) =
fo+2) = = 1)
9) Montrons par récurrence que
peN', f(2p) = 2p—1)!

- Initialisation : le résultat est vrai pour p =1 car f(2) = 1.

- Hérédité : soit p > 2 tel que le résultat soit vrai jusqu’au rang p — 1. On connait alors f(2p — 2)
et la question précédente donne f(2p) en fonction de f(2(p — 1)). On obtient le résultat au rang
p en combinant les résultats.

10) Soit z > 0. On a

pla+1)=(@+ D+ DI +2) = o+ )fl+1)— /(@) = o)

Donc ¢ est périodique de période 1. En particulier, Vn € N*, ¢(n) = ¢(1) = g
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11) ¢ est continue sur R’ , comme f. On a donc, avec la question précédente,

lim p(a) = lm @@ +1) = p(1) = FL)F(2) = £(1)

z—0t z—0t

Or, p(z) ~g+ xf(z)f(1) et donc zf(x) — 1 quand x — 0T et ainsi

fz) ~ -

z—0t T

12) Pour tout n € N*, p(n) = g (question 10). Ceci s’écrit

7
* 1 -
Vn e N*, f(n)f(n+1) o
D’apres 1é décroissance et positivité de f,
VneN',  fn+1)? < f(n)f(n+1) < f(n)?

On en déduit, en décalant les inégalités, que

™

<f(n)? < 5——= = f(n—=1)f(n)

V=2, f()f(n+1) = 2(n — 1)

2n

. f(n)?
Donc. lim -~ 7(2n)

= 1 par encadrement. On a finalement
T
)~ o,

neN*

13) Toujours par décroissance de f, on a Vo > 1, f([z]) < f(z) < f(|lz]). Comme |x] et [z] équivalent
tout deux & x au voisinage de +oo (ils différent de z de moins de 1 qui est négligeable devant x) la

[T
question précédente donne que le majorant et le minorant sont tous deux équivalents a % et donc
x

fla) ~ \/Z

14) On a décroissance de f. La courbe aux voisinage de 0 et de +oo est proche de celle des fonctions
équivalentes trouvées.

15) Avec ce qui précede, ¢ tend vers m/2 quand x — +oo. Or, pour tout z on a
Vn eN, o(x) = p(x +n)
En faisant tendre n vers 400, on en déduit que

Ve >0, p(z) = lim cp(au—i—n):z

n—-—+o00 2



