Lycée La Prat’s Pour le 18 octobre 2013
Classe de PT

Devoir de Mathématiques numéro 2

Exercice 1
On note f la fonction définie sur R par :

1) a)

2) a)

b)

flx) = /Ox exp(—t%) dt = /Om et dt

Montrer que f est une fonction impaire dérivable sur R.

Montrer que f est indéfiniment dérivable sur R. Pour tout entier n € N*, on note f (") a dérivée
n-ieme de f . Montrer qu’il existe une fonction polynoéme p,,, dont on précisera le degré, telle que
pour tout z € R :

f™(x) = pu(x) exp(—2?)
Que peut-on dire de la parité de p,, 7
Démontrer que f admet une limite finie en +0co (on ne demande pas de calculer cette limite).

Dans toute la suite du probléme, on note A cette limite.

N 2n+1
Montrer que, au voisinage de 0, on a f(z) = nz%(_l)nn!én—i—l)

+ 0<x2N+1).

En déduire p,(0).

3) Pour tout entier naturel n, on note :

f)

w/2
W, = / cos” x dzx.
0

Montrer que, pour tout n > 0, W,, = /2 sin” ¢ dt.
0
Calculer Wy et W1 et justifier que W,, > 0 pour tout n € N.
Montrer a l’aide d’une intégration par parties que, pour tout entier n > 2, nW,, = (n — 1)W,_s.
T
En déduire que la suite (nW,W,,_1)n>1 est constante de valeur 5

n—1 w,
Montrer que la suite (W) est décroissante et que pour tout n > 1, < B

n Wn—l
. [T
Justifier alors que W,, ~ / —
2n

<1

4) Calcul de A

a)
b)

Montrer que pour tout réel u, on a e* > 1 + u.

Soit n un entier naturel non nul. Montrer que :
(I—u)"<e™ si u<l

1
e—nugm si u>-—1
u



DL

¢) Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, on a :

1 +oo +oo d
/ (1—2%)"dz < / e dz < / e
0 0 o (I+az2)"

d) En déduire que pour tout n € N* :

Calculer A.

Exercice 2
On considére 'application v définie pour tout réel x par

() = /O‘*‘OO cos(xt) dt

cht

cos(xt)
cht ~

1) a) On considere la fonction g : R x [0, +00[— R définie par g(z,t) =

2
Montrer que, pour tout (z,t) € R x [0, +o0], [g(,t)] < —.
e

b) (pour les 5/2) 1 est-elle continue sur R? (on énoncera le théoreme utilisé)

2) a) Montrer que, pour tout réel X et tout entier naturel strictement positif N

1 N (_1)N+1XN+1
I 1) xk )
I+ X (;f ) >+ 1+ X

b) En déduire que, pour tout réel ¢ et tout entier naturel strictement positif N

1 N (_1)N+16—2(N+1)t
-9 —1 -1 k _—2kt
cht ¢ [(};)( )he + 1+ e2t

c) Montrer que, pour tout réel x et tout entier naturel strictement positif N

ww)=2 [ e teosta) [(Z(_l)ke%t

—2t
P 1+e

Dans ce qui suit, on notera

+oo _ )N+ g—2(N+1)t
Ry(x) = /0 et cos(a:t)( )1 +272t dt

—t
3) a) Montrer que la fonction h : R x [0,400[— R définie par h(x,t) =

R x [0, 4+o0].
b) Pour tout = € R, déterminer la limite de Ry (z) lorsque N tend vers +oo.

4) N désignant un entier naturel non nul, calculer, pour tout entier k£ de [0, N]
+00
Ji(z) = / et cos(xt)e 2kt dt
0

5) Montrer que, pour tout réel z, ¥(x) peut s’exprimer comme la somme d’une série

N
Y(x) = lim Zuk(m)
k=0

N—+o00 —

et donner, pour tout entier k; une expression de ug(x).

e~ " cos(xt)
1+e™

N _1\N+1_-2(N+1)t
)+( DR ] dt

5 est bornée sur



