Lycée La Prat’s Pour le vendredi 19 octobre 2012
Classe de PT

Devoir de Mathématiques numéro 2

Correction

Exercice 1 (d’aprés CCP TSI 2011, Maths 1 et Agro TB 2012)
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T+t

1) Pour tout x > 0 et tout ¢ € [0,1], z + ¢ > 0 donc différent de 0 : h(x,t) est bien définie.
De plus, & = > 0 fixé, t — h(x,t) est continue (donc continue par morceaux) comme composée de
fonctions continues, donc elle est intégrable sur [0, 1].

Notons h(z,t) =

Conclusion : ‘ f(z) existe pour tout = > O‘

2) a) Soit x,y € RY et t € [0,1], e" > 0 ainsi

1 1 et et
O<zrz<y=0<z+t<y+t = < — <
y+t x+t y+1t x+t

et el

< .
y+t  xHt
b) Soit z,y € RY tels que x < y. Par croissance de I'intégrale,

et et 1 et 1 et
vt e [07 1]1 < = f(y) = / dt < / dt = f(x)
Y+t -+t o Y+t o T+t

Conclusion : |Vt € [0, 1],

Ainsi,

La fonction f est décroissante‘

3) Continuité. Soit xg un réel strictement positif quelconque.

a) Soit = € [%,—i—oo[ et t € [0,1].

etz — x|

h(x,t) — h(z, 1) =
[h(z, ) = h(zo,?)] 270 + H(x + 20) + 2

Ort >0 etz > xg, donc zzg + t(x + z0) + t* > z20 > x%/Q. Ainsi

etz — o ellx — x| _ 2e|r — o

|h(z,1) (o, 1)] xxg + t(x + 20) + 12 z3/2 g

En intégrant entre 0 et 1, il vient

! ! 2e|x — x| (!
|f(z) = flzo)| = / h(z,t) — h(zo,t) dt‘ < / [h(z,t) — h(xo, t)| dt < 2/ dt
0 0 Zo 0
: o 2e|x — |
Conclusion : |Vx € [?,—i-oo[, |f(z) = f(zo)] € ———
Lo
- 2e|lz — x| : . L
b) lim ———5—— = 0 donc par encadrement lim f(z) existe et vaut f(zg). Ainsi,
T—rT0 ;L‘O T—rx0
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‘ f est continue au point xg

4) Soit z strictement positif. Pour tout ¢ € [0, 1],

Donc en intégrant entre 0 et 1, il vient

> 0 donc en divisant

e J—
De plus,

T e—1
= 1, par encadrement, lim Q =1, cest-a-dire | f(z) ~
T—+00 67 T

en +oo.

Comme lim
z—+o0 x4+ 1

5) Etude en 0

a) Soit x > 0 fixé. Le changement de variable u = z 4 t s’écrit

1 t z+1 ju—x
fo= [ pa= [
0o T+t z U

x+1 _u
Finalement : | f(z) = e_m/ € du
xT

u

627
b) Pour x > 0 posons g(x) = — et G la primitive de g s’annulant en 1. La fonction f s’écrit alors
x

f(z) = e (G(z + 1) = G(z))

Pour obtenir un développement (asymptotique) de G, nous allons commencer par obtenir celui de

9 em+1 e®
oo+ 1) =S 5= et = el +o()(1 +o(1) = +o(1)
Donc en intégrant G(z + 1) = G(1) + ex + o(x) = ex + o(x) (Car on a choisi G(1) = 0)

xT

g(x):%:$+1+0(1)

0t
-1
Les petits o s’intégrent donc G(z) = Inz+ K +z+o0(z), avec K = lim (G(z)—Inz) = / ¢ dt.
1

z—0 t

xT

De plus e™* ~ 1, donc finalement

flz)=e*(G(z+1) —G(z)) =e*(—Inz +o(lnx)) ~ —Inzx

Conclusion : en 0, | f(z) ~ —Inz

c) Reprenons les développements de la question précédente & un ordre supérieur.

x

g(z+1):el+x =e(l+xz+o(x)(l—x+o0(x)) =e+o(z)
g(x) = % :%+1+§+0(3€)

En intégrant les petits o précédents il vient,

G(x+1) :ez:—|—0(x2) ,

G(:c):lnx+K+x+%+0(w2)
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2 3
Ore®=1—x+ 5 + % + o(z?), donc en remplacant dans expression de f(z),

flz) = e*(G(x+1) - G(z))
2 23, x? 9
= <1—a:—|—2+60(x)+> (—lnx—K+(e—1)x—4+o(m))
= —111.’E—K+(6—1)l‘—lj+0(332)
+zlnz + Kz — (e — 1)z?
2

—i—?lnx — 5w

2

Comme zInz — 0, le o(x?) 'emporte sur le o(x®Inz) et absorbe le 2° Inx (par contre il faut
T—

aller & ordre 3 dans e™* pour étre sir). En regroupant,

2 —~K—4
3 € 2

f(x):—lnx—K—i—xlnaH—(e—1+K)x+%IH$+ 1 +o(a?)

6) a) D’apres 4, Emf = 0 et f sera au dessus de 'asymptote y = 0 au voisinage de +00 (car e —1 > 0).
(0.9}

D’aprés 5b, li(I)Il f = 400 donc f admet une asymptote verticale en 0.



