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Classe de PT

Devoir de Mathématiques numéro 2.5

Correction

Exercice 2 (Ecricome ECS 2009)

1) Vt €0, +o0[,1+ z2e?" > 0, donc il reste & étudier la convergence de l'intégrale.

Soit x # 0 fixé. La fonction t — e~ 21/1 + x2e2! est continue (donc continue par morceaux) sur [0, +-00],

et en +00

e 21 4 2262t ~ e 72/ g2e2 = |z|e!

Donc, d’apres le critere des exponentielles, 'intégrale f(x) converge. Pour z = 0,

Conclusion : ‘La fonction f est définie sur R. ‘

400 400
De plus, pour tout z € R, f(—x) = / e 21+ (—x)2e2tdt = / e /1 + x2e2t dt = f(z) donc
0 0

2) Branche infinie de € :

—t
. € o
Donc en prenant la racine, sachant que ze® > 0 et ze! + o > 0, il vient
x

—t

—+\ 2
x,t) €]0, 00| X s xe\—l—a:e\—i—:ce—i—e— :xe—i—e—
T T

Y(z,t) €]0, +oo[xRy we' < V1 + 22e2t < xel +

t

=
2x

—2t I

b) En multipliant par e encadrement précédent, on obtient

673t

Y(z,t) €]0, 00| xRy ze ! <e 21+ 222 L zet + —

2z

>2

Ces trois fonctions (de t) sont intégrable sur R d’apres le critére des exponentielles. En intégrant

’encadrement s’écrit

1
Vz >0 < < —
x r< flx) <z + oz
Donc par encadrement (f(z) — z) = 0, ainsi f(z) = z + o(1) au voisinage de +oo :
T—>+00

‘La courbe ¢y admet une asymptote d’équation y = = au voisinage de +oo. ‘

3) Soit A > 0. Montrons que f est continue sur [—A, A]. Soit h(z,t) = e 2\/1 4 z2e2

o Vt € Ry, la fonction = — h(z,t) est continue sur [—A, A].

e Vz € [—A, A], la fonction ¢t — h(x,t) est continue (donc continue par morceaux) sur R.
e Soit ¢ : Ry — Ry définie par p(t) = e ?!\/1 + A2¢2 = h(A,t). La fonction ¢ est intégrable sur

Ry (1)) et

V(@,1) €[4, A xRy, ()] = | VT 2262 < e+ A2 = (1)
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Donc, d’apres le théoréme de continuité sous le signe somme, f est définie et continue sur [—A, A].
Or ce résultat est vrai pour tout A > 0, donc | f est continue sur U [—A, A =R.

A>0
On aurait pu montrer directement €' en fait. Reprenons un A > 0.
Préliminaires : Etudions (x,t) — S S—— [—A, Al x Ry
1+ 132€2t
SOlt t e R+ ﬁXé
x
La fonction g(x) = ——= est impaire et dérivable T 0 A
9(@) = ———my e p
/ /
_ - . g (x) +
sur [—A, A], avec ¢'(x) (15 22c20)372 >0
D’ou le tableau de variation ci-contre. g(A)
g /
0
Ce tableau (et la parité de g) nous prouve que
Yot e A xR | o]~ (o) < g(4) = ——
€, 4, T — T)| X = T 5
* V14 x2e?t g g V1 + AZe?t
De pl t isi de + (A) A -t
e plus, pour ¢ au voisinage de +oo, =~ "
plus, p g g ey
Théoreme de dérivation : 5
h x
e Vt € R, la fonction z — h(z,t) est de classe €' sur [—A, A], et — (z,1) = ———e—.
o Vr € [—A, A], lafonction t — h(z,t) est intégrable sur Ry (d’apres 1));
x
la fonction t — —————== est continue (donc continue par morceaux) sur R;.
A+ 22e2t xQthA ( P ) +
e Soit ¢ : Ry — R, définie par ¢(t) = —————=. La fonction ¢ est intégrable sur R d’apres les
¥ + + p 90( ) \/m ¥ g + p
préliminaires (équivalente & e~") et, toujours d’apres les préliminaires,
V(1) € -4, 4] x R ‘ r |4 )
z, 4 ) X =
* V1 + x2e?t V1+ AZe?t 4
Donc, d’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme (ou théoréme de Leibniz), il vient
fest @ sur [-A Al et flw)= [ ——2
est sur |[—A, et T) = / —d?
0 V14 a2e
La dérivée f’ est du signe de f donc
z —0o0 0 +00
/(@) - 0 +
+00 +o0
2
4) a) Soit z > 0. t — ze! est un € -difféomorphisme (z # 0) de R, dans [z, 4+oco[ (z > 0). On peut

donc effectuer le changement de variable v = xe’ :

400 400 4.2 d +oo /1 2
f(q;):/ e_Qt\/l—l—a:Qthdt:/ %Vl—i—uQ—u: 132/ vitu du
0 ) u .

ud

€ 1memnie Xr)=2x — au|.
z  uV1+u?
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b) En dérivant I'expression obtenue au 4)a), il vient
, oo V1 + u? V1422 2 V1+ a2
Play=20 [ YLE gy 2 YIET 2y VITT
p u x x x
Ainsi, | La fonction f est solution de I’équation différentielle zy’ — 2y = —v/1 + 2.
1
c) La fonction u +— una - est continue (donc continue par morceaux) sur |0, +0ool.
(14+u?)2
ulnu g L
En 0, —— ~ ulnu —— 0 donc est prolongeable par continuité, donc intégrable.
(1 + u2)§ u—0
1 1 1
En 400, ul"r’&u3 ~ % ——— 0 donc & partir d’un certain tg, |u!?® una =| < 1 donc
B (14u2)z  ud® uotoo (1+u2)2
ulnu 1
(1+u2)z|  ul?
Le majorant étant intégrable d’apres Riemann, la fonction est intégrable.
1
Conclusion : |la fonction u s ———— - est intégrable sur |0, 4+-o00].
(14 u2)?
1
Au voisinage de +00, ——— ~ — donc est intégrable. Soit £ > 0 et A > x.
s uw/14+u?  u? s
A1 1 Inu 14 A ylnu InA Inx A ylnu
| ax o e—gdu= | 2|+ [ Cdu = - +f du
e U w14 u? Vi+a?l, Jr (144?): VI+ A2 V1i+a? Jo (1+42)2
In A In A
r \/11:_7142 ~ r;l pE— 0 et toutes les fonctions sont intégrable, donc lorsque A — +o0
oo du Inz oo ylnu
[ e e,
T U\/1+U2 \/1+332 x (1—|—u2)§
. L . InA InA
Dans une copie, on attend au minimum que vous disiez =~ 0.
14+ A2 A Ao+
1 o ylnwu
d) La fonction u — % est intégrable sur ]0, +oo[, notons I = / = du
(1+w?)? 0 (1+u?)?
oo 1 oo In
Par conséquent / unu + du s I, ce qui s’écrit aussi / uiug du = I+ o(1)
T (1 +u2)§ z—0 T (1 +u2)§
Ainsi, en combinant I'expression de f’ trouvée en 4)a) et ’égalité obtenue en 4)c), il vient
, zln(x)
)= ———+r—=—"+al +olx
P == aga Tl e
/(@) 1 I o
D = - — ——) —— 1, ce qui signifie x)~—zxlnx|
one —rlnx 14+ 22 1na:+0(lna:) om0 4 & F@)

Les petits o s’'integrent : f'(z)

fx) = f(0)

2 2

T
Or/ ulnudu =
0

Exercice 3

Soit h(x,t) = Vi !

—t)(1 — 2%t)

%(lnx —-1/2) ~ %lnx. D’ou

—zlnx + o(—xInz) donc

—/ ulnudu+0(/ ulnwu du)
0 0

2




DL

2.5

1)

2)

3)

Il faut que Vt €0, 1[, (1 — 2%t) > 0, c’est-a-dire = € [—1,1].
Pour tout t €]0, 1] fixé, = +— h(x,t) est paire, il suffit donc de I’étudier sur [0, 1].

1 1
Pour x =1 h(1,t{) = ——— qui n’est pas intégrable en ¢t = 1.
(1,1) VAR p g
Soit x €] — 1, 1], la fonction ¢ +— h(x,t) est continue (donc continue par morceaux) sur |0, 1], et

1 1 1
h/ x) t ~0 —~ h x, 1 —Uu)= ~
(@) ° Vi ( ) VI —w)u(l — 22 + 22u) 0\/1—x2\/ﬁ
Or 1/V't intégrable en 0 d’aprés Riemann, donc h(z,.) intégrable. Ainsi, | 7y =] — 1,1]
Soit A €]0,1][.

e Vit €]0, 1], la fonction = — h(x,t) est continue sur [—A, A].
o Vz € [—A, A], la fonction ¢t — h(x,t) est continue (donc continue par morceaux) sur |0, 1[.

V(1 =t)(1 — A2%t)

e Soit ¢ :]0,1[— R, définie par ¢(t) =
sur |0,1[ (1)) et

= h(A,t). La fonction ¢ est intégrable

Yo t) € A AL 0 het) = e t)l(l — < i t)l(l —z; = ¢

Donc, d’apres le théoreme de continuité sous le signe somme, f est définie et continue sur [—A, A].

Or ce résultat est vrai pour tout A > 0, donc | f est continue sur U [—A, Al =] —1,1].
0<A<1

Le principe est de se débarrasser de ce qui géne pour le calcul sans aider a tendre vers +o0o. Typiquement, ici,

\/?

Soit = €]0, 1[. Pour tout ¢ €]0,1[, ¢t <1 et 1 — 2%t < 1 — ¢ donc en passant aux inverses

. Le but est d’obtenir un minorant (pour pousser vers +oc) calculable.

1 . 1 1
VIO =t (1 —22) ~ JI(1 —22t)(1 —22t)  1—a?t

h(z,t) =

En intégrant entre 0 et 1 il vient

1 | 1 NE 1 9
f(:c):/o h(x,t)dt}/() T = [pa (- et = - a)

1
Or lim —— In(1 - 2?) = 400 donc par minoration, | lim f(z) = 400
z—1 z—1




