Lycée La Prat’s
Classe de PT

Pour le Vendredi 20 septembre

Devoir de Mathématiques numéro 1

Exercice 1

Le but de ce probléme est I’étude de quelques spécificités des fonctions numériques ch et sh de la variable

réelle x définies sur R respectivement par :

et +e % el —e %

ch(z) = — et

Les trois parties de ce probléme peuvent étre traitées indépendamment 'une de ’autre.

Partie 1 (Majorations, minorations, encadrements)
1) Calculer ch (0) et sh (0).

2) Démontrer que la fonction ch est paire et que la fonction sh est impaire.

3) a) Justifier que, pour tout réel x, on a :
o [ch(2)]” — [sh(2)]* = 1;
e ch(x)>1.
b) Vérifier que, pour tout réel z positif, on a : 0 < sh (z) < ch (z).
4) a) Justifier que les fonctions ch et sh sont dérivables sur R; déterminer les fonctions dérivées cor-
respondantes.
b) Dresser le tableau de variation de chacune des fonctions ch et sh.

Tracer les courbes représentatives des fonctions ch et sh dans un méme repére orthonormal du

plan d’unité graphique lem.

5) a) Démontrer que, pour tout réel x positif, on a : < sh (z).
b) En déduire les inégalités suivantes pour tout réel x positif :
z? 3
Puis, pour tout n € N,
no 2k n 2k+1
x x
< ch () et —— — <sh(z)
[ [
— (2k)! — (2k + 1)!

Démontrer que, pour tout réel z compris entre 0 et 1, on a :

e sh(x) < 2z;
o ch(z) <1+22%

En déduire les inégalités suivantes pour tout réel  compris entre 0 et 1 :

. sh(x)<x+%;

2 564

T
h <14+ —+—.
e ch(x) t5+ 5

Justifier que, pour tout réel z compris entre 0 et 1, on a :

2

0<ch(z) - (1+2) <

2

Qu’en est-il pour sh (z)?

1

12
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Partie 2 (Vers une approximation de la fonction ch par des fonctions polynémes)
1) Démontrer, a 'aide d’une intégration par parties, que pour tout réel z, on a :

ch(x):l—i—/:(x—t)ch(t)dt

2) Démontrer que, pour tout réel x, la relation suivante est satisfaite pour tout entier n positif :

n 12k T (¢ (2n+1)
ch (z) :;;) @] +/0 ((%ll)!ch(t) dt

Un nombre réel strictement positif a étant donné, on cherche, dans la suite de cette partie, & montrer
no 2k
x
ue ch (a) = lim —.
aechle) = B 2. Gy

3) Démontrer que pour tout entier n strictement positif, on a :

a —t 2n+1 2n+2
/0 @=0™" ) dt < (@)

(2n+1)! (2n+2)

2n

4) On note u, = W oll n est un entier strictement positif.
n)!

a) Prouver qu’il existe un entier N tel que pour tout entier n supérieur ou égal & N, on a :

1

Un+1 <=

Up, 2

b) Démontrer que pour tout entier n supérieur ou égal & N, on a :

1
Un S GroNUN-

¢) Démontrer que la suite (u,)nen converge et préciser sa limite.

5) On considére la suite de réels (U, )nen définie par U, = Z up = Z %
k= k=0 ’

Démontrer que la suite (Up,)nen converge vers ch (a).

Partie 3 (Les fonctions ch et sh et I’hyperbole)
Le plan étant muni d'un repére orthonormal (O; 7, 7), on considére la courbe H d’équation

T —y2:1

On note H' Pensemble des points de H admettant des coordonnées z et y positives.

7

1) Justifier que la courbe H ™ est la courbe représentative dans le repére (O; ,7) de la fonction f qui

a tout réel x de lintervalle [1;4o0[ associe v/ 22 — 1.
2) Démontrer que la droite d’équation y = x est asymptote & la courbe HT.

3) Démontrer que la courbe H peut étre obtenue a partir de la courbe H™ par des symétries que I’on
précisera.

4) Tracer la courbe H dans le repere (0; 7, 7).

Un nombre réel positif a étant donné, on cherche, dans la suite de cette partie, & montrer que les

coordonnées du point M de H T tel que l'aire &7 définie ci-dessous soit égale a 2a sont (ch (a),sh (a)).
5) On note :
e F' la primitive de la fonction f : x +— /22 — 1 définie sur 'intervalle [1;+oo[ et nulle en 1;
e o/ la fonction qui & tout réel x supérieur ou égal & 1 associe l'aire de la partie du plan comprise entre
les segments [M(z,y), Ma(—z, —y)] et [Ms(—x,y), My(—x,y)] d’une part, et la courbe H d’autre
part, ott M est un point d’abscisse  de la courbe H™ ;
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e ¢ la fonction numérique de variable réelle = définie sur l'intervalle [1; +oo[ par :

a) Justifier la relation suivante, pour tout réel x supérieur ou égal a 1 :
o (x) =4g(x).

b) Démontrer que la fonction o est strictement croissante sur 'intervalle [1; +o00].

c¢) Justifier 'inégalité suivante, pour tout réel x strictement supérieur a 1 : ¢'(z) >

%.
d) Déduire de ce qui précede :
I = to00;
o Jim_g(x) = +oo;
e Quel que soit le réel a positif, il existe un unique réel z, > 1 tel que : &7 (z,) = 2a.

7 -7 T+

NG et7: NG
—

Pour tout point M du plan de coordonnées (x,y) dans le repére (O; 7", 7), on note (X,Y) ses coor-

6) Soient 7=

données dans le repére (O; 7, 7)

a) Prouver que (O; ?, 7) est un repére orthonormal du plan.

b) Exprimer z et y en fonction de X et Y.

¢) En déduire que, dans le repére (O; ?, 7), H est la courbe représentative de la fonction b : X —
X définie sur R*.

7) On note A le point de coordonnées (1,0) dans le repére (O; 7, 7).

a) Quelles sont les coordonnées du point A dans le repére (O; ?, 7) ?

b) Tracer la courbe H, le point A, la droite (O; 7) et représenter la partie d’aire o/ décrite en 5)
dans le repére (O; ?, ).

c¢) Calculer 'aire &7 (ch (a)) en fonction de a.

d) Conclure.

Exercice 2 ) g
Soit (an)nen la suite réelle définie par : a,, = — — -

n
On cherche a étudier la limite v, appelée constante d’Euler, de la suite :

n

Snzzn:a :znzl—/n+lcuzzl—ln(n+1)
p=1p p=1p 1 t p p

=1

n
1
On s’intéresse également a la suite (H,)nen+ définie par Hy = 0 et pour tout entier n > 1, H,, = Z —.
p

p=1

1 1
1) Soit p € N*. Montrer que 0 < a, < — — ——.
) p que0<ap < = ooy
2) En deéduire que la suite (S,) est majorée, puis qu’elle est convergente et que sa limite v appartient a

lintervalle [0, 1].

1t ot
3) Vérifier que pour tout p € N* on a a, = — / P dt, puis montrer que pour tout entier p > 2 on a :
P Jo b

1/1 1 1 1 1
2\p p+1 2\p—1 »p
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4)

5)

6)

7)

En déduire un encadrement de S,, — S, pour m et n des entiers vérifiant m > n > 1. Puis montrer que

pour tout entiern > 1 on a :
1 1

<y—=85,< —
2n + 2 i " on

Conclure qu’on a le développement asymptotique suivant pour la suite (H,,) :

1 1
anlnn+’y++o<>
2n

n

Pour tout n € N* on pose Tj, = S, + . Montrer que

2n + 2

1
0<y—T, < ———
T 2n(n +1)

Déterminer un entier n € N* pour lequel T}, est une valeur approchée de v a 1072 preés. Donner un
encadrement de v & 1072 pres.



