‘ Général : Questions de cours‘

Les « ... » sont évidemment & détailler (au moins une étape de plus).

I) Intégration

™

Variations, limite et équivalent de la suite u, = / "tan"t dt. Savoir étudier une suite définie par

0
une intégrale. Savoir obtenir un équivalent & partir d’'un encadrement.

Nature de la série Z en fonction de 5 € R. Pour t € [e, +00], posons f(t) =

n(lnn)f

e Théoreme de comparaison

. 1 - (Int) + 5
/ . _
f est dérivable sur [e, +ool, et f'(t) = RO + Pt~ ()

Donc pour t € [e, +oo] tel que t > e P, f/(t) < 0 et f décroissante.

Ainsi f est positive, continue et décroissante (au dela de e P ), donc on peut appliquer le théoréme de

comparaison séries / intégrales :

+0o0
Z f(n) et / f(t) dt sont de méme nature.

e Nature de 'intégrale

1
(Inz) =B+ 1 T B+1

—B+1  —B+1 sotoo

T

(Int)=A+1
—f+1

Pour g # 1, /xf(t)dtzl

+00

Pour g =1, /I f(t)dt = [In(In(?))]; = In(Inx) —— 400

T—r+00

x
Donc / f(t) dt converge si et seulement si 5 > 1.
e

1
e Conclusion : La série Z converge si et seulement si g > 1.
n

(Inn)sB

1 R
Soit « €]0, 1[. Nature de la série Z T et équivalent des sommes partielles (exercice 24.1). A

laide d’une comparaison série / intégrale, savoir obtenir des équivalents de restes ou de sommes partielles

dans les séries.

+o0 sint

1
t(lnt)8”

sif>1

sif<1

Convergence de / 4 dt. Savoir étudier la convergence d’une fonction qui n’est pas intégrable.

0

II) Algébre linéaire

Soit A € #,(R) et f définie par f(M)= —M + Tr (M)A. Montrer que f est un endomorphisme,

et selon la valeur de Tr A, déterminer Ker f et Im f.

1) e VM, My e #,(R), VAR, f(AMy + M) = ... = Af(M1) + f(Maz). Donc f est linéaire
o VM e M,(R), f(M)= —M +Tr(M)Aec #,(R)
S~~~ ——
EMn(R) €R
—_———
eMn(R)

Donc ‘ f est un endomorphisme‘

2) SiTr A#1.
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e Ker f:
MeKer f = f(M)=0
= —-M+Tr(M)A=0
= Tr(—-M+Tr(M)A)=Tr(0) =0
= —-Tr(M)+Tr(M)Tr(A)=Tr(M)(—1+Tr(A)) =0
= Tr(M)=0 #0
Or f(M)=0: —-M+Tr(M)A=—-M =0. Donc M =0.

Donc Ker f C {0}.

De plus {0} C Ker f (sous-espace vectoriel). Conclusion :

e Im f: f est un endomorphisme injectif en dimension finie donc f est bijectif et surjectif :

3) SiTr A=1.

e Ker f : Montrons que Ker f =

M € Ker f

Donc Ker f C Vect (A).

Im f = #,(R)|

Vect (A).

= f(M)=0
= —-M+Tr(M)A=0
= M =Tr(M)A € Vect (A)

Réciproquement,
M e Vect(A) = INeR, M=XA
= dNeR, f(M)=fAA)=Xf(A)=A-A+Tr(A)A)=0
——
= M eKer f =1

Donc Vect (A) C Ker f. Conclusion :

=

m f:

‘Ker f = Vect (A) ‘

o Montrons que Im f C Ker Tr.

Melm f = 3N e #4,(R),
— 3N € 4, (R),

M = f(N)
Tr(M)=Tr(—N+Tr(A)N)=0

— M € Ker Tr

Donc Im f C Ker Tr.

o Le théoréme du rang pour f s’écrit dim(Im f) = dim ., (R) — dim(Ker f) =n* — 1.
Comme Tr # 0 est une forme linéaire non nulle, dim(Ker Tr) = dim ., (R) — dim(Im Tr) =

n? —1.

o D’apres ci-dessus, {

Im f C Ker Tr
dim(Im f) = dim(Ker Tr)

donc

’Imf:KerTr‘
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Pour tout A, B € .#,(K), Tr (AB) =Tr(BA). Soit A= (ai;) et B = (b;;) deux matrices de .#,(K).

e Soit AB=C = (Cij) Cij = Z azkbkj Tr AB Zcu Z Z Qikbp;.
k=1 i=1 i=1k=1

e Soit BA =D = (dyj) : dij = Z bikarj. Tr (BA) Zdu > bigaki-
k=1 = i=1k=1

=30 bikari =D Y aribix = Z Z aikbr; = Z Z aikbg; = Tr (BA)
i=1 k=1 =1 k=1 h=1i=1 i=1 k=1
)
v —N—— N

changement ’
de variable changement d’ordre de

ltiplication d R . i
multiplication dans ki—ik sommation

commutativité de la

CNS pour qu’un endomorphisme u € Z(F) soit diagonalisable. Soit u € Z(E), Sp (u) = {\,...

et Ey,,..., E), les sous-espaces-propres associés.

u diagonalisable £% 11 existe une base Z' telle que sa matrice D = Mat (u, %', #') soit diagonale
< E:EM@”'@E)%

e ] Xu scindé
VA € Sp(u) o = dim E)

III) Géométrie et calcul différentiel

. 1 1
Points réguliers d 2 4y?) —2?+y* = 0. Equation de la t t = —=).
oints réguliers de x(z*+y*) —z°+y quation de la tangente en (2a2\/§)

d’équation cartésienne x(z? + y?) — 22 + % = 0.

e Points réguliers : Soit M (z,y) € €.

f
Y a4 )
M est régulier si et seulement si grad f(x,y) = g}fé # T. Or
?y(xa Y)

322+ 2 — 22 =0 2
Sy + 2y — 0 L= (2,9)=(0,0) ou (r,y)=(5.0)

gr?if(ﬂf,y)zﬁﬁ{ 3

Mais f(2/3,0) # 0 donc ‘Le seul point de ¢ qui n’est pas régulier est O(0,0). ‘

1 1 11
. f<§,ﬁ>:0doncM(5,m> €e

1 -1/6 N
grad f(2 2\[) = (\/§/2> est un vecteur normal de la tangente. D’ou

Soit € la courbe

P(X,Y) € Tyr < MP.grad f = (X_1/2>.<_1/6> =0 < —1(X—1)+\/§(Y—1

Y —v3/6) \V3/2

(sans garantie pour les calculs : refaites les)

Plan tangent en un point régulier d’une nappe paramétrée, d’une surface définie par une
équation cartésienne. Vecteur tangent a une courbe définie par deux équations cartésiennes.

e Plan tangent en un point régulier d’une nappe paramétrée :

Soit (u,v) +— ?(u, v) un paramétrage de la surface X.
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En un point rééulier M de parametres (u,v), le plan tangent est le plan passant par M et de vecteurs

. 0 OF . .
directeurs (au(u,v), (%(u,v)> (libre car M régulier).

P(X,Y,Z) € Tspr <= det <J\ﬁ aaf(u,v), 87 u,v)) —0

oF oF

En posant 77 = — (u,v) A a—(u, v) un vecteur normal & T 7, on a aussi
v

ou
P(X,Y,Z) € Tsa < MP.W =0

e Plan tangent en un point régulier d’une surface définie par une équation cartésienne :

Soit f(x,y,z) = 0 une équation cartésienne de .
En un point régulier M(x,y, z), le plan tangent est le plan passant par M et de vecteur normal

grad f(z,y, z).

—
P(X,Y,Z) e Ty < Mﬁ.grad flx,y,2) =0

e Vecteur tangent a une courbe définie par deux équations cartésiennes.

Soit ¥ et ¥’ deux surfaces définies par f(z,y,2) =0 et g(z,y,2) = 0.

On suppose qu'au point M(z,y,2) € LN, Ts p # Tsv o, et donc que € = LN Y est localement
une courbe.

— —
Comme T, ar # Ty v, grad f(z,y, z) et grad g(z,y, z) ne sont pas colinéaires :

T = grad f(z,y,2) Agrad g(z,y,2) # 0

—
De plus U est perpendiculaire & grad f (z,y,2) et donc dans le plan (vectoriel) tangent a > en M. De
méme U est perpendiculaire & gra g(z,vy, 2) donc dans le plan (vectoriel) tangent & ¥’ en M.

Donc | W est un vecteur directeur de Te v =Ts p NTsr

IV) Probabilités

Grenouille. Soit X le nombre d’oeufs pondu par la grenouille, et Y le nombre d’oeufs éclot.

Comme X — Z()\),
)\n
Vn e N P(X =n) :e_A—'
n!
Comme chaque oeuf éclot avec une loi Z(p) indépendante, k oeufs sachant qu’il y en a n pondus éclosent

selon une loi binomiale #(n,p) :
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La formule des probabilités totales nous donne, pour k € N fixé,

PY =k = +XO:OP(X:?»L,Y:k)
n=~k

kyk £0 \n too (A(1—p) !
— ef)\pT Z 7(1 _p)n or Z ( - ) — e)\(lfp)

n= : n=0

Donc Y — Z(\p).
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