Lycée La Prat’s Vendredi 8 avril 2016
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 9

Correction

Exercice 1 (ESCP Europe 2015)
1) a) det(M)=-1+1=0 donc ’M n’est pas inversible

b) Comme M? = 0, pour tout k € N,

MF2 — MFEM2 = MF x0=0

Alinsi, ‘Vn =2, M" :0‘

2) a) detM =a—a=0donc ‘ M n’est pas inversible‘

b) Montrons par récurrence que la propriété :
Hn: M"=(1+a)"'M

est vraie pour tout n > 1.
o Hy: M'=(1+a)M.
. 14+a (1+a)a
e H, = Hp+1 : Supposons H, vraie. Comme M? = <1 ta El n aia

M™M= 1+a)" "M =(1+a)"M

> = (14 a)M, il vient

Donc H, 41 est vraie.
e Conclusion : |Vn > 1 M"=(1+a)" M

3) det M =b—a.
Ainsi, a = b entraine det M = 0 et M non inversible.

Réciproquement, si M est non inversible, alors det M = b —a = 0 et donc a = b.

Conclusion : ‘M est inversible si et seulement si a # b‘

4) a) La famille des évenements (X = k)ien forme un systéme complet d’événements.
De plus, (X =k)N(X =Y) = (X =k)N(Y = k). Donc la formule des probabilités totales s’écrit

P(X=Y)= JiOP(X = k)P(Y = k|X = k)
k=1

Or X et Y sont indépendantes, donc P(Y = k|X = k) = P(Y = k). En conclusion,

P(X=Y)= +f:oP(X = k)P(Y = k)
k=1
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b) p €]0, 1] donc ¢* €]0, 1] et la série géométrique Z ¢>" converge :

—5 OO: 2k
q =
k=0

Orp Z q2k szq% 2 Conclusion : Zquzk_Q = 1])72 _ -4
—q
k=0 k=1 k=1

c) Comme A = (det M #0) et det M =Y — X, il vient

A=(X=Y)
+o00
Or, dapres a), P(X =Y) = > P(X =k)P(Y =k|Y =k).
k=1
De plus, P(X = k) = p(1 —p)* L =pg*~ ! et P(Y = k) = pg" ! pour tout k € N*, par définition
de X etY.
1
Donc P(X =Y) Z P(X ZpQ k=2 ?q d’apres b).
q
_ 1 —q
Ainsi, P(A)=1-P(A) =1 -P(X=Y)=1--1¢
insi, P(4) = 1= P(4) = 1= P(X =) =1~ 1
2
Conclusion : | P(A) = kN
1+4+4¢

5) a) Formule du bindme :

n 2n
(x+1)" = Z (Z) zk et (z+1) = Z (2:) zk

() - (B0 (E0-)

Pour m = n, on trouve

(1) -2 005

c) De méme qu’au 4)a), la formule des probabilités totales s’écrit

k=1
Or P( k) = (Z)pk(l —p)k = (Z) (%)n arp=1-— —, et de méme pour Y. Ainsi
" AW 2 1 & (n n 1 (2n
o= S((EE) - w 5 060w ()
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n n
D’apre — .
apres c), car </~c> (n B k)

Conclusion | P(X =Y) = i <2n>

4n\'n

d) De méme qu'au4),| P(A)=1-P(A)=1-P(X=Y) = 1_4171<2n>
n

Exercice 2 (PT A 2010, partiel— corrigé UPS)
Partie 1 (Questions préliminaires)
1) Soit A € M, (R).
Pour tous (M, N) € M,(R)?> et A € R, on a :

©A(AMM+ N)=ANM+ N)
= AMAM + AN (distributivité dans M, (R))
= Apa(M) +pa(N)
TA()\.M+N) Tr (A\M + N))
Tr (\.AM + AN) (distributivité dans M,,(R))
=ANTr(AM)+Tr (A
= A.TA(M) + TA(N)
yaOM + N) = ANM + N) — (AM + N)A
= ANAM + AN — (A\MA+ NA) (distributivité & gauche et & droite dans M, (R))
=AN(AM — MA)+ (AN — NA)
= Aya(M) +va(N).

N) (linéarité de 'application trace)

Donc ‘les applications w4, 74 et y4 sont linéaires. ‘

2) Le R-espace vectoriel | M,,(R) est de dimension n?.

Si E et F sont deux espaces vectoriels, sur un méme corps K, de dimensions finies alors L(E, F) est
de dimension dim F x dim F'. En particulier, on en déduit que L(E, K) est de dimension dim E donc :

dim M, (R)* = n?|

3) Si E est un espace vectoriel de dimension finie n et si (eg,...,ex) est une famille libre de E alors il
existe des vecteurs egi1,...,e, de E tels que (e1,...,€k, €11, .., 6€n) soit une base de E.

Partie 2 (Un exemple)

1) La matrice A est triangulaire supérieure donc ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux : 1 et 2.

Puisque A € M3(R) admet deux valeurs propres distinctes, ‘A est diagonalisable.

2) Le polynome caractéristique de la matrice B est (X — 1)%(X — 2)2.
On en déduit que les valeurs propres sont 1 et 2 et les sous-espaces propres correspondants sont de
dimension au plus 2.
Tout d’abord, on remarque :

10 3 0\ /1 | 10 3 0\ /0 0
010 3|lo] [o 010 3|1 [1
002 ofllol= o]l ¢ [oo02o0|]|o] |0
000 2/ \o 0 000 2/ \o 0

donc (1,0,0,0) et (0,1,0,0) sont deux vecteurs du sous-espace propre Fp associé a la valeur propre 1.
De plus ces deux vecteurs ne sont pas proportionnels donc forment une famille libre et on a vu que E4
est de dimension au plus 2 donc :

= Vect ((1,0,0,0),(0,1,0,0)).
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D’autre part, soit (z,y, z,t) € R*, on note E5 le sous-espace propre associé & la valeur propre 2 alors :

103 0 t t
010 3|yl .|
(x,y,2,t) € By <~ 00 2 oll> =2 z

00 0 2 t t
r+3z=2x

— y+3t=2y
2z =2z
2t =2t

— rz=3zety=3t

— (z,y,2,t) = (32,3t 2,1)

— (z,y,2,t) = 2.(3,0,1,0) +¢.(0,3,0,1)
(

<~ (z,y,2,t) € Vect ((3,0,1,0),(0,3,0,1)).

De plus, les vecteurs (3,0,1,0) et (0,3,0,1) ne sont pas proportionnels donc forment une famille libre
donc ils forment une base de :

Ey = Vect ((3,0,1,0),(0,3,0,1)).

Les calculs précédents montrent que F; et Fs sont tous deux de dimension 2 ce qui correspond a la
multiplicité de la valeur propre correspondante donc ’B est diagonalisable‘ est une base de vecteurs
propres est constituée par les vecteurs :

1(1,0,0,0), (0,1,0,0) ,(3,0,1,0) et (0,3,0,1). |

3) a) Ona:

c d

Lo (10 0 1 0 0 0 0
<~ J(a,b,c,d) € R /M—a.<0 0>+b.<0 0>—|—c.<1 0>+d.<0 1)

<~ J(a,b,c,d) € R* / M = a.Fy1 + b.FE1g + cEa + d.Eg
<= M € Vect (Ell, FEio, Eoq, E22)

M € My(R) < I(a,b,c,d) eRY /) M = (a b)

ce qui signifie que £ = (E11, E12, F21, E92) est une famille génératrice de Ma(R) or cette famille
contient 4 éléments et Ma(R) est de dimension 4 donc cette famille génératrice est également
libre donc c’est ‘une base de Ms(R). ‘

b) On a:

6969 o
() (0 ) amem
y <(1) g) <(1) 8) - (; 8) donc‘(PA(Eﬂ) =3E11 +2E9 ‘

1 3\ (0 0\ [0 3
¢ <O 2 (0 1) = (0 2> donc‘@A(E22) =3E12+ 2E9 ‘

c) Les relations précédentes montrent que ‘ B est la matrice de ¢4 dans la base £.
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d) D’apres les questions 1.2 et 1.3.c, ‘cp 4 est diagonalisable. ‘

Une base de vecteurs propres de B est constituée par les vecteurs :
(1,0,0,0), (0,1,0,0),(3,0,1,0) et (0,3,0,1)

donc une base de vecteurs propres de @4 est constituée par les matrices :

‘En , F19, 3E11 + F1g et 3E12 + E22-‘

Partie 3 (Réduction de ’endomorphisme ¢ )

1)

2)

3)

4)

5)

Soit M € M, (R) non nulle telle que @ (M) = AM ce qui signifie AM = AM puis (A — \[,)M = 0,,.
Si la matrice A — A1, était inversible alors on en déduirait :

(A= M,) YA = \,)M =0, donc M =0,

ce qui contredit I’hypothese M non nulle.

Donc ‘la matrice A — A, n’est pas inversible. ‘

Si A est une valeur propre de 4 alors il existe M € M,,(R) non nulle telle que p4(M) = AM.

D’apres la question précédente, on en déduit que la matrice A — AI, n’est pas inversible donc que
‘)\ est une valeur propre de A. ‘

Supposons que M soit la matrice dont la k° colonne est X et toutes les autres sont nulles, on note
Ci,...,Cy lesdites colonnes alors les colonnes de la matrice AM sont AC1, ..., AC,.

Si i # k alors le produit AC; est la colonne nulle.
Sinon, on a ACy = AX donc ACy = uX.
Donc AM est la matrice dont la k¢ colonne est X et toutes les autres sont nulles donc AM = uM.

Onayps(M) = puM et M est non nulle (puisque X est non nulle) donc‘ M est un vecteur propre de @4.

D’apres la question I1.2, une valeur propre de ¢4 est une valeur propre de A.
D’apres la question I1.3, une valeur propre de A est une valeur propre de @ 4.

On en déduit que ‘les valeurs propres de ¢4 sont celles de A. ‘

On suppose A diagonalisable alors A admet une base de vecteurs propres correspondant & des vecteurs
colonnes Xq,...,X,.

Pour tous ¢ € [1,n] et j € [1,n], on note M;; la matrice dont la j¢ colonne est X; et dont toutes
autres colonnes sont nulles.

D’apres la question II.3, les matrices M; ; sont des vecteurs propres de ¢ 4.

De plus, considérons une combinaison linéaire nulle des matrices précédentes :

n n

Z Z )\z‘,jMi,j =0,.

i=1j=1

En considérant la j° colonne, on peut écrire :

n
D X Xi =041
i=1
or (Xi,...,Xy) est une base de M, 1(R) donc Ay ;,..., A, ; sont tous nuls.

Puisque j est quelconque entre 1 et n, on en déduit que tous les \; ; sont nuls 4.e. la famille des matrices
M; ; est libre or elle contient n? vecteurs ce qui correspond & la dimension de M, (R) donc c’est une
base de M,,(R).

Ainsi, ¢4 admet une base de vecteurs propres donc ‘ p 4 est diagonalisable. ‘

Partie 4 (Une caractérisation des matrices nilpotentes)

1)

Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre colonne associé.

Montrons par récurrence la propriété P(k) : « AFX = A\*X » dépendant de k € N*.
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e Par choix de X, on a AX = AX donc P(1) est vraie.

e Soit k € N* tel que P(k) soit vraie, montrons que P(k + 1) est vraie.
Puisque P(k) est supposée vraie par hypotheése de récurrence, on a AFX = \FX.
Alors :

AFFLX = AR(AX)
= AF(\X)
= \AFX
= WX
=\ x

donc P(k + 1) est vraie.

e On a P(1) vraie et : Vk € N*, (P(k) = P(k+1)).
D’apres le théoreme de récurrence, P(k) est donc vraie pour tout k € N*.

En particulier, | pour tout k& € N*, \¥ est une valeur propre de A*.

2) a) Puisque A est nilpotente, il existe un entier p > 1 tel que AP soit la matrice nulle.

Si A est une valeur propre de A alors, d’apres la question précédente, AP est une valeur propre de
AP qui est la matrice nulle donc \? = 0.

On en déduit que A =0 7.e. ‘0 est la seule valeur propre de A|

b) Trigonalisons A dans M,,(C) : puisque 0 est la seule valeur propre de A, il existe P € GL,(C)
0 *

telle que la matrice P~'AP soit de la forme

En particulier on a Tr (P~!AP) = 0 mais :
Tr (P~ (AP)) = Tr ((AP)P™') donc |Tr(A) =0]|.

3) a) Puisque AM = MA, on a: Yk e N*, (AM)* = A*M*,
Puisque A est nilpotente, il existe un entier p > 1 tel que A? soit la matrice nulle, on a donc :

(AM)P =0, x MP =0,

donc ’ AM est nilpotente. ‘

b) Soit M € Ker (ya) t.e. AM — MA est la matrice nulle.
D’apres la question précédente, on en déduit que la matrice AM est nilpotente.

D’apres la question IV.2.b, on en déduit que AM est de trace nulle i.e. 74(M) = 0.
Ainsi, pour tout M € Ker (y4), on a M € Ker (74) i.e. ‘Ker (v4) C Ker (14) ‘
0 - 0 uy 0 -+ 0
c) i) UEj;=|": oo : | ou la colonne non nulle est la j-eme.
0 - 0 upy 0 -+ 0
Donc Tr UE;; = uj;.
ii) Soit (U,V) € M,(R)? et A € R, on a :

VM € Mu(R), fAU+V)(M) =7 u+v(M)
=Tr (AU +V)M)
=A\Tr (UM)+Tr (VM)
= Ay (M) + v (M)
= Af(U)M) + f(V)(M)
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ce qui montre que f(A.U +V)=Af(U)+ f(V) i.e. f est linéaire.
Considérons U € Ker (f) alors :

VM e M,(R), (M) =0 i.e. Tr(UM)=0.

En particulier pour M = E;;, d’apres i), Tr (UM) = u;; = 0. Cette égalité étant valable pour
tout 4, j, la matrice U est nulle donc f est injectif.

Ainsi, f est une application linéaire injective entre deux espaces vectoriel de méme dimension
finie (partie 1) donc ‘ f est un isomorphisme‘ ce qui donne :

Vo € Mu(R)*, MU € Mu(R) / =y |

c’est-a-dire :

iii) D’apres la question IV.3.b, il existe ¢ € L(M,,(R),R) telle que 74 = ¢ 0 y4.
Mais d’apres la question précédente, il existe une (unique) matrice B € M, (R) telle que
©=TB.

Finalement, on a montré l'existence (et 'unicité) de B € My (R) avec[74 =Tp o074

d) La relation précédente donne :
VM € M,(R), Tr (AM) = Tr (B(AM — MA))
d’ou en utilisant les propriétés de ’application Tr :

VM € My (R), Tr (AM) = Tr (BAM — BMA)
=Tr (BAM) —Tr(BMA)
=Tr(BAM) — Tr (ABM)
— Tr (BA— AB)M)

ce qui montre que les deux formes linéaires suivantes sont égales :
M+ Tr(AM) et M +— Tr (BA— AB)M)

D’apres 'unicité de la matrice U dans le résultat de la question IV.3.c.ii., on en déduit que :
|A=BA- AB|
4) a) Montrons par récurrence la propriété Q(k) : « BA¥ — AKB = kAF » dépendant de k € N*.
e Par hypothese, on a BA — AB = A donc Q(1) est vraie.
e Soit k € N* tel que Q(k) soit vraie, montrons que Q(k + 1) est vraie.

Puisque Q(k) est supposée vraie par hypotheése de récurrence, on a BAF — AFB = LA,
Alors :

Ak+1 — AAk
= (BA— AB).AF
= BAM! _ A(BAY)
= BAM! — A(kA* + AFB)
— BAk-l—l _ ]{,‘Ak+1 _ Ak+1B

dott (k +1)AFt = BAM — AFFLB et Q(k + 1) est vraie.
e On a Q(1) vraie et : Vk € N*, (Q(k) = Q(k + 1)).
D’apres le théoréeme de récurrence, Q(k) est donc vraie pour tout k € N*.

On a donc : |Vk € N*, BAF — AFB = kA",




DST 9

b) Soit k € N*, la relation précédente s’écrit : yp(A*) = kA,

Ainsi : |si A® est non nulle alors A* est un vecteur propre de g associé a la valeur propre k.

c) Supposons A non nilpotente alors A¥ est non nulle pour tout k € N*.
D’apres les deux question précédentes, on en déduit que pour tout k € N*, A est un vecteur
propre de g associé a la valeur propre k.
En particulier, vp admet une infinité de valeurs propres distinctes ce qui n’est pas possible pour
un endomorphisme en dimension finie.

Donc ‘ A est nilpotente. ‘

5) D’apres 4.3.d) (sens direct) et 4.4.c) (réciproque), nous avons montré

‘ A nilpotente si et seulement si il existe B € .,,(R) telle que A= BA — AB.

FIN DE L’EPREUVE



