Lycée La Prat’s Vendredi 8 avril 2016
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 8

Correction

Exercice 1 (E3A MP 2014)

Exercice 2 (E3A MP 2012)

1) Il faut évidemment faire un dessin.

a) [OB] est un diametre de ¢ et Ny € € donc ‘Le triangle ON;B est rectangle en V;.

b) % est le cercle de centre le milieu de [OB] et de rayon OB/2, c’est a dire de centre de coordonnées
(0,1/2) et de rayon 1/2 :

C - $2—|—(y——)2:— (= 22+ —y=0)

Equation de 2 :

c) L’équation de la droite (OM,) est x = ty, donc en remplagant dans I’équation de € il vient :

Py +y +y=0

Or N, est distinct du point O :siy =0, x =ty = 0 et Ny = O, donc y # 0. On peut donc
1 t

simplifier par y, et il vient y = e puis & = ty = et
Ainsi, |le point N; a pour coordonnées (L 71 )
e e 1+ 148
t ¢ t*
d) N M, : 148 = 1;3752
a 1+ t2 1+ +2
2) Pour tout ¢ € R non nul, on note P; le point tel que OAﬁt = N, M. On pose Py = O.
3 t2

a) Le point P, a pour coordonnées (m, m)

Les fonctions ¢t — x(t) et t — y(t) sont respectivement impaires et paires, donc la courbe I' est
symétrique par rapport a 'axe (Oy) et il suffit d’étudier x et y sur [0, +ool.

Ce sont des fonctions de classe € et, aprés calcul et étude du signe des dérivée, on trouve que
r et y sont strictement croissante. Sur votre copie, mettre au moins 'expression des dérivées (ou un
argument pour justifier la croissance) et le tableau de variation.

De plus, limy =1 et limzx = 400 donc I admet y = 1 pour asymptote.
+oo “+o0o

Il faut aussi justifier 'allure en t = 0, soit par une étude de la pente de (OF;) lorsque t — 0, soit
par 'étude classique du point singulier (demandée a la question 2)b)).
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b) En 0, z ~ ¢’ et y ~ t° donc v ) = 1 t* + 0 t° + o(t’) et le point Py est un point de
rebroussement de premiére espece dont la tangente est 'axe (Oy).
On peut aussi se contenter de trouver p = 2 et une tangente verticale. Par symétrie, on a ’allure
de la courbe au voisinage de ¢ = 0 et le point est donc un point de rebroussement de premiere
espece.
3) a) Le produit scalaire s’écrit z2’ + yy’ = R(2z’). Donc

OM.OM' = %(22) =1

z

t+ 1)t2 1 1+¢2 1+t (t+14 1 1
ﬂ,alors:: +, :( ) +Z):f+i—.
1+ ¢2 z  (t—i)t2 (14 2)¢2 t o t2

b) Si z=x(t) +iy(t) =

Ainsi, Ut(%, tlQ)

¢) Lorsque ¢ parcourt R*, U; parcourt la parabole d’équation y = 22 privée du point O. Donc

‘L’image par o de la courbe I est la parabole d’équation y = 2 privée de O.

Exercice 3 (PT 2014, A)

1) Question de cours, donc tout le monde a su faire.
2) Idem.

3)

a) p(w) =p(T)+\p(Y) orp(T) =7 car ¥ eIm pet p(yY) =0 car i € Ker p. Dot ||p(W)|]? =
De plus, |2 =<Z + 27,7 + 27 >=X2| VP +22 < Z, ¥ > +||Z|?

Donc I'inégalité s’écrit
IZI2<NITIP+22 <2, 7 > +| 7|

En simplifiant par || 2|2 il vient

VAeR, N7V +20<Z, Y >=0

— 2 < ? 7 >
Si< 2,y >#0,alors ¥ # 0 et I'expression ci-dessus change de signe en A = —ﬁ’i #*
’ ’ 171

0, ce qui est absurde.
En conclusion, ‘ < 7, 7 >= 0‘

b) Nous venons de montrer que V(?, Y) eIm p x Ker p, < 7, Y >=0, c’est-a-dire Im p L Ker p,
ainsi

‘ p est un projecteur orthogonal‘

Remarque culturelle : f* s’appelle Uadjoint de f, et dans une base orthonormée sa matrice est la transposée de
la matrice de f. En quelque sorte, c’est l'opération sur les endomorphisme qui correspond a la transposition sur

les matrices.
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a) Pour tout 7 € R, f*(?) € R™. Soit 7,7 € R" et A € R. Par linéarité a droite du produit
scalaire,

f*(/\?-i-?) = i<f(?z>,/\7+7>?z
1=1

n

C A < (TSPt < [T >
=1 i=1

= AN(@) + 1Y)
Donc ‘ f* est un endomorphisme de R" ‘
b) Soit T, Y eER, et @ = sz?l Comme (?1, e ,?n) est une base orthonormée, en dévelop-
i=1
pant

<21 F) o= <z% S < T T > %> < JET
j=1 i=1 ;

i=1

n

Car < €, €, >= d;;. De plus, comme f est linéaire f(7') = szf(?,) et par linéarité du
i=1

produit scalaire

< @) T 5= w < (). T >
=1

Ainsi,

Y(7, ) € R" x R" < f(2), Y >=<7,f(Y) >
c) Soit ¥ € R™. D’aprés ci-dessus, < f(Z), ¥ >=< 2, f*(Y) >, donc
VI ERY  0=<f(T), Y >- <7, 9(¥)>=<7, (V) —9(¥) >
Ainsi, f*(3) = g(¥) € (R*)= = {0}, donc f*(¥) = g(¥/).

Conclusion : | g = f*
4) a) Soit (7, 7) € R" x R". De méme quau 1)2), i/ —p(7) € Ker p, p(7) € Im p, et Ker p L Im p.
Donc < p(7), 9 — p(¥) >= 0, puis

<p(T), Y >=<p(@).p(¥) >

b) Par symétrie des roles joués par T et 7, nous avons aussi

V@, Y)e®R")? < Z.p(¥)>=<p(¥), T >=<p(¥),p(T) >=<p(T),p(V) >
Dot ¥(Z,Y) € (R"?, < 7, p(¥) >=<p(T), ¥ >

D’apres a),

5) a) Soit @ € Im p*, soit 7 € R" tel que @ = p*(Zy). D’apres 3)b),

VY € Ker p <p(¥),To> = <0, 70>=0
= <77p*(?0) >=< 7a?>

Dot Vy € Ker p, < @, Y >=0. Clest-a-dire 7 € (Ker p)L.

Conclusion : | Im p* C (Ker p)L
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b) Soit 7 € R™. Comme p est un projecteur @ — p(@) € Ker p et donc |< 7 — p(Z), J >=0

L’égalité précédente s’écrit
VZ eR"  0=<7—p(@), Y >=<2, Y >—<p(@), Y >=<7, Y >—-<Z,p°(Y) >=< 7, —
D'on 7 — p*(¥) € (R")* = {0} done [ ¥ = p"(¥)

Par conséquent, ¥ € Im p*.
Ainsi nous venons de montrer § € (Ker p)t = Y €Im p*, ie.

(Ker p)* € Im p*

En combinant a) et b) nous avons donc montré (Ker p)* = Im p*.

c) Supposons que p = p*. Alors la question précédente s’écrit (Ker p)l = Im p et p est un projecteur
orthogonal.

Donc ‘ p =p" = p est un projecteur orthogonal‘

FIN DE L’EPREUVE



