Lycée La Prat’s Vendredi 10 avril 2015
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 8.1

Correction

Exercice 1 (PT C 2011)

Préliminaires (toute cetle partie est une question de cours...)

Désormais, le sujet — et donc le corrigé — passerait par des = o(...) plutdt que des majorations.

1)

2)

3)

it enti ot déerod Ve lk k1 f(k+1) < f(t) < f()
Soit k entier naturel tel que k > ng+1. f étant décroissante, { Wt e [k— 1, K] F) < FB < fl—1) -

D’ou :

k+1 k
[ [ pwma= g = [* swae< [ soar

k k-1 k—1

Soit n = ng + 1.

Vn>n0+1,/n+1f(t)dt: 3 /kk+1f(t)dt< S MR Y /k:f(t)dt:/nf(t)dt

no+1 k=no+1 k=no+1 k=no+1

On remarque (et il est nécessaire de le remarquer, pour la question 1.2.c) que 'inégalité de gauche

n n—1
peut étre décalée de 1 : Vn = ng f)dt < Z f(k)
no

k=ng
Rappelons des résultats du cours :

La série g f(n) est une série positive. Elle converge si et seulement si la suite de ses sommes partielles
nzngo
définies par :

Vn > ng, U, = z": f(k)

k=ng
+oo
est majorée et dans ce cas la somme de la série est : U = Z f(n)= lim U,.
n=no n—-+oo
+oo
L’intégrale généralisée / f(t) dt de la fonction positive f est convergente si et seulement si la
no
fonction F' définie par :
X
Ve = ng, F(z)= [ f(t)dt
no
+oo
est majorée et dans ce cas : / f()dt= lim F(x).
no r—r+00
+oo
On va montrer que la série Z f(n) converge si et seulement si 'intégrale généralisée / f(t) de
n=ng o

converge.
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+oo
e Supposons que l'intégrale généralisée converge. Comme dans ce cas : / f(t)dt = sup F(x), la
no r2no
deuxieme inégalité du b donne :
n n +00
Vnz e, Su= Y0 f) = 3 f)+fmo) < [ f0)dt+ flno)
ng

k=ng k=no+1

La série positive converge puisque la suite de ses sommes partielles est majorée.
e Supposons que la série converge. La premiere inégalité du b donne alors pour tout n > ng + 1 :

n+1 +o0
/ fyat< S f(k). Doi -

no+1 k=ng+1

n no n no +oo
Vi > no+1, F(n—I—l):/ Hf(t)dt:/ Hf(t)dtJr/ +1f(t)@hsg/ Trwar S r)

no no no+1 70 k=nop+1

Quel que soit = > ny, soit [z] la partie entiere de x définie comme Uentier vérifiant [z] < z < [z]+1.
Alors , comme F' est croissante, car f est positive :

no+1 +0o0
Vo>, F@) <P+ D)< [ fodt+ 3 f®)
0 k=no+1
+oo
Et, comme F' est majorée, l'intégrale généralisée / f(t) dt converge.

no

+oo
On a bien montré la série Z f(n) converge si et seulement si U'intégrale généralisée / f(t) dt

no

nz=no
converge, et en cas de convergence, en passant a la limite pour n — 400 dans I’ inégalité du 2 :

400 +oo 400
[ Crwas 3 pm< [ s
no+1 k=no+1 no
Partie 1 1
1) a) La fonction f définie sur [e, 400 par f(t) = i o)e est C* sur [e, +00[ , car quotient de fonctions
n
C* sur [e,+00[ , le dénominateur ne s’annulant pas.
In(t) + 2
t> "t) = ——5t—r
vtz e, F® t2(Int)3
T e +00
f'(x) -
b) Pourt > e, Int > 1 > 0 donc
1/e
f \
0
©) f(x)
1/6 T \
1) 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 0




DST 8.1

d) La fonction f est de la forme u'u"2 avec u = In, donc

1
YV > e, Ft)=——
r=e ®) Int
est une primitive de f sur [e, +o0].
A de 1 1
= [F@)d =~ = 1, ainsi
/e g~ FW0le =~ + 7 oo Laisi
oo dt
L’intégrale /e H{In ) converge.
+o00 dt +o00 dt
e) La convergence de / ——— entraine la convergence de / —.
e t(Int)? 3 t(Int)?

La fonction f est continue, positive et décroissante sur [3,+o00|. Ainsi, d’apres le 3) des prélimi-

dt 1
H{in 1) entraine celle de la série (Z: n(lnn)2) , donc
n=3

—+o00
naires, la convergence de 'intégrale /
3

1
celle de la série (Z 7(1 )2) :
n(lnn

n=>2

n=2

1
La série (Z n(lnn)2) converge.

2) (UPS)
a) La fonction g définie sur [e, +-o00[ par g(t) = ()2 est C™ sur [e, +00[ , car quotient de fonctions
n
C* sur [e,+00[ , le dénominateur ne s’annulant pas.
Int+1
Vo> e, g (a) = 25
v2e g (@) t3(Int)3

1
b) g décroit sur [e, +oo[ de — & 0. L’axe Oz est asymptote.
e

c)
d)
1
Vt}e,Ogg(t)ét—2
+oo
Or l'intégrale de Riemman / t—th converge car l’exposant de t au dénominateur est strictement

e
supérieur a 1.

Par comparaison par inégalité des intégrales généralisées des fonctions positives,

+oo 1
I'intégrale généralisée / ——— dt converge aussi.
gralc e . 2(Int)? &

e) D’apres le préliminaire, puisque g est continue et décroissante sur [e, +oo] ,

1
La série Z g(n) = Z 2 n)? converge.

n>=2 n=2

Int

3) Posons f(t) = e et F(t) = =(Int)? une primitive de f, définie sur [1,4oo[. Donc

1
2
unnglﬂp)— /1 £(t) dt

(C’est un exercice de la feuille sur les séries numériques)
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n+1 Int

a) Soit n > 1,/ —di= [%(m)?

n

= %(hl(n +1)2 - ln(n)Q)

n

n+1
b) Soit n > e. un+1—un:f(n+1)—/ f(t) de.

n
Or f est continue, positive, décroissante sur [e, +00[, donc d’apres la partie droite de I'encadrement

obtenue en Préliminaire.1), up+1 — uy < 0.

Ainsi, ‘La suite (up)n>3 est décroissante. ‘

c) Soit ng =3 et n > 3.

n+1 n
D’apres la remarque faite au Préliminaire, question 2, / f(t)dt < Z f(k). Par conséquent,
10 k=ng
n n n+1 n+1
un:Zf(p)—/ £(t) dt = / Fd+ Y fp / dt+/ (1) at
p=1 1 p=no no n \;/0/
=2_1l(n3)? 20
In2— (In3)?
Ainsi, pour n > 3, u, > 112(11) La décroissance de (up) (question 2.b) nous permet de
In2 — (In3)?
conclure que | Pour tout entier n > 1, u, > 112(n)

d) La suite (up)n>1 est décroissante (question 2.b.) et minorée (question 2.c.) donc

1
e) Soit n > 2. La fonction In est croissante donc pour tout p € [1,n], Inp < Inn. Comme — > 0,
p

un:Z——f(lnn)Q\ ——f(lnn)Q
p=1 p 2 p=1 p 2
1 1
Pour n > 2, Inn > 0 d’ou U7n+2\ —
Inn 2 — D
p=1
1
Comme u,, converge, lim tn 0et lim tn_ + an_ +00. Par minoration,
n—+oo Inn n—-+oo Inn 2
"1
M2y =

1
En conclusion, | La série de terme général — diverge.
n

On retrouve le critére de Riemann pour o = 1.
1
4) Soit f(t) = T définie sur [1,4o00|. La fonction f est positive, continue et décroissante sur [1,4o0].

a) D’apres Préliminaire 2, pour tout n > 2,

ln(n—i—l):/lnﬂf(t)dtgZf(p)zl 1+/ £)dt = 1+ In(n)

p=1 p

Pour n = 1, 'encadrement s’écrit In2 < 1 < 1 qui reste vrai. Ainsi, Pour tout entier n > 1

’ln(n-l—l)éﬂnél—f—lnn‘

b) Soit n > 1. Notons v, = H,, — lnn.

1 1 ntl dq¢
Ynal — Yn = I (In(n + 1) — In(n)) — / —
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d)

Appliquons de nouveau a f le résultat obtenu en Préliminaire 1), partie droite de l'inégalité pour

k=n+1>=2ng+1,
1 n+1 dt
</ <
n+1 n t

Donc vp+1 — vn < 0 et la suite est décroissante.

1
De plus, d’apres 3.a, v, = H,—Inn > In (1+ —) > 0. Ainsi la suite (v;,) est décroissante minorée,
n

donc convergente.

‘ La suite (H, — Inn) converge ‘

On note généralement v sa limite, plutot que £. Cf exercice 4 feuille séries numériques.

D’apres la question précédente,

fin(— ——y =t ! n— ( : ) ot (;2)
— A~y = —— +1n(1 — = — — 0 = — ol —
Tn+1 — In nt1 nt1 n+l n+1 2(n+1)2 (n+1)2 2n2 n2

1
Finalement, — ~——
(Y1 =) ~ =55
D’apres le critéere de Riemann, la série Z(%H — 7y ) est absolument convergente donc conver-

n=1
gente.

De plus, la série Z(%H_l — ) est télescopique :

n

Z(7k+1 —Vk) = Tntl — N
k=1

Ainsi la suite (v;,), qui est égale a la suite des sommes partielles (& 1 pres), est convergente.
Soit N > 2. On reconnait encore une série télescopique (On vous demande de calculer la limite d une
série : soit c¢’est usuel, soit c’est télescopique...)
N N
1 n
> (5-m 1) = 1+Hy-Y (In(n) —In(n—1)) = 1+ Hy —InN +In1 =y — 1

n=2 n n- n=2

Donc la série converge et, en passant a la limite N — +oo,

=
nz:z(n—lnnil)—ﬁ—l

D’apres le calcul fait & la question précédente, pour n > 2,

" k 1

Un:kz:;(lnk_l—k):—%—l—l
AinsiU:Jio(lnkﬁl—lb:—€+1:(/',,,+H,,—yn—l—l—i- io (mkfl—%) puis
k=2 k=n+1
_ N (kL
%f_k;rl(lnk_l k)

Comme ~; = 1, I’égalité reste vraie pour n = 1.
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f) Un développement limité de In(1 — u) en 0 nous donne, pour k — 400,

g)

h)

k 1 1 v 1 1
1 S A (T [ — | 1
n (1) % 2%k —1) n(1-7) -7~ g to)
_ Lttt 1. (i)
T ok T Tk 22 TR
1
Ainsi. lim k2 <ln k — 1 - 1) = 0. Soit € un réel strictement positif. Par défi-
i S k-1 k 2k(k-1)) POSIUE:

nition de la limite, il existe un entier naturel non nul ngy tel que, pour tout entier k > ng :

ko1 1
Pllp——_-_ -
(nk—l k 2Mk—n>

< e clest-a-dire

=7

S k2

k 1 1 ‘ €
— | <
2k(k —1)

k 1 1 ) "
——————— es

k-1 k 2k(k-1)
absolument convergente donc convergente. De plus, en sommant les inégalités et en passant a la

limite, il vient : Pour tout entier n > ng :

1
Comme Z 72 converge (Riemann), par majoration, la série Z <1n

—+00 —+00 “+o00
k 1 1 k 1 1 1
In - = g In ——‘<€ —
k%;x k-1 k 2Mk—D) kgil k—1 k 2k(k—1) kgiﬁﬁ

1
1~ k) converge (3.d) et son reste est égal & H, —Inn — ¢ (3.e).

1 1 1
e La série Z m est convergente (m ~ 52 et Riemann D et télescopique :
111
k(k—1) k-1 k&
al 1 11 1
Donc pour N =2 n > 1, kzn;rl m =5, " oN et en passant & la limite le reste est o
Finalement, en sommant les deux résultats,
+oo +o0o +0o0
k 1 1 k 1 1 1
Z n——m—————— | = Z In —— )= Z — ) =H,—Inn—¥{——
el ( kE—1 k 2k(k-— 1)> Ml ( k—1 k> b1 (2k:(k: — 1)) 2n
Yo N1
En appliquant I'inégalité obtenue en prélim.2, pour f(t) = -5, on trouve Z — < / — dt
t Ml k n t

L’intégrale et la série convergeant (Riemann), on peut passer a la limite pour N — 400 et

SRS
2 = 12 ~
k=n+1k n t

Donc 3.g s’écrit,

= k 1 1 e S T
2 (lnkfk‘%(kl))‘_’ﬂn—ln”—“‘\5 2 Esy

Donc par définition du petit o,

anlnn+€+%+0(%>

1. Ou comme combinaison linéaire de séries convergentes, en utilisant 3.g
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Partie 2 1

1) h > 0 donc, par croissance comparée, | lim ———= =10
) P p t—+oo th(In t)ﬁ

s . 1
2) D’apres 1), tl}eroo )P =0, donc

1
Ve >03dtg €|ll,+o0| /VEZty ——s<e
0 €L ool /Y20 s
De plus, deés que ¢t > 1, ———— est bien défini et strictement positif.
th(Int)?
Ainsi, en choisissant € = 1, |il existe un réel ty tel que, pour t > tg, 0 < ——— < 1.
th(Int)s
3) Soit ty comme au 2). Soit t > ¢y quelconque. Alors, t1T" est bien défini et strictement positif. Ainsi,

d’apres 2),

o Lot 11

tith = th(lnt)f — to(lnt)f ~ ti+h
1 1

Conclusion : |Vt >ty 0<

< :
ta(lnt)B = tit+h

1
4) D’apres le critére de Riemann, U'intégrale de Fiyh converge au voisinage de +o00 (14 h > 1).

1
La fonction t — ———— est continue et a valeurs dans Ry sur [tg, +00|.

too dt
Donc, d’apres c), par majoration, |'intégrale / ™

——— — est convergente.
b to(Int)? &

5) Soit @ > 1. La fonction f de la question précédente vérifie sur [2, 00| les hypothéses du préliminaire ;
en particulier, f est décroissante car c’est 'inverse d’une fonction positive croissante.

1

dt convergeant, il en est de méme de la série Z W

+o0 1
Donc, I'intégrale généralisée /
2t
n>x2

Int)P

Partie 3 1
1) In(n+1) =1In(n)+In <1 + > =1In(n)+o(1) donc In(n+1) ~ In(n). De méme In(n+2) ~ Inn. Ainsi,
n

(ln(n+1))2 N (lnn)2 B

Innln(n+2) Innlnn

(ln(n + 1))2

m — 1 + 0(1)7 pUIS Unp = ]_ — 1 + 0(1) = O(]_) dODC

Donc

‘ La suite (vy,)n>2 est convergente de limite 0. ‘

1 2
2) Pour tout entier n > 2, In(n + 1) = In(n) + In <1 + ) et In(n +2) = In(n) + In <1 + > Par
n n

conséquent,

(ln(n + 1))2 (Inn)? <1 + W)Q <1 + W)Q
Un:l_m:1_ (lnn)2<1+m(1+z)> -1t 1+M

Inn Inn
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3) Effectuons un développement asymptotique de v, =1 — Z—n :
n
<1 SR S S ( ! ))2 IR R S S ( )
A, = [0} = 0}
" nlnn  2n?lnn  3nd3lnn n3lnn nlnn  n?lnn = n?(lnn)? n?(lnn)?

bl—(1+ 2, 2 8 ++of
no nlnn  n2lnn  3n3lnn

-1 2 2 4 1
n3lnn)) =1- [nlnn + n? lnn} + n?(lnn)? + O(nz(lnn)z)

-22+1+4 1 1 1 1
n2(Inn)2  n? lnn+0<n2(lnn)2) " n2hnn + n?(Inn)? + O(nQ(lnn)z)

) 1
(Ouf! Le ()( - ) est nécessaire pour avoir du o(
n3lnn

1 14+en] . ) .
= . < b.
U + WZlnn| = n2(nn)? ou (gp) — 0, donc est bornée. Soit b € Ry tel que |1+, < b

Avec , il vient

-1
Donc v, =1—apb,,” =

; 1 ,
> ensuite, qui stnon se ]L(’I'(U?L manger /)([7‘()(,7).

1
n?(Inn)?2 n?(lnn)

Ainsi,

a < b

U p—
" n2lnn| " n2(lnn)?
. 1 2 i e e . :
4) Soit wp, = —~——. Comme n“w, ——— 0, par définition de la limite, a partir d’'un certain rang
n?(Inn) n—-+o0
ng € N, pour tout n > ng,
1
Wn = |Wp| € —

1
Or Z g converge d’apreés Riemann (o =2 > 1) donc Z wy, converge

D’apres 3, v, ~ wy, donc E vy, converge

Exercice 2 (EDHEC 2012, ECE — UPS)

Soit p€]0,1[et g=1—p

On note P pour pile et F' pour face

P(P)=pet P(F) =g

On lance cette piece et on s’arréte dans les conditions suivantes :
e Soit si I'on a obtenu « Pile ».

e Soit on a obtenu n fois « Face ».

On note T, le nombre de lancers effectués, X,, le nombre de « Pile » obtenus et enfin Y,, le nombre de
« Face » obtenus.

1) Loi de T,

a) Pour k =1, (T}, = 1) signifie que 'on n’a fait qu’'un seul lancer, donc (7,, = 1) = P} puis P(T,, =
1) =p.
Et pour k € [2,n— 1], (T,, = k) signifie que l'on a fait k lancer, donc que l'on a eu le premier pile
au k"¢ et donc des face avant.

(Tn:k‘):Flﬂ-'-ﬂFk_lﬂpk
Dong, par indépendance mutuelles des lancers,
P(T,=k)=P(F1)...P(Fr_1)P(FP)

Donc P (T}, = k) = ¢"!p formule encore valable pour k = 1
Conclusion : | P (T, = k) = ¢*'p pour k € [[1,n — 1]]
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b) (T = n) signifie que 1'on a effectué n lancers, c’est a dirg que 'on n’a pas eu de « Pile » jusqu’au
précédent. Les lancer se terminant de toute fagon au n*“™*® si 'on n’a que de « Face »
Donc
(Tn:n) =FnNn---NFk,4

Conclusion : |P (T, =n) = ¢" ¢

c) Dans la somme, il faut isoler la valeur £ = n qui n’a pas la méme formule que les autres :

n n—1 1— qnfl
Y P(Tu=k)=q"""+ qu_lp:q”‘“rpli 1 =1
k=1 k=1 —4q

d) T, étant finie, elle a une espérance et

n n—1
E(T,) =Y kP(T,=k) = ki 'p+ng""
k=1 k=1

On reconnailt une série géométrique — tronquée — dérivée :

n—1 n

1—=x

Ou bien, vu qu’on nous donne la formule (qui ne contient que du ¢), on remplace p=1—g¢ :

n—1 n—1 n—1 n—2 n—1 n—2
Yok A=) =Y k" =Dk =D (k+1)d" =D k" =—(n—1)g" "+ > ¢
k=1 k=1 k=1 k=0 k=1 k=0
D’ou
n—2 n—1 1— qn+1
E(T,) =ng"' —(n—1)¢" " + Z ¢" = Z ¢ = 4
k=0 k=0 q
) 1—q"
Conclusion : | Pour tout n > 2 : E (T,,) = 1
—q

2) Loi de X,.
a) et b) Lors des lancer, on a ou bien un Pile et on s’arréte, ou bien n face. Donc X, (2) = {0,1} :
X, suit une loi de Bernoulli. De plus (X,, = 0) = « n faces » et P (X,, =0) = ¢".

Conclusion :| X, < B(1—q")

3) Loi de Y,

a) Pour tout k € [[0,n — 1]], (Y., = k) signifie que l'on a eu k Face (donc pas n) et donc ensuite un
Pile.

(Y,=k)=FiN---F;N Py donc P(Yn:k‘):qkp

b) (Y, = n) signifie que l'on a eu n Face donc P (Y,, =n) =4¢"

¢) Le nombre total de lancer est le nombre total de Pile et de Face obtenus.
Conclusion : ’T =X,+Y, ‘
donc Y,, =T,, — X,, et, par linéarité de I’espérance,

—-g) = - (1) =



