Lycée La Prat’s Vendredi 10 avril 2015
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 8.1

Durée 4 h

L’usage des calculatrices est interdit.

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des raisonnements en-
treront pour une part importante dans ’appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés
ne seront pas pris en compte.

Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Exercice 1 (PT C 2011)

Préliminaire
Soit n, un entier naturel non nul, et f une fonction a valeurs positives, décroissante sur [nO , + [ .
a. Montrer que, pour tout entier naturel k > n, + 1:
k+1 k
[rpa < 76 < [ r@ar
k k-1

( on accompagnera la réponse d’une illustration graphique )

b. En déduire que, pour tout entier n > n, + 1:

n+l

[ r0a < 3 7)< [ r@a

n o+l k=n y+1

4+
c. Comparer la convergence de la série ( > f (n)) et de l'intégrale j f@)ar .

n2ng
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I. Premiére partie

1. On rappelle que e désigne la base du logarithme népérien (In e = 1).
Pour ¢t > e, on considére la fonction f définie par: f (t) = ————1——2— .

t(Int)

a. Aprés avoir justifié la dérivabilité de f sur [e, + oo [, donner la valeur de f'(¢).
b. Etudier les variations de f sur[e, +o].

c. Donner l'allure de la courbe représentative de f sur [e , + © [

d. Déterminer une primitive de f sur [e , + © [

dt

Que peut-on en déduire pour la convergence de l'intégrale '[ (ln—)2 ?
t t

e. Que peut-on déduire du d. pour la convergence de la série [ Z Tnl—)yj ?
nz2 N n

1

2.Pourt > e, on considére lafonction g définie par: g(f) = —2—(1—72— .
t°(In¢

a. Aprés avoir justifié la dérivabilité de g sur [e, + o[, donner la valeur de g'(r).
b. Etudier les variations de g sur [e, + o

c. Donner I'allure de la courbe représentative de g sur [e, + o [ .

d. Lintégrale j g (¢) dt est-elle convergente ?

e. Que peut-on déduire du d. pour la convergence de la série [ z —I—J ?

définiepar: u, = i lnp _ -l—(ln n)’ .

3. On considére la suite ( u, )
p=1 p 2

n 21"

n+1
. Int
a. Pourtoutentier n > 1, calculer: j —dr.

n

- , Int A
b. On admet, dans ce qui suit, que la fonction ¢ > _n7_ est décroissante sur [e , + © [

Etudier les variations de la suite ( u, ), , ;.

In2 - (In 3)°
n - 2 *

c. Montrer que, pour, toutentiern > 1: u
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d. Montrer que la suite ( u, ), , , converge.
. u, In n =1
e. Montrer que, pour, tout entiern > 1 : 1 + —i_ < Z —, et conclure sur la convergence
nn il /)
p=1

de la série de terme général l
n

n

4. On considére la suite ( H, ), , | . définiepar: H & = 1 :

p=1 p

a. Montrer que, pour toutentiern > 1: In(n+1) < H, < 1+ Inn.

b. Montrer que la suite ( H,-Inn )" ., ; converge (on pourra étudier ses variations).

On notera f sa limite.

c. Pourtoutentiern > 1,onpose: y, = H, - Inn.
Déterminer un équivalent, lorsque n tend vers +,de y,,, — 7, -
Que peut-on en déduire pour la convergence de la série ( z (700 = 7, ]
n 21

Montrer que I'on peut ainsi retrouver le résultat du b.

e 1 n
d. Montrer que : — - In — = f—l.
a Z( n n—lj

e. Montrer que, pour toutentiern > 1: y, — { = Z ( In kL - %)

f. Soit £ un réel strictement positif.
Montrer qu’il existe un entier naturel non nul =, tel que, pour tout entier k > n, :

€

m-* _ 1

k-1 k 2k(k 1)| k2

g. Montrer que, pour toutentiern = n, :

m—~ - 1_ 1 < 1
,Z;]( "I kT 2k ]l i; K’

h. Déterminer: lim (Hn —lnn-¥4- —1-—) .

n —> + o

Il. Deuxiéme partie

Soient 2 et B deux réels,avech > 0.

1. Déterminer la limite de ;ﬁ lorsque 7 tend vers + 0.
th ( In ¢ )
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vy e , 1
2. Montrer qu’il existe unréel ¢  telque,pourt > ¢,: 0 < 77 < 1.
t"(Int)
3.0npose,danscequisuit: « = 1 + 2 h .Déduire du 2. que,pourt > ¢ :

1 1

0 - -
S e (me)

4. L'intégrale j ————it—ﬂ est-elle convergente ?
Jt*(Int)
5. Que peut-on en déduire pour la nature de la série z ——L——Z— ?
55 n®(Inn)

lll. Troisiéme partie

2
On consideére la suite ( v, ), . ,définiepar: v, = 1- [ln (n+ 1)] :
" Innln (n+2)

a. Lasuite (v, )” , , est-elle convergente ? Si oui, quelle est sa limite ?

2
In (1 + 1 )
1 + ___.__._.’1__
Inn
b. Veérifier que, pour toutentiern =2 2 : v, = 1 - 3 ,
In (1 + —J
n
1+
Inn
c. Déterminer un réel a tel que, lorsque ntend vers +w: |v, - 2a < > b >
n-Inn n? (Inn)
ou b est un réel positif que I'on ne cherchera pas a déterminer.
Que peut-on en déduire pour la série ( > v, ) ?
n 2 2
Les séries de terme général ——1—-— sont appelées Séries de Bertrand (la série harmonique

n“(lnn)ﬂ

[ Z 1 J est un cas particulier) . Elles ont de nombreuses applications en mécanique statistique.

=1 N
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Exercice 2

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note p un réel de |0; 1] et on pose ¢ =1 — p.
On dispose d’une piece donnant "Pile" avec la probabilité p et "Face" avec la probabilité gq.

On lance cette piece et on arréte les lancers dans I'une des deux situations suivantes :

e Soit si I'on a obtenu "Pile" .

e Soit si 'on a obtenu n fois "Face".

Pour tout entier naturel £ non nul, on note Py (respectivement Fj, I’événement « on obtient "Pile" (respec-
tivement "Face") au k° lancer ».

On note T;, le nombre de lancers effectués, X,, le nombre de "Pile" obtenus et enfin Y,, le nombre de "Face'
obtenus.

On admet que T}, , X, et Y, sont des variables aléatoires toutes les trois définies sur un espace probabilisé
(€; A; P) que l'on ne cherchera pas a préciser.

1) Loide T, .
a) Pour tout k de [1;n — 1] , déterminer, en distinguant le cas k = 1, la probabilité P(T,, = k) .
b) Déterminer P (T, =n) .

c) Vérifier que Z P(T,=k)=1.
k=1

d) Etablir que T}, posséde une espérance et vérifier que E (T,) =

2) Loi de X, .
a) Donner la loi de X, .
b) Vérifier que E(X,) =1—-¢" .
3) LoideY, .
a) Déterminer, pour tout k de [0;n — 1] , la probabilité P(Y,, = k) .
b) Déterminer P(Y, =n) .
c) Ecrire une égalité liant les variables aléatoires T), , X, et Y, , puis en déduire F (Yy) -

4) Montrer que la suite (75,) converge en loi vers une variable aléatoire 1" dont on donnera la loi.

neN*



