Lycée La Prat’s Vendredi 11 mars 2016
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 7

Correction

Exercice 1 (PT 2013 C)

Partie 1 -
1) On effectue le changement de variable u = 5~ t:

s 0 ™

/5 sin2”tdt:/E cos®™(m/2 —t) dt:/ coszn(u)(—l)du:/§ cos?™ t dt
0 0 z

0

™

Conclusion : / “sin2nt dt = / * cos?t dt
0 0

2) Vt € [0, 7], sin(m — t) = sin(t) donc par symétrie

™ z T ™
Jn:/ sin2”tdt:/zsin2”tdt+/ sin2”tdt:2/2sin2ntdt
0 0 T 0

D’ou, d’apres 1), | J, = 2/2 cos?™ t dt
0

e'Lt + e*’Lt
2

3) VteR,|e = cost—l—isint‘. D’ou cost =

Ces formules sont aussi valables pour t € C

4) Pour tout a, b dans un anneau, qui commutent,

(a+0)" = Zn: <Z> akprFk

5) Pour k # 0,
T ikt]™ _lk_l . :
/emtdt:le ] _():{0 si k pair
0

ik o N 2i/k si k impair

T
Pour k£ =0, / e dt = 7.
0

Conclusion :
- T sik=0
/ eftdt=1{ 0 si k pair non nul
0 2i/k si k impair

. . 2n m n
2n 4 _ _e”+e " 1 20\ ik —ien—ky _ L 20\ oik—n)t
6) cos"t-(cost_2 _472 . ekt o—i(2n )_472 . p2i(k—n)t |

k=0 k=0
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7) D’apres 6) et 5), il vient

& 1 2% (2n T 1 (2n T, 1 (2n
2n 2i(k—n)t 2ix0xt
tdt = E dt = dt =
/0 €08 4n (k:)/o € 4"(71)/0 € 4"(71)7r

k=0
™ 2n)!
Conclusion / cos™ t dt = ﬂﬂ
0 (2”n!)2
8) D’apres ci-dessus,
n n
[k —1)2k [[ek-1)
J - (2n)! o k=l o k=l -
" (2nn))2 - 2np)

Conclusion :

Partie 2 -
1) Pour tout t € {0, 5},
|?sin?t] < ? < 1

Donc 1 — ¢?sin®t > 0 sur {O, g] : la fonction ¢ — est continue sur [O, g}

1 —c2sin?t

Ainsi, ‘I (c) est bien définie, comme intégrale sur un segment ‘

2) a) La fonction f est définie lorsque 1 — x2 > 0, c’est-a-dire

Dy =] —-1,1]

b) La fonction z — 1 — 2 est & valeur dans R¥ sur Z; et t — v/t est dérivable sur R .

Conclusion ’ [ est dérivable sur ¥y comme composée de fonctions dérivables.

c) Pour tout z € 7y =| — 1,1|,
flz)= (1 —a?) 12

Or g(u) = (1 4+ u)® est développable en série entiére sur | — 1,1] :
+o0

Vu €] —1,1], g(u) = Z anu”
n=0

Comme, pour tout z € 7y, u = —x* €] — 1,1],

+o0
Vee 5 f(2) = g(—2%) = 3 (1) aua®

n=0

Conclusion : ‘ f est développable en série entiere sur Z; ‘

d) Pour tout x € %y,

/@) = —5(-20)(1 — %)% =

D’ou, pour tout = € Zy,

X X

:\/l—xQ_\/l—:cQ_

Ainsi, | f est solution sur Z; de 'équation différentielle (&%)

(1—2%)f'(z) - 2f(2)
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e) 1i) D’apres 2)c), f admet un développement en série entiere sur | — 1,1[. A lintérieur de son
domaine de convergence, la série entiere est dérivable terme a terme :

Vo el —1,1] f(z) = Z nap ™!
Ainsi,

f solution de (87) «= Vaxe]—1,1] (1—2?) Z napz" ' — Z apz" =0

+00 +00 +0o0o
— Vxel-1,1] Z nogz"t — Z nogz"tt — Z ™t =
n=0 n=0

+oo +oo
— Vxel-1,1] Z(n+1)an+1$”—2(n—1an 1" Zan 1z"
n=0 n=1
“+00
— Vrel-1,1] a1+ Z ((n + Dapt1 — (n—Dap—1 — an_l)x" =0
n=1
o] = 0
Vn e N*, (n+ 1)aps1 —nagp—1 = 0
La derniére équivalence s’obtient par unicité du développement en série entiére.
Conclusion : |Vn € N*, a1 = Lan_l
n+1

ii) D’apres ci-dessus, a; = 0, donc par un récurrence (a faire), agpq1 = 0 pour tout p € N.
Montrons par récurrence que la propriété :
Hp: gy =Jp/m
est vraie pour tout p > 0.
e Hy: Comme f(0) =ap =1=Jy/m, Ho est vraie.
e H, => H,11 : Supposons H, vraie. D’apreés i),

. 2p+1 _ (2p+1)135....(2p—1)
20+1) T 9, 19 2(p + 1)2pp!

= Jpt1/m

Donc Hpy1 est vraie.

e Conclusion : |Vp > 0 agp = Jp/m

iii) Conclusion :

Vo e]—1,1] Zagpx Z Jpz?P

[NIE]

1
3) D’apres 1.1), / sin?P t dt = §Jp. En remplagant :
0

2 2 2 2 U (2p)! ? 2

D D P _ : D

E agpc / sin“P ¢t dt = E Jpc =3 E <(2p ')2> c
p=0 p:

p=0
Exercice 2 (CCP 2010 TSI, partiel)

Partie 1 (Etude d’une équatipn différentielle)
1) Sur ]0,+ool, (&) s’écrit 4 + —y = 0, et a donc pour solutions
X

S ={zr Cer | C R}

=0
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1
T

2) La fonction ¢ — 16 est continue sur [0, +00].

_t _t
- e =« t x
Etud s ~te s — 0 i ée (x> 0). D = o(1/t?).
ude en 400 T~ % ° [yeo 0 par croissance comparée (z > 0). Donc 1 o(1/t*)
t
1 e =
Ortw— o) intégrable en +oo (Riemann, & = 2 > 1), donc par comparaison ¢ T est aussi

intégrable en +oo.
e_i
1+t

+oo
Ainsi, l'intégrale p(x) = / dt converge absolument donc converge.
0

Conclusion : | ¢(z) existe

3) Soient a et b deux réels vérifiant 0 < a < b.
1 te b
21+t
La fonction ¢ est continue sur [0, 4+o00].
Etude en 400 :

Posons 9(t) = pour tout ¢t € [0, +00[. Montrons que cette fonction est intégrable sur [0, +oo].

2t 3
2 _t
Fut) = @21+t a%t’ " oo 0
par croissance comparée (b > 0). Donc () = o(1/t?).
1
Ortw— 2 intégrable en +00 (Riemann, & = 2 > 1), donc par comparaison 1) est aussi intégrable en

+00. Conclusion :

‘1/1 est intégrable sur [0, +oo[‘

Appliquons le théoréme de Leibniz de dérivation sous le signe somme sur l'intervalle [a, b]. Posons

V(Q?,t) < [a7b] X [07+OO[7 h<m7t) =

144

e
1+4+1¢

8 |e+

e Pour tout ¢ € [0, +o0], la fonction z — h(x,t) = est €' sur [a,b] et sa dérivée est

»—>8—h( t)y=t
T 83::6’ =tz

e Pour tout x € [a,b], la fonction t — h(z,t) est intégrable sur [0, +oo[ d’apres 2),

oh
la fonction ¢ — %(m, t) =tz 2 1e+ . est continue sur [0, +00].
1 te™ s . N
e La fonction ¢(t) = — 11 est intégrable sur [0, +o0o[ d’apres ci-dessus, et
a
Oh 1 te =
Yot € lab]x 0 kool |Sh(w0)] = 51 <wlo)

Donc, d’apres le théoreme de Leibniz de dérivation sous le signe somme,

a fonction ¢ es sur [a, b] et () 20y 1+t

(L’hypothése t — h(x,t) intégrable de doit pas étre oubliée!)
4) Ainsi ¢ est de classe €' sur U [a, b] =]0, +00[. De plus, pour tout = > 0,

0<a<b
,L +oo
] - x

—1/x

t

2 Vi +OO teii 7; +OO t d
= _ = T t
T @)+ el) /0 7 171 / ¢

Conclusion : ‘cp est solution sur ]0, +o0o[ de 1'équation différentielle (&) ‘
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5) Les solutions de (&7) sont de la forme une solution particuliere plus une solution générale de 1’équation
sans second membre :

S ={z > p(z) + Cex | C R}

Partie 2 (Détermination d’une valeur approchée de ¢(z))
Soit x € R fixé.

1) Soit n € Net t > 0. Somme des termes d’une série géométrique :

n 1— (_t)n+1 1 t"'H

k _ _ n+1
—H)F = — — (=1 I
kz:%( ) 1—(-1) 1+1¢ (=1) 1+¢
Par conséquent, en multipliant par efé,
_t n _t
e =z t tn+1€ z
1+t k:O( ) A
2) Soit k € Net n e N.
t tn+1€_%
Les fonctions ¢ — tFe™ s et ¢ — T sont continues sur [0, 400 et par croissance comparée,
thrl —%
lim t"% 5 =0 et  lim 2" =0
t——+o0 t——+o0 1+t

Donc ces deux fonctions sont des petits o de 1/ t? en +o00, et de méme qu’au 1.2), elles sont intégrables
au voisinage de +o00.

+oo . +oo gnl -4
Ainsi, / tFe™ dt et / ——— dt existent
0 0 1+1¢

Nous pouvons donc intégrer ’égalité obtenue au 1). La somme est finie donc par linéarité

n +oo ¢ +o00 tn-i—lefé
z) = —1’“/ the™= dt + —1”“/ ———dt
o) =30 | o [
+00 bt
3) On pose, pour k € N, I(x) = / t"e = dt

0

a) Ip(z) = [ ] =
-1z |,
k+1
b) Soit & € N. On effectue une intégration par partie. Soit u = etv=e"t/* Comme lim wv=
k+1 t—4o0
0 par croissance comparée, on peut écrire
400 tk+1 1

(@) = [l - [ (V)" dt = T (o)

k41 (k+1

Conclusion : ‘I]g+1($) = (k+ 1)aly(x) ‘

¢) Montrons par récurrence que la propriété :
Hi:  Ip(z) = Kbt
est vraie pour tout k£ > 0.
e Hy : est vraie d’apres a).

o Hi = M1 : Supposons Hy, vraie. I 1(z) D (k+1)zI(z) = (k+1)zklzb Tt = (k+1)l2*+2,
Donc Hj41 est vraie.
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e Conclusion : [Vk >0 Ii(x) = klzhH!

4) a) Soit n € N. D’apres 2) puis 3)c),

- k +1 too grtles - kpy okl 41 oo gntle=y
x) = 1)L (z)+ (—1)" / ——dt = 1)kl 4 (—=1)" / —dt
ole) = (D) + (1 [T = 3 (e [T
too gntle=s
Donc R, (z) = (—1)""! / T dt. Ainsi, par inégalité triangulaire,
0
tn+1e—%

Rl [

1+t

‘dt

1
Oro< 112 < 1 sur [0, +00[, ce qui entraine,

400 :
|Rn(z)] < / t"ems dt = L1 (2) = (n+ 1)la"+?
0

Ainsi, | Pour tout n € N, | R, ()| < (n + 1)lz™2
b) u, # 0 donc

Uny1  (n42)110"T2  n42
Up 1073 (n4+1)! 10

u
Donc pour tout n € {0,...,8}, 0 < ntl

< 1 et la suite est décroissante (u,, > 0). Pour n > 8,
n

Un+1 . . .
nt > 1 et la suite devient croissante.

Un

Donc ‘La suite (u,) est minimale pour n = 8 ‘ et ’us ~3.63 x 107° ‘

8
o) (110) _ I;)(—l)klk(l/lo) + Rg(1/10), et d’apres b) [Rs(1/10)] < 4 x 107,

8

1
Donc on peut obtenir ¢ <10) avec 4 chiffres significatifs en calculant Z(—l)k I1(1/10).
k=0

5) Soit z # 0 et vy = (—1)FklZF+

Uk+1

— (k4 1))z — 400> 1
k—4o00

Donc, d’apres le critére de D’Alembert v | diverge grossierement, donc U aussi.
> p > ge g )

Ainsi, | Le rayon de convergence de la série entiere z:(—l)kk‘!szr1 est 0
k=0

1
En particulier cette série n’est pas convergente pour z = TR

On vient d’utiliser une série divergente (et pas qu’un peu divergente) pour approximer ©(1/10)....
1 ! 2

FIN DE L’EPREUVE



