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Exercice 1 (E3A,MP B 2013)
1) a) Soit u, =

2n+1°
2(2n + 1)

- 2n+3

Un+1
Un

Va # 0,

n—-+0o0o

Donc, d’apres le critere de D’Alembert,
o si 22 < 1, la série Z Uy, est absolument convergente donc convergente,

o si 22 > 1, la série E |u,| diverge grossierement donc E uy diverge.

400 2n
Ainsi | Le rayon de convergence de la série entiere : est R=1
Y vere nZ::o 2+ 1
b) Comme R =1, a priori [ =] —1,1][.
1 1
De plus, pour z € {—1,1}, u, = ~ —, qui est le terme général d’une série divergente
2n+1 2n

2)

b)

d’aprés Riemann (o = 1) : S n’est définie ni en 1 ni en —1.

Donc | I =] —1,1]

Une série entiere est €°° et dérivable terme a terme & intérieur de son disque de convergence.

+o0 x2n+1
Donc la série entiere |z — zS(x) = est dérivable sur I | et
n:02n—|—1
d d +00 .T2n+1 400 ) +oo ) 1
Ve €] —1,1], — (xS = — = n— n_|
rt1l sy = (S < S S =L
On décompose en éléments simples :
1 1 1 1 1
Ve € R -1,1 = ==
“ S =L 1—-22 (1—-2)(1+2) 2(1—x+1+x>
D b L
oncla=b= =
2
Or d'aprés 2)a), Va €] — 1, 1], ~— (#5(2)) = —
apres 2)a — — =
r d’apr , Vo 1 o (@S(@ .2

Donc, comme 1 —z > 0et 1+ 2 > 0, et que S5(x) s’annule en 0,

r 1 1 M 1 1 1
5(x) /01—t2dt 201—t+1+tdt 2( n( 7) +n( +x))
Conclusion :
1 14+
I =1
Veel, xzS(x) 5 n<1x>
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3)

a)

b)

Une série entiere est continue a l'intérieur de son disque de convergence donc primitivable, de
plus on peut intégrer terme a terme une série entiere a l'intérieur de son disque de convergence.
Si on note F' la primitive de S s’annulant en 0,

+o0 2n+1

x +0oo 2n

1

(2n +1)2
Riemann (o =2 > 1).

1
De plus, en z = 1, ~ gz du est le terme général d’une série convergente d’apres
n

+o00 1

2 iy~

Donc la fonction F' se prolonge par continuité en x = 1 par F(1) =

Ainsi,

1 foo 2n 400
lim F
lim F(z) = /Z2n+1 Z(2n+1 Z/o 1

“+o0o

Théoréme : si le rayon de convergence de S(x Z anpx" est un nombre réel R > 0, et si de plus
n=0

la série Zanx" converge pour x = R, la fonction S est prolongeable par continuité en x = R

par hlr{nS =S(R) = ZanR i

D’apres la question précédente,

1 +oo .1 r2n +00 1
S(z) dz = do=Y —"
/0 (x) do nz%/o M+l 7;)(2n—|—1)2

1 1
De plus, d’apres 2)b), pour tout x €] — 1, 1], xS(z) = 5 In (1 + x) Donc
—x

vz €)0,1[  S(z) = 2561 (Ti)

En remplagant S par son expression dans I'intégrale sur |0, 1[ (impropre a priori) :

1 1+ RO |
In de=5
/0233 (1—33) v §(2n+1)2

On a déja montré la convergence de cette intégrale au 3)a), lorsque 'on dit que 1im1 F(x) existe.
z—

Exercice 2 (Centrale 1 TSI 2010)

1)

a)

A Pintérieur de son disque de convergence | — R, R][, la série entiére y est € et dérivable terme
a terme. On dérive puis on remplace dans (E,) : pour tout z €] — R, R|,

(CC . CL) /" r_ _ = _ n—2 = n—
y' +2y = (v—a) Z n(n —1)a,x" = 42 Z napT
n=2 n=1
+o00 400
= Z nn — 1)apx"™ Z an(n — Da,z" 2% + Z 2napx"”
n=2 n=2 n=1
“+oo —+00 —+00
= Z n(n — 1)anx"_l — Z a(n + Dnapp 2™t + Z 2napz™ !
n=2 n=1 n=1
“+o00
= —2aas + 2a1 + Z [n(n — Day, —a(n+ 1)nap+1 + Qnan} !
n=2
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Par unicité du développement en série entiére, il vient donc

—2aas+2a1 = 0
Vn>2 n(n-—1)a, —a(n+ nay41 +2na, = 0
a
Apres simplifications, on trouve la suite géométrique |Vn > 1 a,41 = — |, I'expression en fonction
a
. a
de n étant Vn > 1 a,, = .
anr—1

+oo " I z\"
pour tout = €] — R, B[, y(z) = ap + a1 nZ::l gn—1 0 @a * alanz:% (a) ‘

On reconnalt la somme de la série géométrique :

Vz €] — R, R| y(x):ao—ala—kﬁ
On a donc nécessairement |x/a| < 1, donc R < a.
b) Les fonction y(z) = ap — ar1a + T ola sont développables en série entiére sur | — a,a| (car
|x/a| < 1), et solutions de (E,) d’apres la question précédentes.
c) L’ensemble de ces fonctions peut s’écrire .#_, ,; = Vect (f1, f2) avec, pour tout = €] — a,al,
filx) =1et fo(x) = —a+ ﬁ.
C’est donc un sous-espace vectoriel de I'ensemble des fonctions définies sur | — a,al. De plus la

famille (f1, f2) est libre (f2 n’est pas constante, donc pas colinéaire & fi).

En conclusion, |.#]_, 4 est un espace vectoriel de dimension 2 de base (f1, f2).

De plus, (E,) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 dont les coefficients sont des fonc-
tions continues, donc ’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 2 sur chacun
des intervalles | — 0o, a[ et ]a, +oo[ ot le coefficient devant 3 est non nul. Ainsi,

L’ensemble des solutions de (E,) sur | — a, a[ est S|_, qf-

1
2) Les fonctions f(x) =1 et g(z) = o

qu’au a)iii) sur chacun des intervalles, 7 _ of = Vect (f|—oo,a[s 9]—o0,al) €6 Ha,+00] = Vect (f|ja,+oo]> IlJa,+o0])-

sont solutions de (E,) (calcul de vérification), donc, de méme
a

Pour obtenir les solutions sur R, il reste a recoller ces solutions. Or g n’a pas de limite en a, donc les
solutions seront forcément de la forme A; f sur | — 0o, al et Aof sur |a, +ool.

Pour que la fonction obtenue soit continue, il faut que A\; = A2, et dans ce cas on trouve une fonction
constante, qui est bien &2

Finalement,

Les solutions de (E,) sur R sont les fonctions constantes. ‘

Exercice 3 (TPC 2013)

Partie 1 (Préliminaires et cas ot o > 1)

1
1) D’apres le critere de Riemann, | La série Z —3 converge si et seulement si 5 > 1.
n>1

2) |La série E u, converge absolument si et seulement si la série E |un| converge.

3) Soit n € N. Par décalage des indices, il vient

n+1 n

n
ZakJrl —ag = Zak_ Zak = Gn+1 — Qo
k=0 k=1 k=0

n

Donc lim Z ap+1 — ai existe et est finie si et seulement si il en est de méme pour lim apy1 — ap.
n—++a3k_0 n——400

Conclusion : | La série E (an+1 — an) converge, si et seulement si la suite (ay,)nen converge.
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4) Pour tout n > 1, comme |sin | <

sin(my/n) o

n< \ﬁ

1
Or o > 1 donc Z — converge (Critére de Riemann, question 1).
n

sm(ﬂ'\f)

Donc par majoration, E est absolument convergente donc convergente.

L. , . sin(7my/n

Ainsi : | La série g (7\” est convergente.
na

n=1

1
Partie 2 (Cas ou 3 < a<1)

1) a) ¢ est continue par morceaux sur [1,4o0[, donc on peut l'intégrer sur [1,z] pour tout = > 1.

Sur [1, 2] C]0, +00[, on peut effectuer le changement de variable proposé, qui est un ¢ *-difféomorphisme.

1 t =1 y =1
=Vt done dy = ——= dt, et correspond a Donc
y Y=oV o= g TP N

z T 2sin(my/t) z sin(my)
t dt:/ 2/
/1 90( ) 1 2\[( ga 1 2a 1

b) En effectuant une intégration par partie,

/1\/5 sin(my) dy — [— cos(ﬂy)} Ve B /1\/E 2a0 — 1 cos(my) d

y2a—1 7TyZ()z—l 1 T y2a

Conclusion :

7T\/>2a 1 T T y2a

/gC o(t) dt = 2 ( cos(my/z) 1) ~2(2a—1) /\/5 cos(my) dy
! 1

c) (On procéde comme au 4) de la /)(1/‘2‘/'(' 1)

Pour tout n > 1, comme |cos| <

+oo 1
Or a > 1/2 donc 2« > 1, par conséquent (Riemann), / —a dy converge.
1 Y

/+°° cos(my)
1

Donc, par majoration, dy est absolument convergente donc convergente.

y2a
VZ cos cos(m o0 cos(m
d) D’apres ci-dessus, lim (2 / dy existe (et vaut / (2 y) dy).
r—+00 Jq Y= ta+oo 1 Yo

De plus, pour tout z > 1,

_ cos(my/z)

| cos(m+/z)| 1
2a—1| S
VLA

ara—1/2 T ppa=1/2 4 4o

0

Donc en conclusion :

z cos(my/x 1 22a—1 VT cos(m
[7 otyae = o~ 2SEE) Ly 201 et

7_‘_\/5204— 1 T T yQa
N———
50 converge
xr—+o00

+oo
L’intégrale / ©(t) dt est convergente.
1
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2) Etude de la dérivée de la fonction ¢.

a) La fonction t — t“ est %' et ne s’annule pas sur R*, et la fonction ¢ — v/t de méme.

Donc comme composée de fonctions ¢, | La fonction ¢ est de classe C' sur [1, +ool. ‘

/ NG cos(tvt)  qsin(nvi) | 5 cos(mVt) — aw
. 1 X
b) i) Comme, pour u > 1, sin(mu) < — < 1,il vient | lim sin(ru) =0]et
u u u—r+-00 U
sin(mu)

La fonction u —

est bornée (par 1) sur [1, +o0l.

sin(mv/t)
Vit

ii) D’apreés [2(b)i ci-dessus, pour u = v/, < 1. De plus |cos | < 1. Donc

s
7 ta

/
<
Vte [l 4o,  |¢(t)] < e

c) La fonction ¢ est €1 sur [1, +oo[ donc € sur [a, b]. Le théoréme des accroissements finis s’écrit :
e €la,b  |p(a) = (0)] < [¢'(0)](b—a)

1 1
Comme u — — est décroissante pour 8 =a + = > 0,

Or d’apres ci-dessus |¢'(c)| <

Coz-i—% ’ ub 2
K K
! < <
PO < o <~
Finalement :
K
[p(a) — ()] < g la — b

3) Nature de la série Zvn.

a) D’apres la relation de Chasles, pour tout n € N*,

N N+1
VNZZvn:/l o(t) dt
n=1

N+1

+oo
b) D’apres 1)d), l'intégrale / ©(t) dt converge. Donc lim o(t) dt existe.
1 N—+o00 Jq

Ainsi, | La série E Uy, converge
n=1

4) Nature de la série Z(un — Up).

n+1
a) Soit n € N*. Comme ¢(n) = / ©(n) dt,

n

n+1
== [ (pln) = (t))

n
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n+1
b) Soit n € N*. D’aprés |ty — vp| < / lp(n) — @(t)| dt.

n

De plus, d’apres [2¢) pour tout ¢ > n, |p(n) — p(t)| <

Donc en majorant dans l'intégrale,

n+1 n+l [ K
un =l < [ lptm) gl < [ Sy de =

1 1
n n®tsz n®tsz
. K
Conclusion : | |u, — vy,| < -
nts
1 1 N 1
c¢) Comme a > -, a+ — > 1 donc d’aprés Riemann E — converge.
2 92 nots

Donc par majoration, d’apres 4)b), Z(“” — vy,) converge absolument.

Ainsi, Z(un — vyp,) converge

n=1

5) D’apres 4)c) Z(un — vp,) converge, et d’apres 3)b) Zvn converge.

Donc, comme somme de série convergente, E Uy, converge

1
Partie 3 (Cas o = 5)
1) a)e \/1—|—u:(1+u)1/2:1+%u—éu2+o(u2).
2

. e“:1+u+%+o(u2)

. . X i 1+L-1
b) En factorisant partout : §, = eVl — iV — gimVn (el \/ﬁ(\/in ) - 1)

/ 1 1 1 1
Or 1+ﬁ—1:%—8?+0<ﬁ),donc

invm [ 1 1 1 1 1 1 2 qmd, 1 \3
- \F<m<2\/58n3/2+0(n3/2)>7;(2\/58713/2+0<n3/2>) Zg(m))
| . . s s
- g ) ol
i n( im 72 i(7r—|—7r3/3)>+0< 1 )

ei”\/ﬁ’ =1)

2\/n  8n 8n3/2

P N BN i<7r + %3> eimvn 1
2y/n 8n 8n3/2 <n3/2)
ouf! On remarque qu’il y avait une erreur d’énoncé (telle qu'elle dans le sujet).

c) Comme ie’ = icos(f) — sin(f), en passant aux parties réelles il vient

—msin(my/n w4 cos(my/n T+ sin(my/n)
cos(mv/n + 1) — cos(my/n) = 2%[) _ 2 S(n V) + < + 387)13/2 +0< 1 )

En conclusion (la aussi 'erreur d’énoncé se répercutait) :

Sin(ﬂ\/%fn) = —% (COS(TF\/m) - cos(w\/ﬁ)) - % cos(my/n) + (1 + 7;2> sn;(;g/j) +o < ! >
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|sin(ry/m)|

n3/2 = 3/2

2) a) Vn e N7 qui est le terme général d’une série convergente (Riemann, 3/2 > 1),

. . sin(my/n)
donc, par majoration, | La série E —3;  converge absolument donc converge.
n

3/ 2w, = 0 donc par définition de la limite, (pour € = 1)

Par définition du petit o, lim n
n—0
Jng € N* Vn > nyg |n3/2wn| <1

Ainsi, a partir d'un certain rang ng, |wy| < 37

Dongc, par majoration, | La série E wy, converge absolument donc converge.

b) Pour tout n € N*, ‘57@ = cos(2nm) =1 et Yo =cos((2n+ 1)w) =1 ‘
Donc lim B,=1et lim ~,=-1.

n—-+00 n—+oo
Or si (ay,) converge vers une limite £, toutes les suites extraites de (ay,) convergent vers /.

Conclusion : | La suite (v )nen+ = (cos(my/n)), - est divergente

sin(m . . . c g
c) Si E \F convergeait, alors (cos(mv/n + 1) — cos(my/n)), serait une combinaison linéaire
n>1
de séries convergentes, et donc une série convergente.

Donc en particulier lirf (cos(mv/n + 1) — cos(my/n)) = 0. Or
n—-+0o0o
(av,) ci-dessus Or Z oy, diverge.

Donc, par ’absurde, est une série divergente.

Z sin w\f

n>1

1
Partie 4 (Cas a < 5)
1) Pour tout n € N*, S, —

" sin Lsin(r sin(my/n
s 3 S (wyP) _ sin(ry/)

— — P ne

Donc

Vn € N*¥, no‘_l/Q(S’n —Sp1) = W

En sommant cette égalité pour 1 < n < NN, on obtient presque une série télescopique :

N
Z sin Wf _ Z na—l/?(sn _ Snfl)
n=1
N-1
= Z no12g, — Z (n+1)*"1%g, (Car Sp = 0, somme vide)
n=1

N-1
Na—l/ZSN Z (na 1/2 n+1)a—l/2)sn

n=1

gj Sin(;ﬁ\/ﬁ) = i Sn (P72 = (n+1)°712) 4 Sy (N +1)71/?
n=1

sin(my/n)

2) a) Par hypothese, la série Z -
n

bornée, en tant que suite convergente.

converge, donc la suite (S,,) de ses sommes partielle est

Conclusion : |11 existe M > 0, tel que pour tout n € N*, |S,| < M. ‘
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1
b) Remarquons, au préalable, que n® /2 > (n 4+ 1)*"/2 (car o < 3 dans cette partie).

S, (n‘H/? — (n+ 1)0‘*1/2)‘ <M (ncH/Z — (n+ 1)‘1*1/2)

Ainsi, d’apres ci-dessus,

N
Or Z no Y2 —(n 4+ 1)°7Y2 =1 — (N +1)*7/2 (série télescopique) converge (@ —1/2 < 0).
n=1

Donc, par majoration, | La série Z Sp, (nafl/ 2 _(n+1)Y 2) converge absolument donc converge.

c) (Sn) est convergente par hypothese et Ll}r}rl (N +1)*1/2 =0 (car « — 1/2 < 0), donc le produit
n o0

converge vers 0 :

La suite <SN(N + 1)0‘_1/2)N6N* converge vers 0

3) D’apres 1), la suite Z sin(rv/n) des sommes partielle est la somme d’une série convergente (2)b)) et

n=1 \/ﬁ

d’une suite convergente (2)c)), donc converge.

o - sin(my/n)
Ainsi, | La série E ———= est convergente.

4) D’apres le résultat de la question 2)c) de la partie 3, la série Z sin(my/n)

n=1 \/ﬁ

Donc c’est absurde : I’hypothese faite en début de partie 4 est fausse.

est divergente.

Conclusion : | La série Z M diverge

o
n>1

FIN DE L’EPREUVE



