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Exercice 1 (Centrale TSI 2010 — partiel)

1) A lintérieur de son disque de convergence | — R, R[, la série entiere y est €°° et dérivable terme &
terme. On dérive puis on remplace dans (E,) : pour tout = €] — R, R],

2)

3)

1

“+00
Z 2nanz™ !t
n=1

+ 2nan} !

(ZE . CL) " /o o = o n—2 = n—1
y' +2y = (v—a) Z n(n —1)apz" =+ 2 Z NnapT
n=2 n=1
+00 +oo +oo
= Z n(n — Dayz™t — Z an(n — Da,z" 2% + Z 2na,z" !
n=2 n=2 n=
+oo +oo
= Z n(n — 1)anac"_1 — Z a(n + Dnappa™ 1t +
n=2 n=1
+o0
= —2aaz + 2a; + Z [n(n —1an, —a(n + )nap41
n=2

Par unicité du développement en série entiere, il vient donc

—2aa2+2a1 = 0
Vn =2 n(n-—1)a, —a(n+ nay41 +2na, = 0

N . . . . J Gnp, , . .
Apres simplifications, on trouve la suite géométrique |Vn > 1 a1 = — |, 'expression en fonction de
a

n étant Vn > 1 a, =

pour tout x €]

a

anfl :

anfl

— R, R[, y(z) =ao+ a1 =ag—aia+aia (> )
n=1 a

n=0

On reconnait la somme de la série géométrique :

ala

Yz E]—R,R[ y(x):ao—ala—l—m

On a donc nécessairement |x/a| < 1, donc R < a.

Les fonction y(z) = ag — aja+

aj
1—2x/a

et solutions de (E,) d’aprés la question précédentes.

sont développables en série entiere sur | — a,a] (car |x/a| < 1),

L’ensemble de ces fonctions peut s’écrire .#|_, ,[ = Vect (f1, f2) avec, pour tout x €] —a,a[, fi(z) =1

et fo(z) = —a+

_*
1—z/a

C’est donc un sous-espace vectoriel de I'ensemble des fonctions définies sur | — a, a]. De plus la famille
(f1, f2) est libre (f2 n’est pas constante, donc pas colinéaire a fi).

En conclusion,

S|_a,a] €St un espace vectoriel de dimension 2 de base (f1, f2).

De plus, (E,) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 dont les coefficients sont des fonctions
continues, donc ’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 2 sur chacun des inter-
valles | — 0o, a[ et ]a, +oo[ ol le coefficient devant y” est non nul.

Ainsi, | 'ensemble des solutions de (E,) sur | — a,a[ est A_q -
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Exercice 2 (PT C 2011)

1)

2)

Préliminaires (toute cetle partie est une question de cours...)
. . , L Vt € [k, k+ 1] flk+1) < f(t) < f(k)
> .
Soit k entier naturel tel que k > ng+1. f étant décroissante, { Wt [k -1, K] Fk) < F(8) < Fk—1)
D’ou :
k+1 k+1 k k
[swar< [ pwae=fw) = [ pinde< [ e
k k k—1 k—1
Soit n > ng + 1.
n+1 n k+1 n n k n
vn>n0+1,/ fyat= 3 / fma< S k< Y / f(t)dt:/ £(t) dt
no+l k=no+1 k k=no+1 k=no+1 k—1 1o

3)

On remarque (et il est nécessaire de le remarquer, pour la question 1.2.c) que l'inégalité de gauche

n—1
peut étre décalée de 1 : Vn > ng ! feyde< > fk)
10 k=ng
Rappelons des résultats du cours :
La série Z f(n) est une série positive. Elle converge si et seulement si la suite de ses sommes partielles

nzngo
définies par :

0 Up= 3 F(k)

k=ng
+oo
est majorée et dans ce cas la somme de la série est : U = Z f(n)= lim U,.
n=no n—4o0o
+o0
L’intégrale généralisée / f(t) dt de la fonction positive f est convergente si et seulement si la
ng
fonction F' définie par :
X
Vo >=ng, F(z)= [ f(t)dt
no
+o00o
est majorée et dans ce cas : / f(t)dt = lim F(x).
no T—+00
+o0
On va montrer que la série Z f(n) converge si et seulement si I'intégrale généralisée / f(t) de
> no
converge. e
+o00
e Supposons que l'intégrale généralisée converge. Comme dans ce cas : / f(t) dt = sup F(z), la
no r=2ng
deuxiéme inégalité du b donne :
n n +oo
Vo s g, Sy = Y0 fk) = 3 S0+ Sm0) < [ f@)dt+ f(no)
ng

k=ng k=ng+1

La série positive converge puisque la suite de ses sommes partielles est majorée.
e Supposons que la série converge. La premiere inégalité du b donne alors pour tout n > ng + 1 :

n+1 400
/ fydt< > f(k). Dou:

o+l k‘zn()-i-l

n no n ng +oo
Vi > no + 1, F(n—i—l):/ +1f(t)dt—/ +1f(t)dt+/ +1f(t)dt</ Troas S fm)

no o k=no+1



DST 7

Quel que soit x > ng, soit [z] la partie entiere de x définie comme 'entier vérifiant [z] < = < [z] + 1.
Alors , comme F' est croissante, car f est positive :

no+1 +00
Vo> o, F@) < F(al+ )< [ fde+ 3 5k

1o k=no+1

+oo

Et, comme F est majorée, l'intégrale généralisée / f(t) dt converge.
no .
On a bien montré la série Z f(n) converge si et seulement si l'intégrale généralisée / f(t) dt
no

n=ngo
converge, et en cas de convergence, en passant a la limite pour n — 400 dans I’ inégalité du 2 :

+o0 too +oo
[ rma< X sm< [

o+l k=no+1 no

Partie 1

1
1) a) La fonction f définie sur [e, 400 par f(t) = )2 est C™ sur [e, +00[ , car quotient de fonctions
n

C* sur [e,400[ , le dénominateur ne s’annulant pas.

In(t) + 2

Vt > e, f’(t)z—m

T e 400

b) Pourt > e, Int > 1 > 0 donc

1/e

©) f(z)

1/6 T \

O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

2

d) La fonction f est de la forme u'u~* avec u = In, donc

Vo > e, F(t)=

est une primitive de f sur [e, +o00].

A dt 1 1
=[FA = - - 1, ainsi
/e g~ FW0le = =g+ oo Lainsd

dt
t(Int)?

+oo
L’intégrale / converge.
e

+o0 +0c0 dt
e) La convergence de / ——— entraine la convergence de / —.
e t(Int)? 3 t(Int)?

La fonction f est continue, positive et décroissante sur [3,+o00|. Ainsi, d’apres le 3) des prélimi-

too (¢ 1
aires, la convergence de 'intégrale entraine celle de la série —— |, donc
naires, nvergen intégr /3 H{In1)? ntrain i (Z - )2), n

= (Inn
Y 1
celle de la série ( E n(lnn)2) :

n>=2



DST

1
La série ——— | converge.
> (Inn)2 vers
n=2

Int

1
2) Posons f(t) = - et F(t) = (ln t)? une primitive de f, définies sur [1, +oo[. Donc

w= 210 - [ S0

(C’est lexercice 4 de la feuille sur les séries numériques : aviez-vous su le faire en cours ?)

a)

b)

d)

ntlnt 1 g1l |1 9 9
Soit n > 1, / —dt b(lnt) } = §<1n(n+1) —In(n) )

n

n+1
Soit 1 > e. st — un = f(n+ 1) —/ (b dt.

n
Or f est continue, positive, décroissante sur [e, +00[, donc d’apres la partie droite de 'encadrement

obtenue en Préliminaire.1), u,+1 — uy < 0.

Ainsi, ‘La suite (up)n>3 est décroissante. ‘

Soit ng =3 et n > 3.
n+1 n
D’aprés la remarque faite au Préliminaire, question 2, / flt)dt < Z f(k). Par conséquent,

o k=no

un:Zf(p)—/lnf(t)dt / Fd+ S /"+1 dt+/n+1f(t) dt

= n 0 n ~
p=1 p=no >0

:11127%(11,13)2 >0

. La décroissance de (uy) (question 2.b) nous permet de

In2 — (In3)?2
2

La suite (uy)n>1 est décroissante (question 2.b.) et minorée (question 2.c.) donc

Soit n > 2. La fonction In est croissante donc pour tout p € [1,n], Inp < Inn. Comme — > 0,
p

Ainsi, pour n > 3, u, >

conclure que | Pour tout entier n > 1, u, >

Up = —£ — _(lnn)®< — — —(Inn)?
p=1 p 2 p=1 p 2
, up, Inn L |
Pour n > 2, Inn > 0 d’ou 7+7<Z*
Inn 2 el
1
Comme u,, converge, lim tn 0et lim tn + nn_ = +o00. Par minoration,
n—+oo Inn n—+oo Inn 2
|
D =
p=1

1
En conclusion, | La série de terme général — diverge.
n

On retrouve le critére de Riemann pour o = 1.

1
3) Soit f(t) = 7 définie sur [1,+oo[. La fonction f est positive, continue et décroissante sur [1, +o0].
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a)

b)

d)

D’apres Préliminaire 2, pour tout n > 2,

n

n+1 n n
In(n + 1) :/1 fOALD flp) =14+ flp) < 1+/2 f(t)dt =1+1n(n)
p=2

p=1

Pour n = 1, 'encadrement s’écrit In2 < 1 < 1 qui reste vrai. Ainsi, Pour tout entier n > 1

lln(n—l—l)angl—l—lnn‘

Soit n > 1. Notons v, = H, — Inn.

1 1 n+l J¢
i1 = = —— — (In(n+1) —In(n)) = _/ &

Appliquons de nouveau a f le résultat obtenu en Préliminaire 1), partie droite de l'inégalité pour

k=n+1>=ng+1,
1 n+1 dt
</ <

Donc vp+1 — v < 0 et la suite est décroissante.

1
De plus, d’apres 3.a, v, = H,—Inn > In (1+ —) > 0. Ainsi la suite (v;,) est décroissante minorée,
n

donc convergente.

‘ La suite (H, — Inn) converge ‘

On note généralement ~ sa limite, plutot que €. Cf exercice 4 feuille séries numériques.

D’apres la question précédente,

1 (1 1 ) 1 1 1 " ( 1 ) 1 n ( 1 >
— Y =——+In(1- = — — ) =——+4ol—
Tl T = n+t1l’ n+tl n+l 2m+12 \(n+12 om2 " O\ 2
. 1
Finalement, | (Yp4+1 — Yn) ~ ~53
D’apres le critere de Riemann, la série Z(’Ynﬂ — 7vn) est absolument convergente donc conver-

n>1
gente.

De plus, la série Z('V”H — ) est télescopique :

n

Z(7k+1 —Vk) = Vntl — N1
k=1

Ainsi la suite (v;,), qui est égale a la suite des sommes partielles (& 1 pres), est convergente.

Soit N > 2. On reconnait encore une série télescopique (On vous demande de calculer la limite d’une
série : soit c’est usuel, soit c’est télescopique...)
N N
1 n
Z (f—ln ) =—-1+Hy— Z(ln(n)—ln(n—l)) =—1+Hy—-InN+hl=9y—1
n=2 n n—1 n=2

Donc la série converge et, en passant a la limite N — +oo,

=
T;(n—lnnil):ﬁ—l
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e)

)

g)

h)

D’apres le calcul fait a la question précédente, pour n > 2,

- k 1
Un:kz::z(lnk—1 —p) = oml
+00 “+oo
o k 1 . k 1 .

AIHSIU:’;<Ink—1 —%) =—4+1=U,+ R, :—7n+1+k_z <lnk_1 —%) puis

= =n+1

+oo
k 1
Y —Ll= Z In - -
k=n+1 ( k-1 k>
Comme ~y; = 1, I’égalité reste vraie pour n = 1.
Un développement limité de In(1 — u) en 0 nous donne, pour k — 400,
k 1 1 1 1 1
1 e~ = —In(1-2)-- - 1+o(1
n<k—1> ko 2k(k— 1) n k) Rz o)
_ £+L_1_L+O(i)
ko 2k ko 2k? k2
1
Ainsi, lim &2 (ln i . 1) = 0. Soit € un réel strictement positif. Par défi
" k5o k-1 k 2k(k-1)) POSItL.

nition de la limite, il existe un entier naturel non nul ng tel que, pour tout entier k > ng :

kool 1

2 NIET
In—— — - — ———— )| <& clest-a

k (Dk 1 A 2/{(]{ 1)> € c’est-a-dire

In LI 1’ <=
k-1 k 2k(k—1)| k2
Comme Z 1 converge (Riemann), par majoration, la série Z (ln Po_Lo > est
k2 & > par ha) ’ k—1 Kk  2k(k—1)

absolument convergente donc convergente. De plus, en sommant les inégalités et en passant a la
limite, il vient : Pour tout entier n > ng :

+oo +o0 +oo
k 1 1 k 1 1 1
In —_ = < In ——‘<€ o)
k:ZnH ( k—1 k 2k(k— 1)> k:ZnH k—1 k 2k(k—1) k:ZnH k

1
e La série Z (ln 2 k T~ k‘> converge (3.d) et son reste est égal & H, —Inn — £ (3.e).

1 1
e La série Z m est convergente ( ~ — et Riemann } et télescopique :

2k(k —1)  2k?
111
k(k—1) k-1 k
ol 1 11 1
Donc pour N > n > 1, k:zn;rl m =5 T oN et en passant a la limite le reste est o
Finalement, en sommant les deux résultats,
+o00o +oo +00
k 1 1 k 1 1 1
Z n—m—————— ) = Z In —— - Z — ) =H,—-Inn—{——
k=n+1( E—1 k 2k(k—1)> k:n+1( k—1 k:) Pt <2k(k—1)) 2n
En appliquant I'inégalité obt {lim.2 F() = = ont ivj ! </N L gt
n appliquant I'inégalité obtenue en prélim.2, pour = —, on trouve — < —
ppliq g D , D ny R

k=n+1

1. Ou comme combinaison linéaire de séries convergentes, en utilisant 3.g
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L’intégrale et la série convergeant (Riemann), on peut passer a la limite pour N — 400 et

5 1</+Ooldt—1
k2 /), 2 n

k=n+1
Donc 3.g s’écrit,
+00 too
k 1 1 ' 1 1 €
Z In - :Hn—lnn—ﬁ——gszﬁg—
P ( E—1 k 2k(k-— 1))‘ 2n wo k n
o e . 1 1
Donc par définition du petit o, | H, =lnn + ¢+ — + 0(—)
2n n

Partie 2 1
1) In(n+1) =In(n)+In (1 + n) = In(n)+o(1) donc In(n+1) ~ In(n). De méme In(n+2) ~ Inn. Ainsi,

(mn+ )" am?

Innln(n+ 2) “nknn

(ln(n + 1))2

Donc ~— "/
P T In(n + 2)

=14o0(1), puis v, =1 —140o(1) = o(1) donc

‘ La suite (vy)n>2 est convergente de limite 0. ‘

1 2
2) Pour tout entier n > 2, In(n + 1) = In(n) + In (1 + ) et In(n +2) = In(n) + In (1 + ) Par
n n

conséquent,

(ln(n+1)>2 (Inn)>2 (1+ln(&fni))2 1 (HW)Q

T T I In(m - 9) n 2 o o In 2
lnnln(n + 2) (hl n)2 (1 + ! (111—;”)> 1 + (]11:")
3) Effectuons un développement asymptotique de v, =1 — Z—n :
n

_ (4 1 1 1 1 )21 2 1 1 ( )
n= +nlnn+2n21nn+3n3lnn+0(n3lnn B +n1nn+n21nn+n2(lnn)2+0 n?(Inn)?

b‘l—(1+ 2, 2 8 ++of
no nlnn  n2lan  3n3lan

-1 2 2 4
n3lnn)) =1- [nlnn + n2 lnn} + n?(Inn)? +0(112(11171)2)

D 1 - —22 41414 1 n ( ) 1 + 1 . ( 1 )
oncv, =1—a = — 0 - o
" e n?(lnn)?  n2lnn n?(Inn)? n?lnn  n?(lnn)? n2(Inn)?

] 1 1

(Ouf! Le 0( = ) est nécessaire pour avoir du 0(,7,)> ensuite, qui sinon se ferait manger par ()(,)7> .)
n3Inn n?(lnn)? n?(lnn)

- 1 1+enl s
Ainsi, |v, + o] 2 )2 ou (ep) . 0, donc est bornée. Soit b € R tel que |1 4 &,| < b.
Avec , il vient

a - b
Vo —
" nZlnn| " nZ(Inn)?
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1
4) Soit w, = ———. Comme n?w, —— 0, par définition de la limite, & partir d’un certain rang
n?(Inn) n—-+00
ng € N, pour tout n > ny,
1

1
Or Z 3 converge d’apres Riemann (o =2 > 1) donc Z wy, converge

D’apres 3, v, ~ w,, donc E vy, converge

FIN DE L’EPREUVE



