Lycée La Prat’s Vendredi 30 janvier 2015
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 6

Correction

Exercice 1 (d’aprées E3A PC 2014)

Partie 1
1) Montrons par récurrence que la propriété :

Hi: A= A

est vraie pour tout k > 0.
e Hy : est vraie par hypothese.

e Hj; = Hjy1 : Supposons Hj vraie. Ainsi,
k1l _ [coskf® —sink@) [cosf —sind
Ay = Arody = (Sin kO  cosk® sinf cosf

coskfOcosf —sinkfsinf — coskfsinf — sin k6 cos 0
sin kO cos @ + cos kfsinf — sin kO sin + cos kO cos 0

_ [cos(k+1)0 —sin(k+1)8
~ \sin(k+1)0 cos(k+1)0

D’apres les formules de trigonométrie. Donc Hy1 est vraie.

e Conclusion : |Vk > 0 A’g = Ay

Géométriquement, Ag est la matrice d’une rotation d’angle 8 (et de centre O) dans R% Donc A% est
la composée de k fois la rotation d’angle 6.

Ainsi, ce résultat signifie que | Composer k fois la rotation d’angle # donne la rotation d’angle k6

2) Montrons par récurrence que la propriété :
Hi: (‘B)f ="(B"

est vraie pour tout k£ > 0.
e Hy : est vraie car I,, = 'r,.
o M} = Hy41 : Supposons H, vraie : (‘B)¥ = {(B¥). De plus 'B'A = {(AB).
Par conséquent (!B)*™! =!B(!B)* = B! (Bk) = (B*™). Donc Hyy1 est vraie.

e Conclusion : |Vk > 0 ('B)* =(B")

3) Ag € O>(R) (*ApAy = I) donc A;l =" Ay. Ainsi, pour tout k € N, d’aprés la question précédente,
At = (AgHF = ("Ag)" ="(4p)"

Or d’apres 1), Alg = Ay, et comme cosinus est paire et sinus imparie ‘ Ay = A_pg. D’olt A;k = A_pp.
Conclusion : |Vk € Z, Alg = App
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4) Cherchons M = Ay telle que M? = App = <O _01> = A0

1

T
Choisissons par exemple 6 = % et donc
p

D’apres 1), MP = Aj = Apg = Ay /5 donc convient.

Partie 2 1 9 0 0
MMM:§ 8 g 8 = I3 donc | M € O3(R) |.

e det(M) =1 donc ’ M € SO3(R) et u est une rotation‘

e Axe de la rotation : Soit £y = Ker (I3 —
1 ! T z
X€eE <+ - 2 = { B
3 1 y = —z
T+ 2y +z = 0 1
= 3y + 3z 0 < X eVect(|-1])
Jy+3z = 0 1
1
Donc E; = Vect (| —1|). Ainsi
1
1 1
e1 = — | —1 | est un vecteur portant et orientant 'axe de la rotation
V3l
1
e Angle 6 de la rotation : Comme Tr (M) =2 =1+ 2cosf, cos = 7 Ainsi, |0 = :I:% )
1 1 2
Cherchons le signe de 6. Soit X = [0 |, M X = 3 1] puis
0 2
1 1 1 2 1
det(er,z,u(x)) = ——=1|—-1 0 1|=—=(-2-1 0
1 0 2
Donc, lorsque l'aze est orienté par e1, 0 = +g.
1 1 m
Conclusion : | L’endomorphisme u de R? est une rotation d’axe porté par e; = ﬁ —1| et d’angle —|—§
1
Exercice 2 (PT 2009, A, partie C)
1) Question de cours : vous avez donc tous su la faire.
2) Soit U une matrice orthogonale de .#,(R) et M une matrice de ., (R).
O(MU)? = Tr (MUY(MU)) = Tr (MU'U'M) = Tr (MI. M) = &(M)?
Donc | ®(MU) = &(M)]




DST 6

a b 1 0 01 1 0 01 o
3) a) (b _a>—a<0 _1>+b<1 0) doncF-Vect{(O _1>,<1 O)}.A1n81Fest un sous-

espace vectoriel de .#5(R) (de dimension 2, ces matrices n’étant pas colinéaires).

On peut aussi procéder classiquement en montrant que c’est non vide et stable par combinaison linéaire.

b) On remarque que dim F = 2 donc dim Ft=4—dimF =2, ce qui permettra de vérifier ses calculs.

i )er = (s ) < ol )

— Tr (I *>:x—t:O et Tr (y *>=y+z:0
*  —t ¥ Z

e e {(3 0. (5 )

Ces deux matrices ne sont pas colinéaires, elles forment donc une base de F*.
1 0
0 —1
donc la projection orthogonale pr sur F' s’écrit

1
c) Les deux matrices M; = ( ) et My = <(1) 0) précédentes sont orthogonales pour (.|.),

M, [A) (M3]A) 1 1 1(1 1
A= pp(A) = POIA) o BIA) L Ly L
pr(4) (My|My) Lt (M3|My) 27 + 2727 2\1 —1

Exercice 3 (PT 2007, A)

Partie 1
1) e T, =2XT, -Tp=2X*-1
o T3 =2XT, — Ty =4X3 - 3X
o Ty =2XT5 — Ty =2X(4X% -3X) -2X2 +1=8X"-8X?+1

2) Récurrence double : montrons que
H,, : degT,, = n et son coeflicient dominant est a,[?] =1

est vraie pour tout n > 1.
e H, est vraie puisque 77 = X de degré 1 et de coefficient dominant 1 = 20,
e Hs est vraie puisque 15 = 2.X 2_14de degré 2 et de coefficient dominant 2 = 2L,
o Hy 1Hy = Hpy1 : Supposons H, et H,_1 vraies. Alors

Tn+1 = 2XTn - Tn—l

Or deg(XT,) =n+1 et deg(T,,—1) =n — 1 d’apres H, et Hp—1.

Ainsi deg(T},+1) = n + 1, et le coefficient dominant vient de 2X7T}, uniquement. Il vaut le double

de celui de T,,, donc agflu = 2a£§‘] = 2", Par conséquent, H, 1 est vraie.

e Conclusion : |Vn > 1, degT,, = n et son coefficient dominant est ag‘] = on—1

On a besoin des rangs n et n — 1, donc il faut initialiser avec Hy et Hi. On peut aussi mettre les rangs n et

n — 1 dans H,, en commengant donc a n = 2.

3) Le produit de deux polynémes impairs est pair, et le produit d’'un polynéme pair et d’un polynéme
impair est impair.

Montrons que la propriété :
Hn: Toy, est pair et T, 41 est impair

est vraie pour tout n > 0.



DST 6

o Hp : est vraie car Ty = 1 est paire et 77 = X est impair.

e H,, = Hpy1 : Supposons H,, vraie.
Le polynéme 2X7T5, 1 est pair comme produit de deux polynémes impairs, et 75, est pair. Donc
To, 42 est pair comme somme de polyndémes pairs.
Le polynéme 2X 75,2 est impair comme produit d’un polyndéme impair et d’'un polynéme pair,
et Toy,+1 est impair. Donc Th,+3 est impair comme somme de polyndémes impairs.
Ainsi H,11 est vraie.

e Conclusion : ‘Vn >0 T, a la parité de n.

4)  x T,(1) : La suite (T,(1)) vérifie la relation de récurrence T;,11(1) = 27,,(1) — T},—1(1) avec pour
premier termes Tp(1) = 77(1) = 1. On peut donc résoudre a I’aide des suites récurrentes linéaires
d’ordre 2.

Sinon, la récurrence (double) est rapide :

Hyo: To(l) =1

e Hy et Hy sont vraies par hypothese.
o Hy_1,Hp = Hpy1 : Supposons H,_1 et H, vraies. Alors T),4+1(1) =2 x1—1 =1, donc
Hny1 est vraie.

e Conclusion : ‘Vn >0 T,(1) = 1‘

% Tu(—1) : Par parité, Toy (1) = Tan(1) = 1et Topp1(—1) = ~Thy(1) = ~1. Done | Ty, (~1) = (~1)".|

* T,(0) : Par parité, | To,,11(0) = 0.

Soit u, = To,(0). Alors ug = Tp(0) =1 et

Ainsi (uy,) est une suite récurrente de raison —1 :
Conclusion : ‘Vn >0 T5,(0) = (—1)”‘

5) On note () la propriété suivante pour une suite (P,) de polynémes
VneN VOeR P, (cos @) = cos(nd)
* Unicité : Soit (P,) et (@) deux suites de polynémes vérifiant (). Soit n € N, il vient
VO € R P,(cosf) = cos(nb) = Qn(cosf) = Vz € [-1,1] P,(z) — Qn(z) =0

Ainsi P, — ), a une infinité de racines, c¢’est donc le polynéme nul : P, — @, = 0. D’ou 'unicité.

* (T,,) vérifie la propriété. Montrons que la propriété :

H, - V8 € R Tj(cosf) = cos(kb)

est vraie pour tout n > 0.
e Hy est vraie car cos(0) = 1.
e H; est vraie car T} = X.

o Hp_1,Hp, = Hpn+1 : Supposons H,_1 et H,, vraie. 2cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b)
donc pour tout 6 € R,

T+1(cos @) = 2cos(f) cos(nb) — cos((n — 1)8) = cos((n + 1)6)

e Conclusion : Vn > 0 V0 € R T, (cosf) = cos(nb)

En conclusion, ‘Tn est le seul polynéme qui vérifie () ‘ :

Ve R T, (cos 0) = cos(nh)
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Partie 2
1) Montrons que ¢ est un produit scalaire sur R[X].

e  est symétrique, par commutativité du produit sur R :
Y(P,Q) € RIX)? o(P,Q) = / P(cos8)Q(cos ) df = / Q(cos )P (cosb) df = p(Q, P)
0 0

e o est bilinéaire par linéarité de 'intégrale :

™

(P14 AP2)(cos0)Q(cos @) dO

™

(P1(cos)Q(cosb) + AP>(cos 0)Q(cos ) db

V(P1, P, Q) ERIXPYAER  o(P,Q) =

™

Il
S—S——

Pi(cos0)Q(cos ) db + A /07r Py(cos0)Q(cos ) db
= ¢(P1,Q) + Ap(P, Q)
Donc ¢(-, Q) est linéaire. La linéarité de ¢(P,-) s’obtient par symétrie.
o VP € R[X], ¢(P,P) = /(:(P(cos 6))? d > 0 comme intégrale d’une fonction positive.

e Soit P € R[X] tel que ¢(P, P) = 0, c’est-a-dire / (P(cos0))*df = 0.
0

Or 0 — (P(cosf))® est une fonction continue et positive, donc son intégrale est nulle si et
seulement si la fonction est nulle :

Vo € [0, 7] (P(cosh))> =0

Donc P(t) = 0 pour tout ¢ € [—1, 1] (cos @ parcourt [—1, 1] lorsque 6 parcourt [0, 7]).
Or un polyndéme ayant une infinité de racine est le polynéme nul : P = 0.
Ainsi, ¢ est définie positive.

En conclusion, ‘gp est un produit scalaire sur R[X] ‘

2) Soit n et m deux entiers naturels distincts. Donc n+m # 0 et n —m # 0.

(T, Trn) = / Ty (cos 0) T, (cos 0) df = / cos(n#) cos(m@) do (d’apres partie 1, 5)
0 0
1 ™

(
1 [sin((n+m)f) sin((n —m)d)]"
2 { n—+m + n—m 0

- 3 /0 cos((n + m)8) + cos((n — m)§) df = d9=0

Sin=0, p(Ty,Tn) = / df = 7. Sinon,
0

vy iy 1 s
o(To, To) = | Tl® = /0 T, (cos 6)% df — /0 cos(nd)? dg — 5/0 (1+ cos(2n0)) d6 = 40

¢(To, To) = | Tol”* ==
m

o(Tn, Tn) = ||Tn||2 = 9
3) D’apres 1)2), Ty est de degré k. La famille & = (Tp,...,T,) est donc dans R, [X]. De plus, elle est
orthogonale d’apres la question précédente et composée de n + 1 polynéomes non nuls. Comme

dimR,[X] =n+ 1= Card %, c’est donc une baseEI, et par définition d’une base

. 2 _
En conclusion, |V(n,m) e N* n#m o(T,,T,) =0, et { Vn € N*

n
Pour tout P € R,,[X], il existe un unique (n + 1)-uplet (aq, ..., a,) € R*™ tel que P = Z Ty
k=0

De plus (P, T},) = OékHTkHQ donc o, = W
k

1. On peut aussi remarquer que c’est une famille de degrés échelonnés, donc une base.
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4) Propriété utilisée : si p : F — FE est la projection orthogonale Sur le sous-espace vectoriel F' de

dimension finie et de base orthonormale (e, ..., e,), alors p(z Z < x,e; > €.

Comme (Ty,...,T,) est une base orthogonale de R,[X], la prOJeCtIOIl orthogonale p : F — F sur
R, [X] s’écrit :

Z o(P, Tk
HTkH2

T},
(Ici, ce qui joue le role des e; est T H)
k

5) Si p: E — E est la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel F' de dimension finie, alors

d(z, F) = [|p(z) — || Ainsi,

|d(P, R, [X]) = [|[p(P) - P]||

Exercice 4 (PT 2014, A)
Partie 1
1) pp est un projecteur donc pp o pp = pp, d’ott, matriciellement
A2 =A

2) Par définition d’un projecteur orthogonal, Ker pp L Im pp.
—> 7 € Im PD.
D’apres les resultatsﬂ sur les prOJecteurs U —pp(W) € Ker pp.

Comme pp est le projecteur sur

Conclusion :

VU € R® <U —pp(W), 7 >=0

3) pp est un projecteur sur 7, done VU € R3, pD(ﬁ) = \7L.
Ainsi, le résultat de la question précédente s’écrit : pour tout U e R,

<U- AT, A >=<U,T>-A<TH, 1 >=0

1+1
17 = LR 1, il vient A =< o, 7 > puis

2
pp(W)=<W, 7 >7

Comme < 7,7 >=

4) D’apres la question précédente, pp(ﬁ) =< W, > = T (se retrowe aussi via 7 € Im pp et
ph = pp)-
1

5) Soit ?1 :ﬁ, ?2 =jet ?3 :?1/\?2 = ﬁ(—’i—f—k).
Comme (?1, ?2, ?3) forme une base orthonormée de R3, en utilisant la formule trouvée & la question
3),

p(€)=7¢1 p(d2)=0 p(d3) =0

A1n81 les valeurs propres de pp sont 0, avec pour sous-espace propre Fy = Vect ( €9, ?3) et 1 avec

= Vect (¢1) = D.
6) dim Ey+dim F; = 3 = dimR? donc pp est diagonalisable (comme tout projecteur...).
1 0 -1
7) Soit P = — |0 2 0 | la matrice de passage de la base canonique (orthonormée) & la base

\@101

orthonormée) de diagonalisation. Ainsi P € 03(R) et P~1 =P, puis
g

L1 0 —1\ (100 1 1 (101
A:PDP_1:§0\/§O 000 o\/§0=§ooo
1 0 1 000/ \=1 0 1 10 1

2. Se redémontre trés vite : pp (U — pp (W) = pp(U) — pp (W) = 0 car ph = pp. Donc ¥ — pp(W) € Ker pp
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Partie 2
1) La aussi, question de cours, donc tout le monde a su faire.
2) Idem.
a) p()=p(T)+\p(Y) or p(Z) =7 car Z € Im p et p(Y) =0 car ¥ € Ker p. Dot ||p(W)|]? =
I
De plus, |72 =<Z + XU, T+ 7Y >= 2| 7I?+22< 2, ¥ > +|Z|?

Donc I'inégalité s’écrit
IZI2<NITIP+22 < 2,7 >+ 7|

En simplifiant par || ]2 il vient

VAER, N|VIP+22< 7, Y >=0

2< T, Y >
Si< @,y >#0,alors ¥ # 6) et ’expression ci-dessus change de signe en A = — ; #*
Ed

0, ce qui est absurde.
En conclusion, ‘ < 7, 7 >= O‘

b) Nous venons de montrer que V(?, 7) elm fxKer f, < @,y >=0, c’est-a-dire Im f L Ker f,
ainsi

‘ p est un projecteur orthogonal‘

3) Remarque culturelle : f* s’appelle ladjoint de f, et dans une base orthonormée sa matrice est la transposée de
la matrice de f. En quelque sorte, ¢’est l'opération sur les endomorphisme qui correspond a la transposition sur
les matrices.

a) Pour tout 7 € R", f*(7) € R™. Soit @, 7 € R" et A € R. Par linéarité & droite du produit
scalaire,

FFOZ+7) = Zn:<f(?l-),w>+7>?i
=1
= Ai<f(?i)a?>?i+i<f(?i)a7>?i
=1 =1
= MY @)+ ()

Donc ‘ f* est un endomorphisme de R" ‘

n
b) Soit .Y ER, et @ = sz?z Comme (?1, e ,?n) est une base orthonormée, en dévelop-
i=1

< T (T) o= <ix]?j,i < @), T > %> S a < f(P).T >
j=1 i=1 i=1

pant

n

Car < €, €, >= d;;. De plus, comme f est linéaire f(7’) = szf(?,) et par linéarité du
=1

produit scalaire

< @) T 5= 3w < (2. T >
=1

Ainsi,

Y(Z,Y) e R" x R" < (), Y >=<7Z,f(¥) >
c) Soit i/ € R™. D’aprés ci-dessus, < f(7'), Y >=< @, f*(Y) >, donc
VI ERY  0=<[f(T), Y >-<T,9(¥)>=<7, (V) -9(V) >
Ainsi, f*(Y) —g(¥) € (R")* = {0}, done f*(¥) = g(¥).

Conclusion : | g = f*
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4) a) Soit (7, %) € R" x R™. De méme qu'au 1)2), ¥ —p() € Ker p, p(Z’) € Im p, et Ker p L Im p.
Done < p(2), 7 — p() >= 0, puis

<p(@), ¥ >=<p(@),p(¥) >

b) Par symétrie des roles joués par 7 et 7, nous avons aussi

V(?, 7) € (Rn)Q < ?717(7) >=< p(7)7? >=< p(?)vp(?) >=< p(?)vp(j) >
Dot ¥(7,Y) € (R"?, < @, p(Y) >=<p(T), ¥ >

D’apres a),

5) a) Soit @ € Im p*, soit T € R” tel que @ = p*(@o). D’aprés 3)b),

VY € Ker p <p(P),To> = <0, 70>=0
= <77p*(?0) >=< 77?>

Dot VY € Ker p, < @, Y >=0. Clest-a-dire 7 € (Ker p)=.
)L

Conclusion : [Im p* C (Ker p

b) Soit 7 € R™. Comme p est un projecteur 7 —p(?) € Ker p et donc | < 7 — p(?), Y >=0

L’égalité précédente s’écrit
VZ eR"  0=<7—p(@), Y >=<Z, Y >—<p(@), Y >=<2, Y >—-<Z,p°(Y) >=< 2, -
D'ou 7 — p*(¥) € (R")* = {0} done [ ¥ = p"(7)

Par conséquent, 7 € Im p*.
Ainsi nous venons de montrer § € (Ker p)t = Y €Im p*, ie.

(Ker p)* € Im p*

En combinant a) et b) nous avons donc montré (Ker p)* = Im p*.
¢) Supposons que p = p*. Alors la question précédente s’écrit (Ker p)*

orthogonal.

= Im p et p est un projecteur

Donc ‘ p = p" = p est un projecteur orthogonal‘




