Lycée La Prat’s Jeudi 16 janvier 2014
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 5

Correction

Exercice 1 (Centrale TSI 2013)

Partie 1

1)

2)

3)

4)

0 1 0 0
U est une matrice circulante : U=|": U
0 o1
10 ... ... 0

uj=1sij=1i—1ou (i,5) = (n,1), et u;; =0 sinon.

Par définition de u,

n n n—1 n
u(zy) = Z W u(e) = uler) + Zwkilek_l =ep+ Z wle, = prep
k=1 k=2 p=1 p=1

n
Car w" = 1. Ainsi, u(z,) = Zwkek = WTy.
k=1

Par conséquent, w est valeur propre pour le vecteur propre z,, # 0.

ZikT/n bour k € {0,...,n — 1}, par exemple.

Il y a n racines n-iémes de I'unité distinctes, les wy = e
Donc il y a n vecteurs propres z,, qui forment une famille libre car associés a des valeurs propres
deux & deux distinctes. Or cette famille a n = dim C" éléments, donc c’est une base de C".

On pouvait aussi calculer le polynome caractéristique et vérifier qu’il est scindé a racines simples. Puis appliquer

le théoréme du cours.

Dans la base de vecteurs propres | ' = (Zyq; - - - s Tw,_, ) | la matrice de u est donc diagonale :

‘ u est diagonalisable ‘

Montrons que que u" = id.
. / SN . N ez )
Soit x,, un vecteur de la base %" associé a la valeur propre w, racine n-ieme de I'unité. Par récurrence
sur p € N, wP(z,) = wPz,.
Ainsi, pour p = n, comme w" =1, il vient u(x,) = .

Comme u est 'identité sur une base, m

Partie 2 (Théoréme de Cayley-Hamilton)

1)

Le polynéme caractéristique de A est dans C[X]. Il est donc scindé sur C.

Or le théoreme de trigonalisation nous dit que pour un endomorphisme w dont le polynéme caracté-
ristique est scindé, il existe une base telle que la matrice associée a u soit triangulaire supérieure.

En terme matriciels, il existe une matrice T triangulaire supérieure et une matrice P € GL,(C) de
passage telles que A = PTP L.
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2) Par définition, x7(A) = det(T" — AI,).
De plus, le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des termes sur la diagonale.

Ainsi, [xr () = (<1 [T M)
k=1

3) xa(\) = det(A — M,) = det(PTP™* — APP™}) = det(P(T - )\In>P_1)
Or det(MN) = det(M) det(N), donc :
Xa(A) = det(P) det (T = AL, ) det(P~") = det(PP~") det (T — AL, ) = 1 x xr(})

Conclusion : .

4) Pour tout (i,7) € {1,...,n}?
(T = XL (T = ML) = T% = (N + X)T + XidjIn = (T = \In)(T = Niln)
5) Soit k un entier compris entre 1 et n — 1.
Par définition du produit matriciel, TE; = Zz = 1"t E;

Comme T est triangulaire supérieure, ¢;; = 0 pour tout ¢ > j. De plus, on a noté t;; = \;. Donc pour
j =k + 1 la formule précédente s’écrit :

k

TEpi1 = M1 Ep1 + Zti,k+1Ei
i=1

En passant A\ y1FE) 1 dans le membre de gauche, on trouve

Vke{l,....n—1} (T = Ayp1ln)Eiyr € Vet {By, ..., B} |

6) Montrons par récurrence que la propriété :
Hy, ViE{l,...,k} MyE; =0

est vraie pour tout k € {1,...,n}.
e 7, : est vraie d’apres 5), pour k = 1.
o M = Hy11 : Supposons Hy, vraie et k € {1,...,n —1}.
M1 = Mi(T — Meg11n).
Donc d’apres 5), Mk-l—lEk-‘rl = Mk((T — )\k—i-lIn)Ek—i-l) € Vect (MkEl, - MkEk)

Or d’aprés Hk, MkEl == MkEk = 0. Donc Mk+1Ek+1 = 0.
De plus, les différents facteurs de My, commutent entre eux (d’apreés 4), en particulier My et
(T — Xpg11n)

Vi € {1, R ,k} Mk+1Ei = (T — )\k+1In)MkEi = (T — )\k+1In)MkEz‘ = (T — )\k+11n)0 =0

En conclusion : Vi € {1,...,k+1} My E; =0

Donc Hjy41 est vraie.
e Conclusion : ‘Vk e{l,...,n}, Vie{l,... .k} MyE; = O‘
En particulier, pour tout k € {1,...,n}, MpE; = 0.

7) Pour k = n, le résultat précédent (celui montré, pas celui de I’énoncé) nous donne : Vi € {1,...,n},
M,E; =0.
Or (E;)1<i<n forme une base de C". Donc, M,, étant nulle sur une base, M, = 0.
n
De plus, M, = [[(T — Xil) = (=1)"x2(T).
i=1
xr(T) = (=1)"M, = 0
Soit u ’endomorphisme de matrice A dans la base canonique. Il aura pour matrice 7' dans une base
de trigonalisation.

Par conséquent
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Comme x7(T) =0, on a xr(u) = 0. Par conséquent x7(M) = 0 si M est une matrice de v dans une
base quelconque. En particulier, pour la base canonique, on obtient x7(A4) = 0.

D’apres 3), x7 = x4, donc finalement | y4(A) =0

Exercice 2 (E3A PC, B 2010)

1) a) Pour tout z € R, la formule de Moivre s’écrit
cos(3z) +isin(3z) = (cos(z) +isin(x))® = cos®(x) + 3isin(x) cos?(z) — 3sin?(z) cos(x) — i sin®(z)

Donc I'égalité des parties imaginaire s’écrit

sin(3z) = 3sin(z)(1 — sin®(z)) — sin®(z) = —4sin®(z) + 3sin(z)

3
b) i) Au voisinage de 0, sin(x):m—%—i—o(x‘g) donc pour tout x € R*,
f()_sin(x) I 1 x+() I x+()
U= z oz 6 T T oW

Donc lign f=0, ‘la fonction f est prolongeable par continuité en 0. ‘

ii) La fonction ¢ est de classe C' sur R* car composée de fonction de classe C.

En z =0, lim M = lim M = —— d’apres le développement limité effectué au
b z—0 xr—0 z—0 T 6
1b.

De plus, pour tout x € R*,

() = x cos(x) — 2sin(x) + x oz —23/2 =20+ 23/3 + 2 + o(a?) _ _é +o(1)

x3 3

et | v est de classe C! sur R. (on peut aussi appliquer le théoréme de prolongation €' : f et f' ont

une limite en 0)
sin?(z)
.’E2
sin3(z)
.’B2

2) a) La fonction x — est continue par morceaux sur |0, +o00].

e Au voisinage de 0, ~ z, la fonction est prolongeable par continuité donc intégrable.

sin3(z)
2

N

e Au voisinage de 400,

— qui est intégrable (Riemann), donc la fonction est inté-
x

rable.
Cognclusion :
b) Soit a € R}
i) e Les deux fonctions sont continues par morceaux sur [a, +oo[ et [3a, +00].
sin(3z) sin(x)
x? z?

1
Au voisinage de +o0, sont majorée par —, qui est intégrable. Donc
x

‘ces deux intégrales converges |.
e Le changement de variable u = 3z dans la premiere intégrale nous donne

/JFOO sin(3z) do — /JFOO sin(u) du 3/*00 sin(x) de
a 3 3

x2 o u?/9 3 o 2

ii) L’intégrale I(a) converge (voir 2)a)). D’aprés la, sin(3z) = —4sin®(z) + 3sin(z) pour tout
x € R. Donc, d’apres ci-dessus,

+00 3gf — sin(3 +00 o} +00 o 3a 1
4I(a) = sin(z) - SInG) g, g Ln(f) dz—3 Ln(f) dr =3[ ¢(z)+-dz
a € a T 3a x a €

3a
Or / % = In(3) donc
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In(3)
4

I(a) = i/jago(x) dz +

iii) Notons ® une primitive de ¢ sur R. Puisque ¢ est continue sur R, ® est définie et continue
en z = 0.

: . 3 In(3) In(3)
Izy%m@zhm(A@@@—¢@»+ >:

a—0

Exercice 3 (Inspiré de E3A MP, 2008)
1) Soit f(z,t) =

sin(xt) pour tout (z,t) € R x [0, 1].

t
V1—1t2
a) Soit z € R fixé. La fonction f(x,-) est continue sur [0, 1].

Au voisinage de t =1 : posons h =1 —t.

—h 1 /1-h
ﬂ%1hy:¢T_u_hP$mﬂ1m)zvﬁ(vg_h$mﬂ1mg

La parenthése est continue en h =0 et h +— 1/ V'h est intégrable au voisinage de 0.

Conclusion : ‘ g est définie sur ]R‘

1 t 1
Pour tout z € R, g(—x) = / sin(—xt) dt = —/ sin(zt) dt = —g(x).
0

1—t2
Donc ‘g est impaire et ¢(0) = 0‘
b) Soit A > 0 fixé.
Appliquons le théoréme de Leibniz de dérivation sous le signe somme sur R.

t
V1 —t2

Pour £ =0,1,2, on pose

Ces trois fonctions sont intégrables pour les méme raison que f(z,-) en la.

e Pour tout ¢ € [0,1], la fonction x > f(x,t) est €2 sur [~A, A] et ses dérivées lere et secondes
sont

af t o/ .
Ox T /1 t2(_t) cos(—xt) et xx+— —5(x,t) = -

92 (—t)? sin(—zt)

ak
e Pour tout z € R, les fonction ¢ — 6—{(:&7&) sont continues par morceaux sur [0, 1], et inté-
T

grable car dominées par des foncions intégrables, les ¢y (voir ci-dessous).
e Les fonctions ¢y sont intégrable sur [0, 1] et

of t
——(z,t)| = ——=5| — t|| cos(—zt)| < = o1(t)
V(z,t) € R x [0,1] Oz ‘ V1-12 vi—eg !

2
0°f L 4| sin(—at)| <

Donc, d’apres le théoreme de Leibniz de dérivation sous le signe somme,

1 42
/
g'(x) = —/ ———cos(—xt) dt
la fonction g est C? sur R et oV 1 t_g 2 .
"z :—/ sin(—axt) dt
§'(@) == [ s sin(=at

! - t —tcos(t in(t
c) Pour tout = # 0, / usin(ux) du = {ucos(ux)} +/ U Qu = cos(tx) n sin(tx)
0 0

T z x 2
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d) La question suivante donne la relation d trouver... Soit x # 0.
2 " 2 (! 1
z(g(x)+9¢"(x)) = tsin(—xt) dt — 2? tsin(—xt) dt
(9(a) +"(x) [ gt sin(- [ tein(
1 1— t?
2 . 2 .
= x tsin(—xt) dt = x / V1 — t?tsin(—at) dt
|, =ttt (~et)
—tcos(tx)  sin( tw
= gz’ \/1—t2< + )] / —xt cos(tx) + sin(tx)) dt
| 2 = (etoostea) +sne)
= —zg'(z) +g(2)
Finalement : | 22" () + z¢'(z) + (2® — 1)g(z) =0
e) On vérifie que la relation est vraie en z = 0. On vient de le prouver pour tout  # 0. Donc
g est solution de équation différentielle z2y” + a3’ + (ac —1)y=0
2) Soit z > 1.
1 t 1
dt =[-V1-), =/1-a2=—.D =4/1— =
2 [ rpdt=| Jo. RV e z

— tz)_3/ 2. Ainsi Dintégration par partie s’écrit

)73/2 cos(tx) dt

(IPP ci-dessus)

(calcul de dérivée ci-dessus)

d t
b) P tout t € |0, 1 — ] =(1
oot (1) =
/ozl- t in(tz) dt [ t  cos(tx) }QT_F /
sin(tx = |-
0o V1—t2 vi-t2 @
Qg t 1 t
Ainsi, comme g(z) = ; msin(tm) dt—l—/ammsin(tx) dt,
o t d 1 t d
T < / sin(tx t'—i—/ t
Y R vy
:ﬁ par construction
Qg 1/% 2\-3/2
< |————=cos(agzx)| + — 1—t dt + —
ol (ap) xo( )
SIS U
I R VA IS NZ
3
< I
9@ < =

(car ap < 1)



