Lycée La Prat’s Vendredi 11 décembre 2015
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 4

Correction

Exercice 1 (PT A 2013)

Partie 1 (Préliminaires) q
1) La condition est ¢ = r, car la définition du produit est ¢;; = Z by
k=1

La matrice AB sera de taille p x s, p lignes et s colonnes.

2) a) Soit (i,5) € [1,n]? fixés. Par définition de la convergence des suites (4,), et (B,), vers, respec-
tivement, A et B, on a

: ® _ ; ®) _yp
Jim g =aig et lim b= b

Donc, comme une somme de suite convergente est convergente, (ag-) ) + bg ))pEN converge, et par
linéarité de la limite,
: (p)  _ .
pEToo a;; + bij = a;j + b;j

Ainsi, la suite (A, + Bp), converge vers A + B.
b) Posons C), = A,B, et C = AB, de coefficients

cg-)) = Z agz)bff;) et Cij = Z ;. bi;
k=1 k=1

Soit (i,7) € [1,n]? fixés. Les suites convergentes sont un anneau et la limite est un morphisme

(p)

d’anneaux. Donc pour tout k € [1,n], la suite (a;},
(p)

v

(p)
bkj )p converge vers a;,by; . En sommant sur
k, on trouve que (c;;’ ), converge vers c;;.

Ainsi, la suite (A,B,), converge vers AB.

Partie 2 1/2+1/2
1) Xl;éOetAXlz 3/4+0+1/4 :Xl.
1/84+7/8+0

Conclusion : ‘X 1 est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 1.
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2) Calculons le polynoéme caractéristique de A | x4(x) = det(xls — A) :

1 1
X —5 —=
3 1
xal@) = |-—- = 1
t 7
- —= =z
8 8
— C1+ C14+ 0404
1 1
r—1 —= —=
21
= |lz—-1 =« 1
z—1 —Z T
8
L2<—L2—L1
L3+ Ls— 14
1
r—1 —= —=
2 2
_ 0 1+ 1
N 2 "1
0 3 l4—96
8 2
< Matrice triangulaire blocs
1 1
3 2"
3

2 t 3

- ¢ Ty "W (T T W
3 V6
Or = =¥2
"V31 TR

+> factorisation de a® — b? dans C

A =1
1 V6
Les valeurs propres de A sont donc : A2 = T t )
1 V6 —
3 B +1 ) 2

Comme seule la premiére valeur propre est réelle, x4 n’est pas scindé sur R et donc :

A n’est pas diagonalisable dans R

Comme les trois valeurs propres complexes sont distinctes deux a deux, donc de multiplicité 1 :

A est diagonalisable dans C

3) D étant diagonale, D" s’obtient en élevant les termes diagonaux a la puissance n. Ainsi :

0 0 (— +N86)”

N =
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1 0 0
6 3 1 6 11
Deplus\gzy/w,etdoncD: 0 X O ,0r|)\2|:\/Z+6—4:\/§<1,donc)\§—>0

0 0 A3
lorsque n tend vers I'infini. De méme pour A3 = Xo. Et donc :

1 0 0
lim D"=| 0 0 O
n—-400 00 0

4) A est diagonalisable dans C d’apres la question 2), et la matrice diagonale associée est justement D,
les valeurs propres ayant été déterminées au 2).

Soit P la matrice de passage de la base canonique & une base de vecteurs propres, rangés dans le bon

. 1 V6 1 V6
ordre : un vecteur propre pour 1, puis un pour 57 z? et finalement un pour 5 + z?.

Alors, d’aprés la formule de changement de base, A" = PD"P~ 1.

D’apres le résultat de la partie 1, 2)b), comme lim D" existe, alors lim A" existe et
n—-+4o0o n—-+4o0o

P—l

n—-+00 n—-+o00

1
lim A" =P lim D"P'=P| 0
0

o o O
o o O

5) TA=7 <= 'Alxr ='r

Il s’agit donc de déterminer l'unique vecteur propre de ‘A associé & la valeur propre 1, dont les
coordonnées sont positives et dont la somme des coordonnées vaut 1.
Résolvons donc &' : (A — I3)X =0

4 31
48
X est solution de 8’ «—= - -1 3 X=0

Ps
2 4
-8 6 1

—= 4 -8 7 ]1X=0 < On multiplie par 8
4 2 -8
0 —-10 15

— |4 -8 7 |x=0 PR
0 10 -15 sy s
4 -8 7 R

<— (0 10 _15> X=0 < On enleve L
4 -8 7 Lo

<= 31 X=0 o it
o1 -2 Lr =15

2

4 0 -5

<— 01 _§ X=0 < L1+ L1+ 8Ly

2
5

10 -° L

— 41 x= o L2
01 —3 4
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1)

2)

5 3
est solution de §’. Comme 1 + 3 +1=15/4, on aura :

<1 2 4)
T = — — _
3 5 15

Ainsi X =

= N W | Ot

Partie 3
B_1.2:<a—1 1—a>

1-b b—1
B—(a—i—b—l)Ing_Z 1_;‘)
Et donc :
P(B) - a—1 1—-a\(1-b 1—-a) ((1-b)(a—14+1-a) (1—-a)(a—14+1—a)\ (0 O
BI=11-p s—1)\1-b 1-a) " \a=B)i-b+b-1) (Q-a)1-b+b-1)) (0 0
D’ou :
P(B) =0

a) Pour p entier strictement positif, en faisant la division euclidienne de X? par P(X) qui est
de degré 2, il existe un unique couple de polynémes (@, R) tel que X¥ = P(X)Q(X) + R(X) et
deg(R) < 2. R(X) s’écrit donc :R(X) = o, X + .

Ainsi :

ANQ, ap, Bp) € RIX] xR x R, XP = P(X)Q(X) + o, X + B,

b) On évalue en les racines de P pour se débarrasser du produit P(X)Q(X).
En évaluant en 1 on trouve : 1 = ay, + 3,
etena+b—1onobtient : (a+b—1)’ =apla+b—1)+ 5,
On résout ce petit systéme, par substitution par exemple : on injecte 1 — v, = 3, dans la seconde
(a+b—-1P=0pla+b—-1)+1-0qa, <= opla+b—-2)=(a+b—-1P—-1

relation : (a+b—-1)P—1
< Ay =
P a+b—2

(car a+b < 2)

D’ou :
(a+b—1p—1 o (atb-1)p—1
W= a+b—2 ¢t fp =1 a+b—2
c¢) Comme P(B)=0,o0na:
B = a,B+ ppls
= ap(B—IQ)+IQ
o1 -1
(aj;ib—g (a=1)+1 (afflb_ﬂ 1-a)
- (a+b—1)P—1 (a+b—1)P -1
PER R PR

Cette derniére expression ne se simplifiant pas facilement, on répond :

|BY = B+ Byl
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3){O<a<1 = -1<a+b-1<1

0<b<1
et donc lim (a+b—1)P=0
p—+00
En reprenant la derniére expression de B? on obtient :
—1 —1
T a-1+1 — (-
. s Dk ey )
hrll B = 1 1
p=eo ——(1-0% — (-1 1
aro—20 7Y D
l—a+a+b—-2 a—1
a+b—2 a+b—2
- b—1 l—b+a+b-2
a+b—2 a+b—2
b—1 a—1
a+b—2 a+b—2
- b—1 a—1
a+b—2 a+b—2
Finalement :
1 b—1 a-1
. p_
pgglooB a—l—b—2<b—1 a—1>
Partie 4
1) Soit (4,7) € [1,n]?. Comme m;, > 0, le second point nous donne :
n
ms; = 1-— Z m;r < 1
k=1;k#j
Conclusion : | V(i,7) € [1,n]* my; <1
1
2) Soit X7 =
1
Y
a) Soit Y = | ... | = MX;. Par définition du produit matriciel (rappelé au 1.1),
Un

n n
Vi € [1,n] Yi = Z MipXy = Z Mg (car z; = 1 pour tout k)
k=1 k=1

Or M est stochastique, donc y; = 1, et Y = Xj.

Conclusion :

b) Si M est a coefficients positifs, alors le premier point est vérifié. De plus, par définition du produit

n

>

Jj=1 n

matriciel M X| = : ,donc MX, =X; =Vie[l,n] > my=1

n 7=1

> g

j=1

Ainsi, | M est stochastique.‘
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c) En 2)a)-b), nous venons de montrer une nouvelle caractérisation des matrices stochastiques.
Soit A = (a;j) et B = (b;;) deux matrices stochastiques. D’apres 2)a), elles vérifient AX; = X,
et BX; = X;. Donc

ABX; = A(BX;) = AX, =X,

De plus, pour tout (4,5) € [1,n]?, aij > 0 et bj; > 0 entraine

n
cij = Y airbrj =0
k=1

Donc d’apres 2)b), ‘La matrice AB est stochastique. ‘

I
3) Soit M une matrice stochastique, et X = | : | € 4,1(C) tel que ax |x;| = 1.
<i<n
Tn

a) Pour tout i € [1,n],

lyi| =

n
> migak
k=1

Car mip, = 0 ((%)) et |zg] <1 ((3%)).
Donc ‘Pour tout i € [1,n], |yi| < 1.‘

n (*) n (**) n
< Imiga] =D malar] <Y mg x 1=1
k=1 k=1 k=1

b) On a supposé que y; = Az;. Donc 3)a) nous donne :
Vie[Ln]  |Afz] <1

Or Jnax |z;| = 1. : il existe un ip tel que |z;,| = 1. Pour i = i, I'inégalité précédente s’écrira
<i<n

<1

c) Soit A € C tel qu’il existe X € 4, 1(C) non nul vérifiant M X = A\X.
1 a:l/M
Soit M = max |z;|. Comme X # 0, M # 0. On peut donc poser X = — X = :
1<i<n M :
xn /M

_ _ 1
Le vecteur X vérifiera M X = AX (on a multiplié les deux cotés par —) et

1
= 3 foax |zi| =1

T

M

max |T;| = max
1<i<n 1<i<n

Donc d’apres 3)b), |A| < 1.

Exercice 2 (PT 2015 B)
1) a)
xeKer(f—ANidg) = f(zx)=\z
= fA(x) = f(A2) = Mf(z) = Nz
— € Ker (f2 - Midg)

Conclusion : | Ker (f — Aid ) C Ker (% — A2id g)

Si Ker (f — \id g) # {0}, alors Ker (% — A\%id g) # {0}.
Par conséquent, A valeur propre de f implique A% valeur propre de f2.

C’est une des questions de cours, avec P = X?>.
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b) La question précédente avec A = 0 s’écrit Ker f C Ker /2. Donc dimKer f < dimKer f2.
Supposons qu’il y a égalité : dim Ker f = dim Ker f2.
Il y a alors inclusion et égalité des dimensions : Ker f = Ker f2.
Montrons que Ker fNIm f = {0} :

zxeKer fNIm f = f(z)=0 et JyecFEx=f(y)
— FyeEz=[f(y) et [y =0
— JycEzxz=f(y) et yeKer f?=Kerf
— =0

Donc Ker fNIm f = {0} :
Par contraposition, si Ker f NIm f # {0}, alors dimKer f < dim Ker f2. Comme ce sont des
entiers :

dim(Ker f?) > dim(Ker f) + 1

c) Par définition Py(z) = det(zid g —f) et Pp2(z) = det(zid g —f?).
D’otl, en rentrant le (—1)3™ ¥ par d-linéarité de det, et comme det(f o g) = det(f)det(g),

(-1D)Py(X)Pi(—X) = (—1)%det(Xid g —f)det(—Xid g —f)
= det(Xidp—f)det(Xid g +f)

= det((XidE—f)o(XidE+f>)
= det(X%id g —f?) = Pp2(X?)

2) a) e Pourtout P € E, deg(f(P)) < 3 donc, comme n > 3, f(P) € E.
Donc f est a valeurs dans E.

e V(P,Q) € E?, VX € R,

FOP+Q) = (X2=X+1DAP+Q)(—1) + (X —X) AP+ Q)(0) + (X® + X2+ 1)(AP + Q)(1)
= M2 = X+ 1)P(=1) + (X* = X)P(0) + (X + X2+ 1)P(1))
+H{( = X+ 1)Q(-1) + (X* = X)Q(0) + (X* + X* +1)Q(1))
= M(P)+ f(Q)

Donc f est linéaire.

Conclusion : ‘ f est un endomorphisme de FE ‘

b) e Noyau : Un polynéme est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls.

PeKerf «— f(P)=(X? —X+1DP(-1)+(X3-X)P(0)+ (X*+X2+1)P(1)=0

— (P(0)+P(1)X3+ (P(-1)+P(1))X? - (P(-1)+ P(0))X + P(-1) + P(1) =0
P(O)+P(1) = 0
P(-1)+P(1) = 0

=\ P-)+PO) = 0
P(-1)+P(1) = 0

< P0)=P(1)=P(-1)=0

= JQeER, X P=XX-1)(X+1)Q

Comme n > 3, il n’y a pas de contradiction.
Conclusion : ‘Ker [=X(X-1)(X+1)R,_3[X] et dimKer f=n— 2‘
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c)

d)

f)

g)

h)

e Image : Le théoreme du rang nous dit (ca doit étre paviovien)
dimIm f=dimE —dimKer f=n+1—-(n—2)=3
De plus, pour tout P € E,

f(P) = (P0)+PA))X? + (P(-1)+P(1)X%? — (P(-1)+P(0)X + P(-1)+P(1)
= aX?® + bX? + cX + b
= aX?® + b(X?+1) + cX
€ Vect (X3, X% +1,X)

Donc Im f C Vect (X3, X2 +1, X).
Or (X3, X? 41, X) une famille échelonnée en degré donc libre.
Ainsi, dimIm f = dim Vect (X3, X% +1,X) = 3,

puis [ Im f = Vect (X3, X2+ 1,X) et dimIm f=3

Comme n > 3, dimKer f =n—2 > 1, donc f n’est pas injectif.
Comme f est un endomorphisme en dimension finie, il n’est pas non plus surjectif.

Comme f n’est pas injectif, Ey = Ker f # {0}. Ainsi, ‘0 est valeur propre de f ‘

Notons « sa multiplicité. Comme dim Fy < « et que dim Ey = dim Ker f =n — 2, il vient

a=>n—2

(apres calcul, mettre au moins un étape intermédiaire sur la copie)

f(Q1) =4Q: et f(Q2) = 2Q2

En conclusion‘ ()1 est un vecteur propre de f pour la valeur propre 4, et (2 pour la valeur propre 2

D’aprés les résultats de la question (b), le polynéme X® — X appartient & Ker (f) NIm (f), ce qui
montre que

‘La relation Ker (f) @ Im (f) = E n’est pas satisfaite‘

D’apres la question 1(a), tout carré d’une valeur propre de f est valeur propre de 12
Puisque 0, 2 et 4 sont valeurs propres de f, 0, 4 et 16 sont des valeurs propres de f2.
De plus, d’apres la question 2(f), Ker (f) N Im (f) # {0}, et donc, d’apres la question 1(b),

dim Ker (f?) > dimKer (f)+1=n—1

Les sous-espaces propres de f2 associés & 4 et 16 étant de dimension au moins 1, la somme des
dimensions des sous-espaces propres de f2 est supérieure ou égale An—1+1+1 =n+1 = dim(E).
On en déduit que f2 est diagonalisable, et n’admet aucune autre valeur propre que 0, 4 et 16. De
plus :

dimKer (f?) =n—1, dimKer(f?—4idg)=1, dimKer(f*—-16idg)=1.

Puisque f? est diagonalisable, le polynéme caractéristique Pp2(X) est scindé, et, au vu des di-
mensions des sous-espaces propres :

Pp(X) = X" (X —4)(X — 16).
Ainsi, P2 (X%) = X?2(X?% — 4)(X? — 16), et donc, en utilisant 1(c) :
Pr(X)Pp(=X) = (—1)"X*"72(=2)(X +2)(X — 4)(X +4).

Le polyndme caractéristique Pp(X) divise donc (—1)"X?""2(=2)(X + 2)(X — 4)(X +4), qui est
un polynéme scindé. Ainsi, Pr(X) est scindé, donc ‘ f est trigonalisable‘
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Montrons que f n’est pas diagonalisable en procédant par I’absurde : si fest diagonalisable, alors
il existe une base de E constituée de vecteurs propres pour f. Puisque Ker (f) est de dimension
n — 2, on peut choisir une telle base (P;)o<i<n telle que f(FP;) =0 pour i < n—3et f(F) = NP,
pour i > n — 2 avec \; valeur propre non nulle de f. Mais alors, (P;)o<i<n €st encore une base
de vecteurs propres pour f2 : les valeurs propres associées sont 0 pour i < n — 3 et A? = 0 pour
i > n — 2, donc dim Ker ( f2) =n — 2, ce qui est en contradiction avec le résultat de la question
(9). On a ainsi établi que f n’est pas diagonalisable.

On sait déja que 0, 2 et 4 sont valeurs propres de f, la dimension du sous-espace propre associé
a 0est n—2.Si f admettait une autre valeur propre, la somme des dimensions des sous-espaces
propres serait supérieure ou égale a n + 1, ce dont on pourrait déduire que f est diagonalisable.
Ainsi, les seules valeurs propres de f sont 0, 2 et 4, et les dimensions des sous-espaces propres
sont pour la méme raison (non diagonalisabilité de f) n—2, 1 et 1. Le sous-espace propre associé
a 0 est ’ensemble des multiples de X (X —1)(X +1), le sous-espace propre associé a 2 est la droite
vectorielle engendrée par (J2, et celui associé a 4 est la droite vectorielle engendrée par Q.



DST

10

Rapport du jury sur I’épreuve de Mathématiques B, PT 2015

Cette partie est congue pour étre traitée sans avoir recours aux matrices, mais il est
possible de les utiliser pour certaines questions a condition de préciser la base utilisée (on
rappelle que tous les espaces vectoriels ne disposent pas d’une base canonique) et de rester
en dimension quelconque.

Le théoreme du rang a été tres souvent malmené dans cette partie (questions 1b, 2b, ¢, e).

Question 1 (a) : L’inclusion des noyaux (et non pas des < ker ») est souvent bien
démontrée. Par contre la conséquence sur les valeurs propres est souvent fausse. Les (fu-

T
turs) candidats peuvent vérifier, en utilisant par exemple, la rotation de R? d’angle 5 que

I'affirmation < les valeurs propres de f2 sont les carrés de celles de f > est fausse. Il est
étonnant de voir de nombreuses fois que < f et f2 ont les mémes valeurs propres .
Comme ’an dernier, on rappelle que z = y = f(z) = f(y) mais que la réciproque est
fausse en général.

Question 1 (b) : Cette question a été peu réussie ... un mélange aventureux du théoreme
du rang et de la formule de Grassmann a souvent transformé, on ne sait comment, des
inégalités larges en strictes.

Question 1 (c) : Cette question n’a été que tres peu abordée et encore moins réussie. Elle
ne nécessite pourtant que la définition du polynéme caractéristique (avec un déterminant)
et la propriété det(f) det(g) = det(f o g) (et non det(f g)).

On rappelle que dans R, tous les polynémes ne sont pas scindés. De plus, la question (a)
ne donne aucune information quant & la multiplicité des valeurs propres de f2.

Question 2 (a) : Nombre de candidats n’en démontre que la moitié ... pas toujours la
meéme .. sans méme souvent mentionner ’autre moitié.
Pour la linéarité : on conseille aux candidats de la démontrer soigneusement, 3 égalités sont
en général suffisantes, & condition de ne pas oublier de préciser dans quel(s) ensemble(s)
se trouvent les objets manipulés. Cela est bien plus rentable que des formulations toutes
faites qui sont au mieux douteuses (< par linéarité de la somme et du produit > : P — P+1
et P — P x P ne sont pas linéaires), au pire completement fausses (< par linéarité des
polyndémes >). Il est inutile de démontrer que f(0) = 0.
Pour f(E) C E : Clest ici que n > 3 est utilisé. On a uniquement deg(f(P)) < 3 ...
On rappelle que deg(0) = —oo, P € R,[X] & deg(P) < n, et que le produit de deux
polynémes de R, [X] n’est pas toujours un polynéme de R,,[X].

Question 2 (b) : < La > méthode d’obtention du noyau est bien connue. Beaucoup
arrivent & P(0) = P(1) = P(—1) = 0 et sans doute emportés par leurs habitudes sur les
produits scalaires, en déduisent que P = 0. On trouve trop souvent < ker(f) = 0 donc
dim(ker(f)) =1 >.
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L’image se limite souvent a {P € E'; 3 Q € E, f(Q) = P}. La caractérisation a l'aide des
images d’une base est peu utilisée ; elle meéne pourtant facilement au résultat.

Attention : I'image et le noyau de f ne contiennent que des polynomes, pas de vecteurs
colonnes. On rappelle que dim(R,,[X]) = n + 1 et on signale que le théoreme du rang
aurait du permettre de déceler quelques erreurs.

Question 2 (c¢) (d) : il s’agit de questions de cours. L’injectivité est mieux maitrisée
que la surjectivité. Il ne suffit pas de dire que f est un endomorphisme pour affirmer
< f injective < f surjective ». On trouve beaucoup trop souvent : < f(0) = 0 donc 0 est
valeur propre de f > et < la multiplicité de la valeur propre est égale a la dimension du
sous-espace propre .

Question 2 (e) : Question réussie par presque tous les candidats l'ayant abordée.

Question 2 (f) (g) (h) : ces questions font la syntheése de toutes les questions précédentes.
On trouve quelques trés bonnes réponses, ce qui prouve qu’il y a, heureusement, des
candidats pour lesquels I’algebre linéaire ne se limite pas a diagonaliser des matrices 3 x 3.



