Lycée La Prat’s Vendredi 13 décembre 2013
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 4

Correction

Exercice 1 (E3A MP 2013 B)
1) a) Soit X, Y € C"et A € C.

PAX +Y) = (AX +Y) = (g) + (g) = Xp(X) + (V)

Donc ‘  est une application linéaire‘

b) Montrons que 'application ¢ est injective :

X

XEKer<p:>g0(X):<0

>=O:>X:O

Donc Ker ¢ = {0}, et ¢ est injective. Par conséquent ¢|ker 4 aussi.
Montrons que l'image de ¢|ker 4 est exactement Ker My :

. X1 X1 o XQ . X2 =0 Z = (p(Xl)
Z_< 2) eKerMA<:>MA<X2> = (AX1> _0<:>{ AXy = 0 <:>{ X, € Ker A
Donc Ker Ma = Im @jger 4- OT ¢ker 4 est linéaire (1)), injective, surjective sur son image

Ker My, donc un isomorphisme.

Par conséquent ‘dim Ker A = dimKer M4 ‘

¢) Nous allons utiliser le théoréme du rang :

Si f : E — F est une application linéaire entre deux espaces vectoriels F et F' de dimension finie,
alors
dim £ = dimKer f + dimIm f

Donc ici le théoréeme du rang appliqué a M4 puis a A s’écrit

rg M4 =dimIm My = dimC?" —dimKer My =2n —dimKer A=n —1g A

En conclusion : [rg Mg =n—1g A

2) a) Apres calcul bloc 2 x 2, qui s’effectue comme une multiplication de matrices 2 x 2, on trouve

A 0
2 _
b) Soit P € GL,(C) et D € .#,(C) diagonale telles que A = PDP™*,
Notons Q = (P O). Alors

0 P

P o\(P' o)\ (PPt 0 _(In 0\ _,
o pP)J\o P\ o PPt \0 L)
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b)

d)

-1
Donc Q € GLgy(C) d'inverse Q' = <P0 P0_1>. De plus, avec D' = (10) g), on a

o P o\(D o\ /P! o0 A 0
QDQl_(o P)(O D)(O P—1>_<o A)‘ME‘

Donc | La matrice M3 est diagonalisable

Au brouillon, on écrira a priori dans lautre sens, en partant de M 4 et en remplagcant A par son expression.

Au propre, retourner les calculs.
La matrice M4 est diagonale bloc, donc det M% = (det A)?. Or A inversible, donc det A # 0.
Ainsi, det M3 # 0 et | M3 est inversible

Ceci n’est pas une question : on admet que les questions précédentes nous permettent de prouver
que M4 est diagonalisable (via du calcul et un résultat hors programme).

Soit (eq, ..., e2,) une base de vecteurs propres, ol e; est associé a la valeur propre A;. On suppose
de plus que (e, ..., er) est une base de Ker My = Ej, sous-espace propre pour la valeur propre
A=0 (e \i=0sii< ket \;#0sii>k). Alors

Im My = Vect (Mger, ..., Maea,) = Vect (Agr1€g41,-- ., A2n€on) = Vect (€x41, .-, €2n)
En appliquant de nouveau M4, il vient

Im M3 = Vect (Maepy1,- .., Maean) = Vect (egy1,- .., e2,) = Im My

Conclusion : | Im (M4) = Im (M?)

X €Ker My = MaX = 0= M3X = M40 =0= X € Ker M3.

Donc Ker M4 C Ker M3.

De plus, d’apreés le théoréme du rang, dim Ker M3% = 2n — dim Im M3. Or d’aprés a), Im M3 =
Im M 4. En remplacant et en appliquant de nouveau le théoreme du rang, il vient :

dim Ker Mi =2n —dimIm M4 = dim Ker M4

Donc dim Ker M4 = dim Ker M%, et Ker M4 C Ker M3.
Par conséquent | Ker (M) = Ker (M3)

Soit X € Ker A.

) € Ker M3 = Ker M4 (d’aprés b)). Ainsi MaZ = ()0(

0
Donc 7 = <X

Conclusion : Ker A = {0}.
Donc I'endomorphisme associé & A est injectif, dans C" de dimension finie, donc bijectif.

>:O,etX:0.

Ce qui signifie que ’ A est inversible‘

A

0 A
de la base canonique est laissé stable par Mf‘. De plus, Mi est diagonalisable (par hypothese),
donc u, la restriction a F', est aussi diagonalisable. Or la matrice de u dans la base canonique est
exactement A : ‘La matrice A est diagonalisable

Comme Mfl = ( ), le sous-espace vectoriel F' de C?" engendré par les n premiers vecteurs

4) On a démontré : ‘M 4 est diagonalisable <= A est diagonalisable et inversible. ‘
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Exercice 2 (CCP PC 2010)
Partie 1
1) a) Premiere ligne : C; < C1 — Cs. Seconde ligne : Lo < Lo + L.

8—A 4 —7 4- )\ 4 -7
Xf(A) = det(A—A)=| -8 —4—X 8 |=|-44X —4—X 8
0 0  1-2\ 0 0 1-—2\

1 4 —7 1 4 -7

= (A=N|-1 —4=x 8 [=@d-N0 =x 1

0 0  1-2\ 0 0 1-—2\

= @A-NENA=)

Le polyndéme caractéristique est scindé a racines simples, donc ‘ f est diagonalisable.

I
b) e Ej : Soit x € R? de matrice colonne X = [ x5 |. Résolvons le systéme AX = 0.
x3
8 4 -7 Ly + Li+7L3 8 4 0 L1 « L1/4 2 10
-8 —4 8 Ly < Lo—8L3 -8 —4 0 Lo < Lo+ 1L 0 00
0 0 1 0 0 1 0 01

Dot 3 = 0 et 9 = —2x;. Ainsi | Ey = Vect ((1, —2,0)).‘

x1
e E; : Soit x € R? de matrice colonne X = [z |. Résolvons le systéme (A — I3)X = 0.
3
7 4 =7 i + L1+ Lo -1 -1 1 L « -1, 1 1 -1
-8 -5 8 -8 -5 8 Ly + Ly—8L; 03 0
0 0 0 0 0 O 00 0

D'olt 23 = 0 et x5 = 1. Ainsi | By = Vect ((1,0,1)). |

z1
e E, : Soit x € R? de matrice colonne X = | x3 |. Résolvons le systéme (A — 413)X = 0.
3

4 4 -7 L1 — L1 — 7/3L3 4 4 0
-8 —8 8 Lo < Lo+ Lo+ L3 0 0 O
0 0o -3 Ly <+ —L3/3 0 0 1

L1 — L1/4

D'olt 23 = 0 et x5 = —z1. Ainsi | By = Vect (1, ~1,0)). |
Posons v; = (1, -2,0), v = (1,0,1) et v3 = (1,—1,0). Par construction,

D=

o O O
O = O
=~ O O

c) La matrice de f™ est A™ dans la base canonique, et D" dans la base (v1, v2, v3). Donc la formule
de changement de base nous donne

A™ = ppmpl
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1 1 1
d) D’apres les calculs de la question [lby, P=| -2 0 —1|. Calculons Pt
0 1 0
1 1 1 1 0
-2 0 -1 Ly «+ L3 1
0 1 0 Ls <+ Lo 0 01
1 1 1 Li « Li—1Lo 10
1 0 01
-2 0 -1 010
1 1 1 0 —1
1 0 0 1
-2 0 -1 Ly < Ls+2L4 01 0
1 01 L1 < Ll—Lg 1 0 —1
010 0 0 1
0 01 2 1 -2
100 -1 -1 1
10 0 0 1 |=pP"
0 1 2 1 =2
0 0 O 2.4™ 4™ 1-24M
Ainsi, d’apres 1c, A" =PD"P1=pP|l0 1 0 | P '=|]-24m —gm 2.4™
0 0 4™ 0 0 1
On vérifie ses calculs m =1 (A' = A). Si on veut le faire en m = 0 (A° = I3), il faut prendre garde au
fait que 0° =1, or on a remplacé 0™ par 0...
ap b1
e) Soit M = |ay by c2| € #3(R) qui commute avec D, c’est-a-dire telle que M D = DM.
as by c3
0 bl 461 0 0 0
MD=10 bQ 402 = as b2 (&) =DM
0 b3 403 4(13 4b3 463
al 0 0
Ainsias = a3 =0,b; =b3 =0,c1 =cc=0,et M = | 0 by 0 |. Réciproquement, si M est
0 0 C3
diagonale, elle commute avec D.
Conclusion : ‘Les matrices qui commutent avec D sont exactement les matrices diagonales.
f) Soit H € .#3(R) tel que H*> = D.
HD = H.H?>=H®=H?H = DH
Ainsi ‘H et D commutent. ‘
g) Soit H telle que H 2 — D. Alors H commute avec D, donc d’aprés la question le, H est diagonale.

L’égalité H? = D s’écrit donc

a 0 0 000
H?>=|0 »? =10 10
0 0 ¢ 0 0 4

Ainsi a = 0, b = £1 et ¢ = £2. Réciproquement, ces matrices conviennent, donc les matrices H
de .#3(R) vérifiant H? = D sont
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0 00 0 0 O 0 0 O 0 0 O
010 0 -1 0 01 0 0 -1 0
0 0 2 0 0 2 0 0 -2 0 0 =2

Pour déterminer les matrices dans la base canonique de tous les endomorphismes h de R? vérifiant
= £, il suffit d’appliquer la formule de changement de base Mat (h, ) = PHP ™!, avec H les
quatre matrices précédentes.

452 282 —482
—4eg —2e9 4dey avec e1 € {—1,1} et e9 € {—1,1}
0 0 €1

2) a) Montrons par récurrence que la propriété :

est vraie pour tout m > 1.

e Hy est vraie par hypothese.

o Hpp = Hpmy1 : Supposons H(m) vraie. J* = 3.J, donc J™ = 3m~1JJ = 3™ J, donc H(m+1)
est vraie.

e Conclusion : |Vm > 1 Jm = 3m71J‘

b) En termes d’applications linéaires, la question précédente s’écrit j* = 3™~ 1 pour tout m > 1.
Ainsi, puisque f = id +j et que j et id commutent, la formule du bindéme nous donne, pour

m=1,

™= (@id +5)™ Z() 1d+2<>3’“ lj=id 4= <1+Z<> )3_1d+(4m 1)j

1
Cette relation est encore vérifiée en 0, ainsi | Pour tout m € N, f™ =id +§(4m —1)j.

2-X 1 1
c) xf(X)=det(f-Xid)=| 1 2-X 1 |=(1-X)3?*4-X)
1 1 2-X

Par conséquent ‘ f admet deux valeurs propres distinctes, A =1 et u = 4. ‘

1 1 1 1
d) i) D’apresla question M= (id —3j> +4™ <3j>, donc|p =id —gj et g = §j conviennent.

ii) Soit (p1,q1) et (p2,q2) deux couples d’endomorphismes vérifiant Ym € N = f™ = p; + 4™g¢;.

Ainsi, Vm € N (p1 — p2) +4™(q1 — ¢2) = 0, et en particulier

{ (p1 — p2)

(p1 — p2)

((h —QQ) =0

_l’_
+ 4q—q) = 0

Et en résolvant ce systéme, on trouve p; = po et g1 = ¢go. Donc ‘ce couple est unique.

iii) Soit (a,beta) € R? tels que ap 4+ Bg = 0. D’apres d)i., il vient
. 1. 1. . 1.
0=ap+fg=a <1d —3.7) + 8 <33> =aid +(f - a)3)

Or id et j ne sont pas colinéaires, donc a =0 et = a = 0.

Conclusion : ‘ (p, q) forme une famille libre. ‘

2 1 1 1
e) i) pP=id —Zj+ §(3j) =id —gj =pet ¢’ = §(3j) = q. Donc ’p et ¢ sont des projecteurs.‘

3
1 1 1 1
poq = (id —gj)O(gj) =-— §(3j) =0et gop=gop =0 (car ce sont des polynoémes en j).
J
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ii) Soit h = ap + fBq, avec (a, B) € R?.
h* = (ap+ Bg)* = o®p* + 8°¢° = o’p + B¢
Donc h% = f équivaut & a’p + 32q = p + 4q¢ (par construction de p et ¢). Or (p,q) est libre,
donc o® =1 et 5% = 4. En conclusion les h qui conviennent sont les suivants
|p+2¢  —-p+2¢ p-2¢ —p—2g|
x1
f) o E;:Soitx € R? de matrice colonne X = | 25 |. Le systéme (A—1I3)X = 0 8écrit 1+ xo+x3 =
T3
0. Ainsi]E1 = Vect ((1,—1,0), (1,0, —1)).\
e F4 : Méthode 1 : comme dans la question 2 de la partie 1.
Méthode 2 : dimEy = 1 et (1,1,1) est un vecteur propre pour la valeur propre 4, donc
‘E4 = Vect ((1,—1,0)). ‘
En conclusion, f est diagonalisable dans la base de vecteurs propres‘ ((1,-1,0),(1,0,-1),(1,1,1)). ‘
1 0 0 1 0 0 0 0 0
D=0 10 Mat (p, )= [0 1 0 Mat (¢, %)= 10 0 0
0 0 4 0 00 0 01
) 1 ) 1 . .
Matrices de p et ¢ : ¢ = g(f—ld) et p= —g(f—ld) +id.
0 1 0 110
g) | K= (1 0) et Y=110]0 (il faut raisonner par blocs)
0 0|2
h) Soit h 'endomorphisme de matrice Y dans la base %’ des vecteurs propres. Par construction,
Y? = D, ce qui se traduit par h2 = f en termes d’endomorphismes. Or h = ap+ (¢ signifie § = 2
et K diagonale, ce qui n’est pas le cas.
Donc | h vérifie h? = f mais n’est pas combinaison linéaire de p et g.
Partie 2

1)

2)
3)

(f = Aid) o (f — pid) = f> = A+ p)f + duid = Np+pPq — A+ p)(Ap + pg) + Au(p+q) =0
Ainsi P(X) = (X — A\)(X — p) annule f. Donc, si o € R est une valeur propre de f, P(«a) = 0.
Conclusion : ‘ (f = Aid) o (f — pid) = 0 et les seules valeurs propres possibles de f sont A et p. ‘

‘f—/\id :)\p—i—,uq—/\p—/\q:(,u—)\)q.‘Deméme‘f—uid :()\—,u)p.‘
0=(f—Aid)o (f —pid) = (n=A)go (A= p)p=—(u—A)>qop. Or A # p, donc[gop =0.]
Deméme,.

Par définition, p = id —¢, donc 0 = pog = (id —q)oqg=q — ¢?. Ainsi, | ¢> = ¢|. De méme, [p> = p

Montrons que Ker g =Im p :
reKerq = q(z)=0
= x—p(x)=0 (car ¢ =1id —p)
= = =p(z)
= z€lmp
Donc Ker ¢ C Im p.
re€lmp = JyeFExz=nrply)
= Jy€ Eq(z)=qop(y) =0  (car gop=0)
= q(z)=0
— x €Kergq
Donc Im p C Ker gq.

En conclusion | Ker ¢ = Im p
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4) L’application p est un projecteur, donc E = Ker p @ Im p. On vient de montrer que Ker ¢ = Im p,
donc’E = Ker p @ Ker q.‘
D’apres la question 2} f — Aid = (@ — A)gq, avec (u — A) # 0 donc Ker (f — Aid) = Ker gq.
De méme, Ker (f — pid ) = Ker p. Donc nous venons de montrer que

E=XKer(f —pid)®Ker (f —Aid) = E, ® E)

Donc ‘ f est diagonalisable.‘

Dans une base %4’ de E réunion d’une base de E, = Ker p et d'une base de E) = Im p (dans cet
ordre), la matrice de p est diagonale avec n, = dim FE,, zéros suivis de n) = dim E un.

0 %

Mat (p, B, B') = Mat (f, B, %) = H

Avec une notation blocs : Mat (p, &', #') = < (()8/)‘ 1(_0) > et Mat (f, B, B') = ( M(j(.)g” )\(?) )
nx N

5) Les seules valeurs propres de f sont A et pu, qui sont non nulles, donc ‘ f est inversible‘ (elle n’admet

1 1
pas 0 pour valeur propre). Montrons que Xp + —q est 'inverse de f.
7

11 A .
(Ap + pg) o (/\p+uq) :p2+;pq+§qp+q2:p+q:1d

1 1 1 1
et de méme <p+ q> o (Ap+ ng) =id. Donc f—l = —p+ —ql|
A 1 A I

6) Montrons par récurrence que la propriété :

est vraie pour tout m > 0.
e Hy est vraie par hypothese : id = p +q.
o M, = Hm41 : Supposons H(m) vraie.

= (N + 1) (Ap + pg) = N + ™y

Donc H(m + 1) est vraie.
e Conclusion : ‘Vm >0 fMm=\"p+ umq‘
Le résultat que 1'on vient de prouver appliqué a f~* = Np + u'q, avec N = 1/X et p/ = 1/p sécrit

vmeN  (fT)"=N"p+u"g=XA"p+p"q

En conclusion : ‘pour tout m € Z, f™ = \N"p+ u™Mq. ‘

7) Montrons que (p, ¢) est libre : soit (a, 3) € R? tels que ap + Bg = 0.
Soit « € Im p = Ker ¢, non nul. Il vient ap(x) + Bq(x) = ax + 0 =0, donc a = 0.
De plus, q # 0 par hypothese, donc 8¢ = 0 entraine 8 = 0.
Donc ao = 3 =0, et (p,q) est libre.

Par conséquent ‘dim F = dim Vect (p, q) = 2. ‘
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8) Soit h € Z(f)NF : h = ap + fq avec (o, B) € R?.
W’ =a’p+ 2=+ pqg = f
Or d’apres la question 7, (p, q) est une famille libre, donc a? = X et 82 = 4. Finalement il vient

Z(f)NF = {61\f)\p+62\//7q | (e1,e2) € {1, 1}2}

9) Procédons comme en 1.2)g). Soit la K la matrice au moins 2 x 2 diagonale blocs définie par

(0) Tp—s
10) Comme f est diagonalisable, la multiplicité de A est égale a la dimension de F\ = Im p (d’apres 3 et
4). Ainsi ‘dimlm p=2. ‘

Ainsi K2 = <I2 (0) > = Ij.

0 I, 0 K

dans la base Z'. Ainsi, puisque K? = I,,, par construction de K, p? = p.

L, 0O
0 O

D’apres la question 4, Mat (p, ', #') = (O 0 ) . Soit p’ Pendomorphisme de matrice M,y = <0 O)

De plus, ¢ = id —p donc M, = Mat (¢, &', #') = ( ), et MyM,y = My My = 0 par calcul blocs.

Conclusion : |11 existe un endomorphisme p’ € Z(E), p' ¢ F, tel que p> =pet p'og=gqop =0.

11) Supposons dim E > 3. L’application f est diagonalisable avec pour valeurs propres A et u, donc
dim £y +dim E,, =dim E > 3

Ainsi soit Ey soit F, est de dimension supérieure ou égale a 2. Quitte a permuter A et p, on peut
supposer dim E) > 2.
Dans ce cas, d’aprés la question 10, il existe p’ ¢ F tel que p?=petpog=qgop =0.Soit un tel p'.
Posons h = VAp' + Vg Alors

W =N+ (VA+ )W+ ap') + ni* = Ap+ 0+ g = f

Donc h € %(f), et par construction de p’, h ¢ F.
Conclusion : |Z(f) ¢ F

Partie 3 (incompléte)

N m
1) Soit P(X) = Z apX*. Par hypothese, pour tout k € N, fk = Z /\fpi, donc en sommant sur k
k=0 =1
N N m m N m
P(F)=>arf*=> ard ANpi=>> axdipi=Y_ Pi)pi
k=0 k=0 i=1 =1 k=0 =1
(Lorsqu’on a une double somme (finie!) et qu’on ne sait pas quoi faire, dans le doute, intervertir.)
m
Conclusion : | pour tout P € R[X],on a: P(f) = ZP()\i)pi
i=1
m
2) Appliquons le résultat précédent au polynéome P(X) = H(X — \i), en remarquant que P(\;) = 0 Vi.
i=1
m m
P(f)=> P)pi=> 0xp;=0
i=1 i=1
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3)

(ce n’est pas parce qu’on ne sait pas ot l'on va qu’il ne faut pas se laisser guider par ’énoncé : un polynome

nous tend les bras, et on nous dit « en déduire » — ¢a ne cotte rien d’essayer)

Conclusion : H(f —X\id) =0
i=1

Soit £ € {1,...m}. Ly est un polynéme d’interpolation de Lagrange : Ly(\;) = 1 si i = £ et 0 sinon.

La propriété montrée au 1 s’écrit donc | Ly(f) = ZLZ()\i)pi =pe | D’apres 2),

(f —=Xeid) o Ly(f) = (f — Agid) o jid) =a | (f — Aid) o H (f—X;id)| =0

1<j<m 1<j<m
J#L J#L

Ainsi, d’apres ci-dessus, (f — A\¢id ) o p; = 0. En particulier, pour tout € E, (f — A\pid)(pe(z)) = 0,
c’est-a-dire ‘Im (pe) C Ker (f — M\yid) ‘
Le polynéme de la question 2) annule f, donc les valeurs propres sont parmi ses racines.

Réciproquement, pour tout £ € {1,...,¢}, p, # 0 par hypothese, donc Im p,; # {0}, et E), = Ker (f —
A¢id) # {0} puisqu’on vient de montrer qu’il contient Im py. Donc Ay est valeur propre.

Ainsi, ‘les valeurs propres de f sont exactement Aq,..., Ap,. ‘

Partie 4

1)

2)

3)

)

Soit x € F tel que fP~!(z) # 0 (existe forcément car fP~1 # 0).
Montrons que la famille (z, f(x),..., fP~*(z)) est libre. Soit (g, ...,y 1) € R? tels que

p—1 )
> aifi(x) =
i=0

Supposons les «; non tous nuls, et notons iy le plus petit indice i tel que a; # 0. Alors la somme
commence & ig et

p—1 p—1
0= 07N (0) = it (Z aif%x)) = 3 T ) = a7 @)

Ce qui est absurde puisque a;, # 0 et fP~(x) # 0.
Conclusion : |11 existe 2 € E non nul tel que la famille (z, f(z),..., fP~!(x)) soit libre.

(Ce type de preuve a été vue en exercice)
La famille (x, f(z),..., f7~(x)) est libre dans I'espace vectoriel E de dimension n, elle contient donc
au plus n éléments : |p < n.

Puisque p<n,n—p>=0et donc f*" = f"Po ff=f"Po0=0.
Soit h € Z(f). Comme fP =0, h* = (h*)? = fP = 0, donc ‘ h est nilpotent.‘
Supposons Z(f) # 0. Soit h € Z(f). Par définition de f, h?P~2 = fP=1 £ 0 et h? = 0, donc h est

nilpotent d’ordre au moins 2p — 1. Donc, d’apres 1), .

On effectue le développement limité de z — 1+ 2z = (1 + x)1/2 au voisinage de 0.

k>0 ak:%(é_l)“é'(é—k—f—l)

Par définition du op(z"), il existe une fonction e; tendant vers 0 en 0 telle que

V1+x=P,(z)+ 2" (x)
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En élevant au carré il vient 1+ x = P2(x) 4 2"y () (2P, (z) + 2" (x)). Posons
e(x) = e1(x)(2P(z) + 2"e1(2))

Donc P2(z) — x — 1 = 2"¢(x), et par définition de &1, ili% e(x) =0.

Si X" ne divise pas P2(X) — X — 1, alors R(X) = PrX) - X -1

Xn
R(X) = % avec ¢ > 0. Comme c’est une écriture irréductible, Q1(0) # 0, donc les limites de

s’écrit de fagon irréductible

x> R(x) en 07 et 0 ne sont pas finies.

PX(r)—z—1
Or on vient de montrer que R(x) = % = ¢(x) qui tends vers 0 en 0, ce qui est contradic-
x

toire. Donc | X™ divise P2(X) — X — 1

5) Encore une situation ot [’on ne voit pas forcément ou 'on va, mais il ne faut pas pour autant baisser les bras :
inspirons-nous de la formule (valable sur R) du 3.
Posons h = P,(f). Alors, d’aprés 4, h2 — f —id = P2(f) — f —id = f"Q(f). Or d’aprés 1, f* = 0,
donc A% — f —id = 0. Ainsi [2(f +id) # 0|
Plus généralement, pour tout a € R, si f est nilpotente, alors a.f ’est aussi, donc le résultat précédent
reste vrai : ‘%’(af +id) # @‘.

1

1
Pour tout § réel strictement positif, #Z (5 f+ id) # () d’apres ci-dessus. Soit h € # ( 5

f+id ) , alors

(VBh)? = Bn* = 8 (;Hid) = f+pBid

Conclusion : ‘%’(f +pid) # (Z).‘

FIN DE L’EPREUVE
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