Lycée La Prat’s Vendredi 14 décembre 2012
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 4

Correction

Exercice 1 (G2E 2012)

Pour tout cet exercice, revoir ’exercice d’algébre linéaire intitulé « interpolation de Lagrange ».
1) P;x(j) = 0 signifie que j est racine de P, j, donc que P;j = (X — 5)Q.
Ainsi, pour k=2et i =0, on a Py2(1) =0 et Py2(2) =0 donc Pyo = A(X —1)(X —2).

1
De plus Py2(0) =1, donc A(=1)(=2) =1et A = 3 En conclusion,

1 1
Py = 5(X ~1)(X—-2) = 1-— gx + = X2
Py = ~X(X —2) = 2X — X%
1 1 1
Py = X(X-1 = —-X+:X?
22 5 X( ) 7 T3
2
Soit (a)o<i<2 € R3 tels que ZO@PZ”Q = 0.
=0

En évaluant en X =0, 1 et 2 on trouve respectivement ag = 0, a1 = 0 et ag = 0. Donc (P; 2); est libre.

De plus dim Ry[X] = 3 = Card ({ P; 2 }o<i<2) donc ‘ ces polynémes forment une base de Ry[X] ‘

2
2) Soit P € Ro[X] de coordonnées (ag, a1, ag) dans la base B : P = ZaiPi,Q.
i=0
Comme ci-dessus, en évaluant en X = ¢ on trouve o; = P(i).

Ainsi, | P a pour coordonnées (P(0), P(1), P(2)) dans la base B’.

1 0 0
3 1
3) Daprés 1), Mpp = | 75 2 -3
1
LI
2 2

Si on veut éviter d’inverser la matrice, il faut réussir & décomposer les éléments de la base B (donc 1,
X et X?) dans la base B, sans calculs. Or d’aprés 2), P = P(0)Pyo + P(1)P1 o + P(2)Py5 : il suffit
d’évaluer en X = ¢ pour avoir les coordonnées cherchées.

10
Mg =Mpp= {11
12

= = O

NP . . . -1
On pensera a vérifier rapidement ses calculs en effectuant le produit Mp g/ Mg 5, .

4) En évaluant en X =0, 1 et 2, il vient le systéme (dinconnues P(0), P(1) et P(2), que vous pouvez appeler

x, y et z st vous préférez)

P(0) = P(0)
P(1) = P(0)+ P(1)+ P(2)
P(2) = P(0)+2P(1)+4P(2)

—_



DST 4

Qui a pour solution (P(0), P(1), P(2)) € Vect ((1,1,—1)). Finalement,

P=X\1+X-X?)

5) Ppo est de degré 0 donc constant, valant 1 en 0, donc égal a 1.

Pour P; 1 on procéde comme au 1), et Poo a déja été calculé au 1).

1 1
Poo=1 et Pi=X et P2,2:—§X+§X2

Cette famille est de degrés échelonnés, donc libre. Montrons le.

2
Soit (a)o<i<2 € R3 tels que Z a;P;; = 0. En développant il vient
i=0
2
1 1 9
Z aiPm‘ = o+ (Oq — §a2)X + iagX =0
i=0
1
—Qg = 0
Un polynome est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls : oy — i s
2
ayg =

Donc, en partant du haut, as = a3 = ap = 0. Ainsi (P;;)o<i<2 est libre.

De plus dim Ry[X] = 3 = Card ({ P; 2 }o<i<2) donc ‘ ces polynéomes forment une base de Ry[X] ‘

10 0

1
6) Comme en 3), on lit les expressions obtenues en 5) : | Mp gr = 0 1 )
1

00 =

2

7) On peut calculer directement la matrice de passage, en décomposant les vecteurs de la base B” dans
la base B’ comme au 3), en évaluant en X = i.

On peut aussi faire le produit matriciel : Mp/ g = Mp gMp pr.

100
Quelle que soit la méthode choisie, on trouve | Mp pr = 1 1 0
1 21
Exercice 2 (ECE — HEC, 2012)
1) Ker f :
x y/m+z/m? =0 my+z=0
(,y,z) €eKer f <—= M|y| =0 mz+z/m=0 < m?z 4z =0
z m2x+my:0 m2x+my:O
my—+z=20
— m?x +2 =0
—22=0 Lg%Lg—Ll—LQ

= z=y=2=0

Im f : Ainsi, f est injective. Or f est un endomorphisme en dimension finie, donc f est bijective, et

en particulier surjectif : |Im f = R?

Comme f est bijectif, ‘la matrice M est inversible
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2 1/m 1/m? . )
2) M2=|m 2 1/m :2I~|—M.Ainsi,MQ—M:2IpuisM<§(M—I)):<§(M—I))M:I.
2
m m 2

1
Donc, par définition de I'inverse Mt de M, | M~ = §(M -1

1 1/m 1/m?
3) a) Mat(p):§ m2 1 1/m
m m 1

Aprés calculs, (Mat (p))* = 0 donc p> =0 : |p est un projecteur‘

Ker p :

T miz+my+2z=0
(z,y,2) EKerp<=Mat (p) [y | =0= < m*z+my+2=0 <= (v,y,2) € Vect ((0,1,—m), (1, —
z m2z+my+2z=0

Donc | Ker p = Vect (0,1, —m), (1,-m,0)) |

Im p : D’aprés le théoréme du rang, rg p = dimIm p = dimR?® — dimKer p =3 — 2 = 1.

1 1/m 1/m? 1
Im Mat (p) = Vect m|,[ 1 |, 1/m = Vect m
m? m 1 m?

Ce qui est cohérent avec le résultat trouvé par le théoréme du rang. (Apres avoir calculé la dimension
de Tm p, il suffisait de prendre un vecteur colonne non nul de Mat (p) pour avoir une base de Im p.)

-2 1/m 1/m?
b) De méme, on trouve | Mat (q) = e —2  1/m | | puis, (Mat (¢))®> = 0 donc ¢* = 0 :
2
m m -2

‘q est un projecteur‘

On peut remarquer que p+ ¢ = id donc ¢ =id —p : ¢ est le projecteur sur Ker p paralléelement &
Im p.

c) Par un calcul matriciel, ‘poq = 0‘ et ‘qop =0\

Pour n =0, | p° = ¢° = id | par définition.

Pour n > 1, par récurrence (p”Jrl =p'op=pop=np),et de méme .

d) Ici, on a une sorte de systéme linéaire (2 X 2) & inverser. On pouvait aussi partir de id = p 4+ q de la

définition de p ou q.

1
p = g(f+id) :>{ f+id = 3p
f

1 01 o =3f=6p—-3¢= f=2p—q
¢ = —5(f—2id) 2= 5

Comme pg = gp (= 0), on peut appliquer la formule du binoéme :

vneN  f"=(2p-q" = z”: <Z> 2H (=) Eptgnh

k=0

Or, dés que k # 0 et n — k # 0, un produit pg nul apparait donc 2k(—1)n_kpkq”_k =0.

Ainsi il reste :

f0 =id et ]vneN* f”:2”p+(—1)"q\




DST 4

e) En exprimant p et ¢ en fonction de f et id, la formule précédente nous donne

TG VL G VO LT o) L G )
=2 (g = S i~ S T R
2" — (=1)" 2" +2(—1
Matriciellement, cette égalité s’écrit | M™ = ?() ) M + + 3( ) I
2"+ 2(=1)" 2" — (=)™
Donc a,, = ﬁ et b, = #

f) D’aprés 2), f = %(f—id) = ép—q— (p+aq) = %(p—2q) =2""p—q.

Donc par des calculs identiques a ceux de la question d), en remplagant 2 par 1/2, on montre que
la formule précédente reste valable si n € Z.
Dans le chapitre « Réduction », on verra que f aurait eu une matrice diagonale dans une base bien choisie,

donc pour n € Z, calculer f™ revient a mettre a la puissance n les coefficients de la diagonale.

Exercice 3 (ECT — ESCP, 2012)
1) I et J appartiennent a &, s(I) =1 et s(J) = 3. (Contrairement a ce que j'ai fait, vous devez détailler, au
moins le calcul pour la premiére matrice.)

2) K € & équivaut aux 5 équations suivantes :
l1+a+b=-24+54+3=a—-6+5=1-24+a=a+5—-6=0+3+5

Donc 6 =a—1puisa=7et 14+ a+b=06 entraine b = —2.

De plus, ces valeurs vérifient toutes les égalités.
a="17 et b= -2
3) a) Soit M, M’ € & et A € R. Montrons que AM + M’ € &.

Aaj + a) + Xag + a + Aas +ay = Nay + a2 + a3z) + a) + ah + af
= A(by 4 b2 + b3) + b} + b + b3
= Aby + b + Aby + b + \bg + b
Donc les deux premiéres lignes de AM + M’ ont la méme somme.
Les autres lignes et les colonnes se traitent de facon analogue. Donc AM + M’ € &.

De plus 0 € & donc & # ().

En conclusion, ‘ & est un sous-espace vectoriel de .#3(R). ‘

b) Soit M, M' € & et A € R.

S(AM 4+ M') = Xay +a} + Xag + a) + Aas + a4 (par exemple)
= Mai +az +a3) +ay +aj +aj
= As(M) + s(M")

De plus s(M) € R. Par conséquent ‘s est une application linéaire de & dans R. ‘
4) a) : Supposons A € &.

a1 +as+as a1 +ax+as ap+as+as
AJ = | by +by+b3 by +by+bs by +by+ b3 ZS(A)J
c1+co+c3 cp+cot+c3 cp+co+tcs

a1 +bi+c1 ax+by+ca az+b3+cs
JA= a1 +bi+c1 ax+ba+cy az+bs+cs| =s(4)J
ai+bi+c1 az+br+c2 az+bz+cs
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5)

6)

7)

b)

b)

a)
b)

a)
b)

Donc AJ = JA = s(A)J.
: Réciproquement, supposons AJ = JA.
Alors, en regardant les premiéres colonnes de AJ et JA, il vient

ar+bi+ci=a1+ax+az=by +by+b3=c1+co+c3

Les autres colonnes donnent, de méme, les égalités voulues. Donc A € &.

Finalement, ‘A e« AJ=JA ‘

Lors des calculs de la question précédente, on a montré que ‘A €& = AJ =s(A)J ‘
3
Soit A = (aij) et B = (bl]) Alors AB = (C,’j) ou Cij = Zaikbkj.
k=1

3 3
Il faut montrer que les ( E Cig)‘ et ( E ng) ~sont tous égaux. Pour tout ¢ € {1,...,3}.
i J

=1 /=1

12
3 3 3 3 3
Z Zaikbu = Zal’f(zb’“) = Zazk(s(B)) = S(A)S(B)
(=1 k=1

=1 k=1 k=1

3
g Cip
=1

Le calcul est identique sur les lignes. Ainsi, les sommes des colonnes et des lignes de AB sont
égales et valent s(A)s(B) :

et [s(AB) = s(A)s(B)]

(Comme vous le voyez, avec des notations du type (a;;) — au liev des aq, by, etc... de l’énoncé — la rédaction

peut étre beaucoup plus efficace et concise. Le principe du « de méme » reste le méme.)

Méthode 2 : En utilisant 4a), ABJ = A(BJ) = A(JB) = (AJ)B = JAB donc AB € &.

Et 4)b) : ABJ = s(AB)J et ABJ = A(BJ) = s(B)AJ = s(A)s(B)J, donc s(AB) = s(A)s(B).
Plus élégant.

& est un sous-espace vectoriel de .#3(R) d’aprés 3)a) et stable par produit d’aprés 5)a), c’est donc
(&,+, x,.) est une algébre. ‘

une sous-algebre de .#3(R). En conclusion,

D’aprés 3)b) et 5)b),

Acd = AJ=JA=J=A"JA= JA = A7) = |4 e &]

s est un morphisme d’algébre. ‘

Par définition de A=%, AA™t =1,
De plus, s est un morphisme d’algébre, donc s(AA™) = s(A)s(A™1) = s(I) = 1. Par conséquent,

s(A) #0 et s(A7Y) = !

~ s(4)
F = Ker (s), et s est un morphisme d’algébre, donc ‘f est une sous-algébre de .Z5(R). ‘
J € & d’aprés 1), et & est un sous-espace vectoriel donc
Aprés calculs (ou d’aprés 4)b)...), J* = s(J)J = 3J. Donc, en utilisant 4)b),
1 1 1
BC =B(A-B) = gs(A)(JA - g.s(A)J?) = g,s(A)(.s(A)J —s(A)J) =0

De plus, A et .J commutent (4)a)) donc |[CB = BC =0,

1
D’aprés 4), AJ = s(A)J = JA donc, en multipliant par §S(A)’ AB = s(A)B = BA.
Ainsi, pour tout n € N; A"B = (s(A))"B (par récurrence).
Comme s(B) = s(A), BJ = 5(A) = JB puis de méme B"™! = (s(A))"B.
Montrons par récurrence que la propriété :

H,: (A—B)"=A"—B"

est vraie pour tout n > 1.
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e H, : est tautologique.
e H, —> Hyu1 : Supposons H,, vraie (n > 1).

(A-B)""' = (A" -B")(A-B)=A""'—B"A - A"B + B""!
= ATl _ s(A)”’lBA —s(A)"B+s(A)"B
AnJrl o S(A)nB — An+1 o Bn+1

Donc Hyp41 est vraie.
e Conclusion : ‘Vn >1 (A-B)" = A" — B"‘

d) Comme & est un espace vectoriel et que Bet A€ &, C € &.
1
De plus s(B) = gs(A)s(J) =s(A), s(C) =s(A— B) =s(A) —s(B) =0.

Donc ‘ La matrice C appartient a % . ‘
e) On vient de montrer que, pour tout A € &, A= B+ C avec B € Vect (J) et C € F (d)).
C’est-a-dire & = Vect (J) + .7 (puisque Vect (J) et . C &).

(La question & se poser est : a-t-on des informations sur la dimension ¢ A priori, non, donc il faut y aller

a la main...)

Soit A € Vect (J) N.Z. Clest-a-dire A = AJ et s(A) = s(AJ) =3A=0. Donc A =0, et A=0.
Ainsi, Vect (J)N.Z = {0}.

En résumé, Vect (J) N.# = {0} et & = Vect (J) + .# donc

‘é”‘zVect(J)@ﬁ‘

8) a) Fg = ZNS3(R) et Fa = F N A3(R) sont des sous-espaces vectoriels comme intersection de
sous-espaces vectoriels.
Si Ac.F "Ac.Z. Notons o:.# — .% lapplication transposition restreinte a . : o(A) = "A.
Alors o est une symétrie de ’espace vectoriel %, qui vérifie donc

F =Ker(c—idgz)®Ker(c+idg) =Fs® Fu

Car Ker (0 —id #) = Fg et Ker (o +1id ) = F}a.
b) e Soit A = (as5) € Fs, avec a;; = aj;. De plus s(A) = 0 donc a1 = —ai2 — a13, a2 =

—a1o — ag3 et agzg = —ai3 — asz. Ainsi,
—a12 — a13 ai2 a13
A = a2 —a12 — a3 az3
ais a23 —a13 — a3
-1 1 0 —1 O 1 0
= ai2 1 -1 0] 4+a3 + a93 1 1
0 0 0 O —1

Donc dim Fg = 3 (au passage, on a trouvé une base de F)

De méme,

0 aiz  —aie
A = —ai2 0 a2
a2 —aiz 0
0 1 -1
= ail2 -1 0 1
1 -1 0

Donc dim F4 = 1.
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. dim Vect (J) = 1.

Or # = Fg®F4 d’aprés a) donc dim .# = 3+1 = 4, puis & = Vect (J)B.F donc‘diméa =14+4=5

Exercice 4 (PT A 2011)
1) Une condition nécessaire et suffisante pour que A € .#>(R) soit inversible est que |det A # 0 |.

Comme (det A)(det A™Y) = det(AA™Y) =det I, =1, |det A=! = detA
2) On sait que si A € .#5(R) est inversible, son inverse est égale a :
-1 _ L 43
det A
ou A désigne la matrice des cofacteurs de A.
Dans le cas 2 x 2, si A = (Z 2) € GLy(R), cette formule s’écrit : A~! = adl— e <—db —ac>_

On applique cette formule aux trois cas proposés. On trouve :

(2 =3\, (-5 T). a1
A _(—1 2)’A2 _<3 Y A A

On pouvait aussi faire 3 pivots.

ot
|
=
N—

a ¢

3) Soit A = <b d) S/AVAE
Supposons que A est inversible et que A™! € .#5(Z). Par conséquent, det(A) et det(A™!) sont

1
deux entiers. Or det(A) = m, donc est un entier qui peut s’écrire comme l'inverse d’un
e
entier. : les seules valeurs possibles sont det(A) =1 ou det(A4) = —1.

Supposons que det(A) € {—1,1}. Donc A est inversible en tant que matrice de .#2(R), et en

1 _
inversant A on trouve | A™! = Tt A <—db ac) .

Or det(A) € {—1,1} donc est entier, par conséquent A™! € (7).

1
det(A)

Conclusion : | La matrice A est inversible dans .#5(Z) si et seulement si det(A4) € Z*.

4) Soit (b,c) € Z* et Ay = <2 i) tels que det(A4) =5 —be = 1. C’est-a-dire tels que be = 4. Les seules

possibilités sont donc

‘ {(174), (27 2)7 (47 1)7 (_17 _4)7 (_27 _2)7 (_47 _1)} ‘

5) Soit A et B € SLy(Z). Comme le déterminant est un morphisme de groupe (pour le produit matriciel),
det(AB™1) =1, et d’'aprés 3) B~! € #5(Z) donc AB™! € (7). Ainsi, AB™ € SLy(Z).
De plus Iy € SLy(Z) donc SLy(Z) # 0. Ainsi, SLo(Z) muni du produit matriciel est un groupe comme
sous-groupe de GLy(R).
Autre méthode : det : GLy(Z) — {—1,1} est un morphisme de groupes ({—1,1} muni du produit),
donc son noyau (qui est SLy(Z)) est un groupe.



