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Exercice 1 (EM Lyon, ECE 2014)
1) 0 € E (avec a=b=c¢=0) donc FE # (). De plus E C .#>(R).

/ /
Soith(a i) etM’z(a b)EE,)\ER.

0 0 ¢
, (Aa+d MN+V)  [(a B
)\M+M—< 0 r+d) = o A cF avec

Donc E est un sous-espace vectoriel de .Z>(R).

Par conséquent ‘E est un espace Vectoriel‘

Aa + a’
b+ b
= A+

=2 ™R
|

De plus E = Vect (A, B, C) On pouvait commencer par la et en déduire tout de suite que E est un sous-espace

vectoriel de .#(R).

Montrons que (A, B, C) est libre : soit (av, a2, a3) € R3 tels que oy A + asB 4+ a3C = 0. C’est-a-dire

0 (65}

a1A+ asB + a3C = (al a2> — (0 0

Donc «; = 0 pour tout i. Ainsi (A, B, C) est libre.

0 0

Comme (A, B, () est libre et génératrice, ‘ (A, B,C) est une base de E‘

Par définition de la dimension,
/ /
2) Soit M = (g ﬁ) et M = (‘(‘) i,) cE.

! / /
MM = (““ ab +,bc> _ (O‘ 5) €E  avec
0 cc 0 ~

Conclusion : ‘E est stable par multiplication. ‘

= ab +0bd

Plus généralement, les matrices triangulaires supérieures sont une sous-algébre de My, (K).

3) SiM = (a i) est inversible, alors det(M) = ac # 0 donc a # 0 et ¢ # 0.

0
b

D’apreés les formules précédentes, M~ =

S Q|+

C

_f; ,donc M~ € E.

Conclusion : ‘E est stable par passage a 'inverse (lorsque M est inversible). ‘

4) e Pour tout M € E, f(M) est un produit de matrices de E (T € E), donc d’apres 2) f(M) € E.
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e Soit (M, M') € E? et A € R. Par distributivité,
FOM + M"Y =T(AM + M'YT = X\TMT +TM'T = \f(M) + f(M')

Donc f est linéaire.

Finalement,

5) detT =1 # 0 donc | T est inversible]
Posons g(M) =T 'MT~!. D’aprés 3), T~ € E donc g : E — E de méme qu’au 4).
De plus f(g(M)) = M donc fog=1idg, et de méme go f =id g.
Donc f est inversible : f est bijective. Comme f est un endomorphisme,

‘ f est un automorphisme de F ‘

[
—_

>:1><A+1><B

O = =
O = O
_= = O

of(B):<8 é):le F=
( >:1><B+1><C’
7) Soit A € R.

M

(a b)eEA@ =
0 ¢

e [a a+b+c _[Aa Ab
L0 e

a = A
= a+b+c = Xb
Ac
Na = 0
= b+c =0
—Ae = 0

(parce que = 0 c’est presque toujours mieuz)

oSi)\:1,ilnerestequea+c=0doncM:(a b>:a<1 0>+b<0 1).

0 —a 0 -1 0 0
co 1 0\ (01
D’ou | E; = Vect ((0 _1>,<0 0))
e Si A # 1, on trouve a = ¢ = 0, puis b = 0, donc | E)\ = {0}

8) H? =0. Comme H et I3 commutent (HI = H = IH), la formule du binéme de Newton s’écrit :

(I3 + aH)" = znj (Z) (aH )k *

k=0

Or (aH)* = 0 pour tout k > 2 donc il ne reste plus que

tovarty = (7)ot =

9) Comme F = I3+ H, il vient ‘F" =13+ nH‘ d’apres 8).
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1 1 1
10) Avec a = 3 (I3 + §H)3 = I3+ H = F, d’aprés 8). Donc |G = I3 + 3H

: Soit g ’endomorphisme de E de matrice G dans la base (A, B,C).

Par construction de G (ci-dessus), ¢°> = f.

Exercice 2 (PT A 2014 — extrait)
1) Soit g = fjm ¢ la restriction de f a Im f.

e Montrons que Ker g = Ker fNIm f :

re€Kerg = g(z)=0etze&lm f
= f(x)=0etzeclm f (car g(x) = f(x))
= x€Ker fNIm f

Donc Ker g € Ker fNIm f.

zKer fNIm fe = f(zr)=0etze&lm f

— g(x)=0  (car g(z) = f(2))
— z€Keryg

Donc Ker fNIm f C Ker g.
Ainsi : Ker g = Ker fN1Im f.
e Le théoréme du rang appliqué a ¢ : Im f — E s’écrit

dim(Im f) = dim(Im g¢) + dim(Ker g)

Or Im g = fim f(Im f) = f(f(£)) =Im f? et Ker g = Ker fNIm f. Donc

dim(Im f) — dim(Im f?) = dim(Ker f NIm f)

2) Le théoreme du rang appliqué a f et a f? Sécrit

dim(Im f) = dimE — dim(Ker f)
dim(Im f?) = dimFE — dim(Ker f?)

Donc en faisant la différence des deux lignes il vient :

dim(Ker f?) — dim(Ker f) = dim(Im f) — dim(Im f?)

3) Cette question ressemblait a la question de cours Ker v ou = Ker u etc... Avec de la persévérance, elle était
donc largement faisable. Je ne dis pas qu’elle était facile, mais il faut savoir réutiliser les techniques vues en

question de cours pendant les écrits.

e Montrons que Ker f C Ker f? :
r€Ker f = f(x) =0= f(f(x)) = f(0) =0 =z € Ker f?

Donc Ker f C Ker f2.
e Montrons que Im f2 c Im f :
Comme f(E) C E,onalm f? = f(f(E)) C f(E)=1Im f.
On peut aussi, évidemment, procéder comme pour Ker f et Ker f2.
Supposons Im f? = Im f. Donc dim(Im f) — dim(Im f?) = 0. D’aprés la question 2), il vient
donc dim(Ker f?) = dim(Ker f).
Or d’aprés ci-dessus Ker f C Ker f2.
Donc par inclusion et égalité des dimensions, Ker f = Ker f2.
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Supposons Ker f2 = Ker f. Donc dim(Ker f2)—dim(Ker f) = 0. D’aprés la question 2), il vient
donc dim(Im f?) = dim(Im f).
Or d’aprés ci-dessus Im f2 € Im f.
Donc par inclusion et égalité des dimensions, Im f2 = Im f.

Conclusion : [Im f? = Im f si et seulement si Ker f? = Ker f

4) Supposons Im f2 =Im f.
Donc dim(Im f) — dim(Im f?) = 0. D’aprés la question 1),

dim(Ker f NIm f) = dim(Im f) — dim(Im f%) =0

Par conséquent Ker f NIm f = {0}.
De plus, d’apres le théoreme du rang, dim F = dim Ker f + dimIm f.
Donc E = Ker f @ Im f.
Supposons E = Ker f @ Im f. Donc Ker f NIm f = {0}.
D’aprés la question 1), il vient donc dim(Im f?) — dim(Im f) = dim(Ker f NIm f) = 0.
Or d’aprés un raisonnement effectué a la question précédente (3)), Im f2 C Im f.
Donc par inclusion et égalité des dimensions, Im f? = Im f.

Conclusion : [Im f? =Im f si et seulement si F = Ker f & Im f

Exercice 3 (Centrale-Supélec TSI 2012 étendu)
1) a) Pour tout P € R[X], A(P) € R[X]. De plus, ¥(P,Q) € R[X]* VA € R,

AAP+Q)(X) = (AWP+Q)(X+1) - (AP +Q)X)
AP(X + 1)+ Q(X +1) — AP(X) — Q(X)
= M(P)(X) +AQ)(X)

Donc ‘ A est un endomorphisme de R[X]. ‘

P
b) Soit P € R[X] de degré p > 0. Si P(X) = Z arp X", A(P) est au plus de degré p et
k=0
P P Pk AN
AP)X) =D ap(X + D" =Y ap X" =3 w ( .)X’ = > apx”
k=0 k=0 k=0i=0 \' k=0

e Le coefficient de degré p dans A(P) est a, (p) —a, =0
p

e Le coefficient de degré p — 1 dans A(P) est ap< b

p— 1) + ap—1 — ap—1 = pay # 0.

Ainsi, ‘Si deg P =p > 0, alors deg A(P) =p— 1. ‘
c) Soit P € Ker A. Si degP =p > 0, alors deg A(P) =p—1 > 0 donc A(P) # 0. D’ott deg P = 0.
Soit P € R[X] de degré 0. Alors P constant, et A(P)(X) = P(X + 1) — P(X) = 0. D’ou
P e Ker A.
Donc ‘Ker A = {P € R[X]|P constant} = RO[X].‘
d) D’apres 1)b), si deg P > 0, alors deg(A(P)) = (deg P) — 1.
Donc si deg P = p > 0, alors deg AP(P) =p—p =0.
Ainsi, d’aprés 1)c), AP(P) € Ker A puis APTH(P) = 0.
Par conséquent, si p < n — 1, A"(P) = A" P~L(APT(P)) = A" P71(0) = 0.
Conclusion : ‘Si P e R,,_1[X], alors A"(P) = 0. ‘
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2)

3)

4)

a)

b)

)

d)

a)

b)

a)

b)

A, est linéaire comme restriction d’une application linéaire & un sous-espace vectoriel.
De plus, d’apres 1)b), si P € R, [X] alors A(P) € R,,_1[X] C R, [X].

Donc ‘ A, est un endomorphisme de R, [X]. ‘

XH=X+1)?-X?*=2X+1
XH=(X+1P-X>=3X2+3X+1

5
|
cooco

OO O =
S O N =
S W W =

On peut les calculer a I'aide de la matrice, ou bien directement.

Ker A, = Ker (A, [x)) = (Ker A) NR,,[X] = Ro[X]. Donc ‘Ker Ay, = RO[X].‘
D’apres le théoréme du rang, dimIm A, = dimR,[X] —dimKer A, =n+1—-1=n.
d’apres 1)b), Im A,, C R,,_1[X], qui est de dimension n. Donc ‘Im A, = Rn,l[XH

De plus,

Montrons que tout polynéme P € R[X] a un antécédent.

Soit P € R[X], alors P € R,,[X] pour un certain n (par exemple n = deg P, si P # 0).
Donc P € Im A, 41 d’aprés 2)c), c’est-a-dire 3Q € R,,41[X]/ A(Q) = P.

Donc P admet un antécédent par A, et ‘l’application A est surjective. ‘

E est non vide car 0 € E. De plus, pour tout P,Q € E et tout A € R, AP(0) + Q(0) = 0 donc
1

‘E est un sous-espace vectoriel de R[X]. ‘

L’application A g est linéaire comme restriction d’une application linéaire & un sous-espace vec-
toriel.

De plus, Ker A = Ker AN E = {0}. Donc A|g est injective.
Montrons la surjectivité. Soit P € R[X]. D’apres 2)d), il existe @ € R[X] tel que A(Q) = P. Soit
un tel @, posons Qp(X) = Q(X) — Q(0). 11 vient

A(Qo)(X) = Qo(X +1) = Qo(X) = Q(X +1) = Q(0) — Q(X) + Q(0) = P(X)

Donc g est un antécédent de P dans E. Ainsi, A est surjective.

Conclusion :

A|g est un isomorphisme de E sur R[X].

Notons f = AE : R[X] — E. La suite récurrente (N,,) définie par

No=1 et Vn e N*, N, = f(Np_1) (1)

existe et est unique. De plus, (NN,,) vérifie les relations données par 1’énoncé. Réciproquement, si
(Ny) est une suite vérifiant la relation de I’énoncé, alors elle vérifie la relation (IJ), et est donc
égale a la suite récurrente que ’on vient de construire.

Donc il existe une unique suite de polynémes (N, ),en telle que

No=1 et Vn e N*, A(N,)=N,_1 et N,0)=0
n—1
Pour montrer que la suite de terme général u, = — H (X — k) est égale a (N,,), il suffit de
n!
k=0

prouver que ug = 1 et up+1 = f(uy,). Clest-a-dire qu’elles ont méme premier terme et vérifie la
méme relation de récurrence :

=
uo = o H (X — k) =1 (un produit vide est toujours égal a 1)
" k=0

1. On peut aussi remarquer que E = Ker ¢ avec ¢ : P — P(0).

2. On veut que Hai Hai =

H a; = Hai. Ce qui entraine donc H a; =1 (dés que H a; # 0). De méme, Z a; = 0.

€0 el i€QUI el €0 el €0



d) Par construction, A(N,) = N,_1 si n > 0 et A(Ny) = 0. Donc | Mj

Pour tout n € N, montrons que uy,+1 = f(uy), ¢’est-a-dire que A(un41) = 0 et que uy+1(0) = 0.

Alup+1) :<nim<£§X+1—“‘l§X‘@>
1 n—1 n—1
:m+m<a+nlyX—m—a;mlyX @>
X +D-X -0 .
(n+1) kHO(X k) = un

X(X—1)...(X —n)

1 n
Upy1 = m H(X —k)= donc  un41(0) =0

" k=0

1
Donc |Vn € N, Ny ( *—'

-

n
c) Montrons que la famille (No, ..., N,) est libre. Soit (Ao, ..., An) € R tels que Z AIN; = 0.
i=0
Si (Ao, .-, An) # (0,...,0), notons i le plus petit indice tel que A\;, # 0. On remarque que i est
racine de N; pour tout 1 > 1. 1l vient donc

!

n n oo — 1) (ip —io + 1
0:ZMWM:ZMMMZMMM )X°m+f4m
=0 '

i=io
Donc A;, = 0, ce qui est absurde. Ainsi (Ag,...,An) = (0,...,0).
La famille (N, ..., Ny) est donc libre (On pouvait aussi remarquer directement que (IV;) est une
famille de polynomes de degrés échelonnés, donc libre).
De plus (No, ..., N,) contient n + 1 éléments de R,,[X| de dimension n + 1.
la famille (Ny, ..., N,) est une base de RH[X].‘
D’apres le résultat précédent, toute sous-famille finie de (Vy)nen est libre. Donc (Np)pen est
libre.

De plus Vect (Ny, ..., Ny) = R, [X], donc Vect (Ny,)nen = Z]R [X].
neN

Par conséquent,

Ainsi, ‘la famille (N, )nen est libre et génératrice de R[X], donc c¢’est une base. ‘

o O O

1
0
0

o O = O
SO = O O

0 0

La matrice de passage de la base canonique & %’ est Mat (id , %', ). 1l suffit donc de développer.

e No=1 10 0 0
e N =X p_ 01 -1/2 1/3
1 1 1, 00 1/2 -1/3
ONQZgX(X—l):—§X—|—§X 0 0 0 1/6
oNg:1Xﬁ¥—1ﬂX—2%:}X—1XQ+1X3
6 3 3 6

e) Montrons que la propriété :

q
Hg):  VQERX]dedegré g, Q=Y AMQIO)N,
n=0

est vraie pour tout g > 0.
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5)

f)

g)

a)

e My : Clest le cas d’un polynéme constant. A = id, donc A%(Q)(0) = Q(0) et H(0) est vraie.

o Hy = Hg41 : Supposons H(q) vraie. Soit @ € R[X] un polynome de degré g + 1. Dans la
base (N, ..., Ng41) il s’écrit

q+1
n=0
Le polynome A(Q) est de degré ¢, donc il se décompose en
q q
AQ) = D AMA@)O)N, =Y A™HQ)(0)N, (H(q))
n=0 n=0
q+1 q+1 q+1
= A Z a;N; | = Z anA(Ny) = Z anNp_1 (définition des N;)
n=0 n=0 n=1

Donc pour tout n € {1,...,q9+ 1}, a, = A™(Q)(0).
En évaluant en 0, il vient Q(0) = ag. Donc ag = A(Q)(0). Ainsi

q+1

Q=) A™Q)(0)N,
n=0

q
e Conclusion : Vg > 0 VQ € R[X] de degré ¢ Q= Z A™"(Q)(0)N,
n=0

Soit @ € R[X] fixé. Notons S = {P | A(P) = Q} 'ensemble cherché.

q
On suppose @ # 0, soit ¢ = deg ). D’apres ci-dessus, @ = Z A™(Q)(0)N,,. Posons

n=0
q
Py= 3" AY(Q)(0)Nus:
n=0

Par définition des N, il vient A(Py) = Q. Cette formule est encore vérifiée lorsque @ = 0 (une
somme vide est nulle).

q
Par conséquent | S = Py + Ker A = {(Z A”(Q)(O)Nn+1> +K | K€ R}
n=0

q

Soit @ € R[X] fixé, et P =Y A™(Q)(0)Np41. Ainsi, Q(x) = P(z + 1) — P(z) pour tout z € R.
n=0

On obtient une somme télescopique : pour tout n € N*,

n n

i@(k) =Y P(k+1)=>_ P(k)=P(n+1)— P(0)
k=0

k=0 k=0

Calculons P tel que A(P) = X2. Ona A(X?) =2X +1et A*(X?) = ARX +1) =2, et

X(X —1)(2X — 1)

2
P= ;)A”(XQ)(O)MH = N2 +2N3 = %X(X -1)+ %X(X —1)(X -2)=

nn+1)(2n+1)

n
En conclusion : Z K = Pn+1)=
k=0

Soit @ € R[X]. Montrons que la propriété :

Hin): AM(Q) =Y (-1 (Z)Q(X +k)

est vraie pour tout n > 0.
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o Hy est I'égalité Q = Q.
e H,, = Hy41 : Supposons H(n) vraie. Alors

)
AMIQ) = AAT(Q) = A (i(—l)”—’f <Z>Q(X + k)) N (Z)A(@(X +8)

e Conclusion : [Vn > 0 A"(Q) = zn:(—l)"_k <k> QX + k)

b) D’apres 1)d), A"(X") = 0. Donc I'égalité 5)b) s’écrit

0=> (-1)"* <k> (X + k)"

k=0

En multipliant par (—1)" et en remarquant que (—1)~% = (=1)¥ x ((—1)4“)2 = (=1)*, il vient

zn:(_m <Z> (X +k) =0

k=0

6) a) 0¢€C, donc C,, # 0. Soit A € R et (g,h) € C2.
(Ag+h)oA,=Ago A, +hoA,=A,0(A\g)+Apoh=A,0(Ag+h)

Donc A\g + h € C,.

Conclusion : ‘Cn est un sous-espace vectoriel de .Z (R, [X]). ‘

b) Soit (g, h) € C2.

g(N,) =h(N,) = Vke{0,...,n} AFog(N,)=AFon(N,)
— Vke{0,...,n} goAFN,) =hoAkWN,) (g,h € Cy)
— Vke{0,...,n} g(A¥(N,)) = h(AF(N,)) (A, = A sur R,[X])
— Vke{0,...,n} g(Np—k)=h(Np_x) (Par définition des NV;)
— g=nh ((No, ..., Nyp) est une base de R, [X])

Conclusion : |V(g,h) € C2 g(N,) =h(N,) = g=nh
c) Soit g € L (R,[X]). g(Vn) € R,[X] et (No,...,Ny,) base de R,[X], donc qu’il existe des réels

ag, . . ., ay tels que

g(Nn> = anNp + -+ apNo
Si de plus g € C,,, pour tout k € {0,...,n}, g(Ni) = g(A"*(N,)) = A" *(g(N,,)), donc

g(Ny) = AV F(a, Ny 4 -+ + agNog) = an Ny + - -+ + a,_xNo
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d) Notons J =

an—1
A,

a
a2

Gnp

ao
al

Gn—1
an

Gnp,
0
Conclusion : |Mat (g, %', #') =
0
0 1 0 0
: 1
0 -+ oo o 0

et des 0 ailleurs. J est la matrice de A,, dans la base Z'.

0| € #,+1(R) la matrice avec des 1 au dessus de la diagonale

On vient de montrer que tout endomorphisme g € C,, a une matrice (dans %’) appartenant a

Vect (11, J, J?, ..., J"), c’est-a-dire g € Vect (id g, [x], An, A2 A

Ainsi Cp, C Vect (id g, [x], An, A2 AT,
Réciproquement, A,’z € C,, est immédiat done Vect (id , A, AZ, ..., A%) C C,, d'ou I'égalité.

De plus, la famille des (J*)g<r<n est libre (calculs immédiats.

Donc

Cp est de dimension n + 1, et (id g, [x], An, A2, ... A") est une base de C,,.

e) Soit P € R[X].

do A(P) = d(P(X +1) — P(X)) = P/(X + 1) — P/(X) = A o d(P)

Donc A et d commutent.

Soit 7 > 0 tel que d € C;.. Donc d = agid +a1 A, + -+ - + a,A;.

En évaluant en N,y; on trouve d(Ny41)(0) = aoNy4+1(0) + -+ + a,N1(0) = 0. Or 0 est racine

simple de N1, donc d(Ny41)(0) = N/ 1(O) # 0, ce qui est contradictoire.
En conclusion, ‘Vr eN* d¢C,.

Exercice 4

1) Soit (a,...

Soit j € [1,k] et x; € F; — {0} (x; existe car F; non nul).

,ay) € R* tels que

k
Ve e E Zaipi(x) =0
i=1

Par définition des projections (p;);, pour tout i # j, pi(x;) = 0 et p;(z;) = x; donc

> aipi(z) = ajpj(x;) = ajz; =0

k
i=1
Comme z; #, il vient a; = 0.
Donc Vj € [1,k], aj = 0.
Conclusion : ‘ (p1,--.,pK) est libre‘

2) La famille (py, ...

base de ce sous-espace.

Or cette famille contient k éléments.

Conclusion : ‘Vect (p1,---

,Pr) est de dimension k

3. voir note 4

4. Dans une copie, il faut bien entendu écrire les calculs. J’ai la flemme.

, Pk est libre, et génératrice du sous-espace vectoriel Vect (py, .. .

, Pk ), donc c’est une
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3) a) Supposons que Vi € [1,k], pio f=fop;.
Soit i € [[1, k]. Montrons que f(F;) C F;. (On écrit le début, la fin, et on essaye de faire apparaitre
p;o f ou fop;. Avec persévérance : si p; o f ne veul pas apparaitre, on essaye avec f o p;)
v€ f(F) = Fekh, fly==«
— ek, f(p(y)==z  (cary e F;doncpi(y) =y)
= pi(f(y) =z  (car fpi=pif)
= pi(x)==x
= x € F;
Donc Vi € [1,k], f(F;) C F;.
Supposons que Vi € [1, k], f(F;) C F;.
Soit i € [1, k]. Montrons que p; o f = f o p;.
k k
Soit x € E. Comme E = @ F}, on peut écrire x = Z x; avec x; € Fj. Par linéarité de f,
j=1 j=1
k
flx)=f zi | =Y f(z;)
j=1 j=1
Comme f(F};) C F}, f(z;) € F;. Donc
pi(f(z)) = pi(f(2i)) = f(:)
De plus, pi(z) = z; donc f(pi(x)) = f(xi). Ansi, pi(f(2)) = f(pi(2)).
Par conséquent p; o f = f o p;.
Finalement : Vi € [1,k], piof = fop;.
Conclusion :
(Vi [Lk], piof=fop) < (Vie[L k] f(F)CF)
b) Soit B = (e1,...,€n1s€n141s--+,€ny,---,€n,) Une base de £ adaptée a la décomposition de E
suivant les Fj.
D’apres 3)a), f laisse stable tous les F;, donc
ni
Vie [1,k], Vpe[ni—1+1,n], flep) = D apjej
Jj=ni;_1+1
(Avec ng =0)
En notant A; = (ap j)n; 1 +1<p,j<n,, 1& matrice de f dans cette base est donc diagonale blocs :
A 0 0
Mat (f,2) = | 0
s 0
0 0 A
4) a) Soit u,v € Aet A € R.

10

Vg € Vect (p1,-..pk), (Au+v)og = Aug+vg = Agu+gv = go(Au+v)

Donc Au+v € A. De plus Oog=0=go0, donc A # ().

(Par linéarité de g)

Conclusion : ‘A est un sous-espace vectoriel de .Z(F) donc un R-espace Vectoriel‘




DST 3

k
b) Soit Z une base adaptée a E = @FZ
i=1
Si f € A, alors f commute avec chacun des p;.

Ainsi, d’apres 3)b), tout f € A a une matrice diagonale blocs dans la base %, avec k blocs de
taille n7. Posons ¢(f) = (A, ..., Ay) la liste de ces blocs.

Montrons que ¢ : A — My, (R) x - -+ X My, (R) est un isomorphisme.

L’application ¢ est un morphisme par construction de la matrice d’une application linéaire dans
une base.

Injectivité : Soit f € A tel que ¢(f) = 0. Donc f a pour matrice la matrice nulle, donc f = 0.
Ainsi, ¢ est injective.

Surjectivité : Toute matrice diagonale blocs de ce type définit dans la base % un endomorphisme
f qui laisse stable chacun des Fj;, donc qui commute avec les p;, puis par linéarité avec tout g € A.
Donc tout élément de 4, (R) X -+ X My, (R) a un antécédent par ¢.

Finalement, ¢ est un isomorphisme.

Conclusion : |[dim A = dim(4,, (R) X -+ x 4, (R)) = n? 4. 4ns

Exercice

Soit f(x) = /ioo Arctan (wt) dt.
0
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1+t
Arctan (xt)
1+1¢2

Montrons qu’elle est intégrable en +o00. Comme | Arctan | <

1) Soit = € R fixé. La fonction ¢ — est continue sur [0, +oo.
7r
2 )

Arctan (xt) /2
vt € |0, <
10, oc] ‘ 1+¢2 ’ 1+¢2
2 2
Or 17:{ 2~ 7;/2, qui est intégrable en 400 (Riemann, o =2 > 1).
o /2 L
Donc par équivalent ¢t — 2 est intégrable en +oo.
. . Arctan (zt) .
Donc par majoration t —» —————= ’est aussi.
1+¢?
Conclusion : ‘La fonction f est définie sur R‘
2) Soit a € R} et Dy =] — 00, —a| U [a, 4+-00].
P t
Posons ¢ : [0, +0o[— R4 définie par ¢(t) = AT 0118
t 11
La fonction ¢ est continue sur [0, 400 et en +oo, p(t) ~ PaE = 2 intégrable d’apres Riemann
(3 > 1) donc ¢ intégrable.
) Arctan (xt) . U e .
Soit h(z,t) = EEETE Appliquons le théoréme de dérivation sous le signe somme pour x € D, :

e Pour tout t € [0, +00], la fonction = > h(z,t) est €' sur D, et sa dérivée est

L !
r— —(z,t) =
ox "’ (14 t2)(1 + (xt)?)
e Pour tout = € D,, la fonction t — h(x,t) est intégrable sur [0, +oo[ d’apres 1),
t
la fonction ¢ +— est continue sur [0, +-00].

(1+¢2)(1 + (xt)?)
e La fonction ¢ définie ci-dessus est intégrable sur [0, +o00| et

oh t 1
V(x,t) € Dy x [0, +00[ ‘M(x,t)‘ < 2 X1y (at)? o(t)
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Dong, d’apres le théoreme de Leibniz de dérivation sous le signe somme,

t

+oo
la fonction t 1 D, et = /
fes sur et f'(x) N

1+ (xt)?)

dt.

3) La fonction f est %' sur chaque ensemble D,, pour tout a € R%.
Donc elle est €' sur R* = U D,.

a€R”




