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Épreuve de Mathématiques 3

Correction

Exercice 1 (EM Lyon, ECE 2014)
1) 0 ∈ E (avec a = b = c = 0) donc E 6= ∅. De plus E ⊂M2(R).

Soit M =
(
a b
0 c

)
et M ′ =

(
a′ b′

0 c′

)
∈ E, λ ∈ R.

λM +M ′ =
(
λa+ a′ λb+ b′

0 λc+ c′

)
=
(
α β
0 γ

)
∈ E avec


α = λa+ a′

β = λb+ b′

γ = λc+ c′

Donc E est un sous-espace vectoriel de M2(R).
Par conséquent E est un espace vectoriel
De plus E = Vect (A,B,C) On pouvait commencer par là et en déduire tout de suite que E est un sous-espace
vectoriel de M2(R).
Montrons que (A,B,C) est libre : soit (α1, α2, α3) ∈ R3 tels que α1A+ α2B + α3C = 0. C’est-à-dire

α1A+ α2B + α3C =
(
α1 α2
0 α3

)
=
(

0 0
0 0

)

Donc αi = 0 pour tout i. Ainsi (A,B,C) est libre.
Comme (A,B,C) est libre et génératrice, (A,B,C) est une base de E

Par définition de la dimension, dimE = 3

2) Soit M =
(
a b
0 c

)
et M ′ =

(
a′ b′

0 c′

)
∈ E.

MM ′ =
(
aa′ ab′ + bc′

0 cc′

)
=
(
α β
0 γ

)
∈ E avec


α = aa′

β = ab′ + bc′

γ = cc′

Conclusion : E est stable par multiplication.
Plus généralement, les matrices triangulaires supérieures sont une sous-algèbre de Mn(K).

3) Si M =
(
a b
0 c

)
est inversible, alors det(M) = ac 6= 0 donc a 6= 0 et c 6= 0.

D’après les formules précédentes, M−1 =

1
a
− b

ac

0 1
c

, donc M−1 ∈ E.

Conclusion : E est stable par passage à l’inverse (lorsque M est inversible).

4) • Pour tout M ∈ E, f(M) est un produit de matrices de E (T ∈ E), donc d’après 2) f(M) ∈ E.
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• Soit (M,M ′) ∈ E2 et λ ∈ R. Par distributivité,

f(λM +M ′) = T (λM +M ′)T = λTMT + TM ′T = λf(M) + f(M ′)

Donc f est linéaire.
Finalement, f est un endomorphisme de E

5) detT = 1 6= 0 donc T est inversible
Posons g(M) = T−1MT−1. D’après 3), T−1 ∈ E donc g : E → E de même qu’au 4).
De plus f(g(M)) = M donc f ◦ g = idE , et de même g ◦ f = idE .
Donc f est inversible : f est bijective. Comme f est un endomorphisme,

f est un automorphisme de E

6) • f(A) =
(

1 1
0 0

)
= 1×A+ 1×B

• f(B) =
(

0 1
0 0

)
= 1×B

• f(A) =
(

0 1
0 1

)
= 1×B + 1× C

F =

1 0 0
1 1 1
0 0 1



7) Soit λ ∈ R.

M =
(
a b
0 c

)
∈ Eλ ⇐⇒ f(M) = λM

⇐⇒
(
a a+ b+ c
0 c

)
=
(
λa λb
0 λc

)

⇐⇒


a = λa

a+ b+ c = λb
c = λc

⇐⇒


(1− λ)a = 0

a+ (1− λ)b+ c = 0
(1− λ)c = 0

(parce que = 0 c’est presque toujours mieux)

• Si λ = 1, il ne reste que a+ c = 0 donc M =
(
a b
0 −a

)
= a

(
1 0
0 −1

)
+ b

(
0 1
0 0

)
.

D’où E1 = Vect
((

1 0
0 −1

)
,

(
0 1
0 0

))

• Si λ 6= 1, on trouve a = c = 0, puis b = 0, donc Eλ = {0}

8) H2 = 0. Comme H et I3 commutent (HI = H = IH), la formule du binôme de Newton s’écrit :

(I3 + aH)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
(aH)kIn−k3

Or (aH)k = 0 pour tout k > 2 donc il ne reste plus que

(I3 + aH)n = I3 +
(
n

1

)
(aH) = I3 + naH

9) Comme F = I3 +H, il vient Fn = I3 + nH d’après 8).

2



DST 3

10) Avec a = 1
3 , (I3 + 1

3H)3 = I3 +H = F , d’après 8). Donc G = I3 + 1
3H

Oui : Soit g l’endomorphisme de E de matrice G dans la base (A,B,C).
Par construction de G (ci-dessus), g3 = f .

Exercice 2 (PT A 2014 – extrait)
1) Soit g = f| Im f la restriction de f à Im f .

• Montrons que Ker g = Ker f ∩ Im f :

x ∈ Ker g =⇒ g(x) = 0 et x ∈ Im f

=⇒ f(x) = 0 et x ∈ Im f (car g(x) = f(x))
=⇒ x ∈ Ker f ∩ Im f

Donc Ker g ⊂ Ker f ∩ Im f .

xKer f ∩ Im f ∈ =⇒ f(x) = 0 et x ∈ Im f

=⇒ g(x) = 0 (car g(x) = f(x))
=⇒ x ∈ Ker g

Donc Ker f ∩ Im f ⊂ Ker g.
Ainsi : Ker g = Ker f ∩ Im f .
• Le théorème du rang appliqué à g : Im f → E s’écrit

dim(Im f) = dim(Im g) + dim(Ker g)

Or Im g = f| Im f (Im f) = f(f(E)) = Im f2 et Ker g = Ker f ∩ Im f . Donc

dim(Im f)− dim(Im f2) = dim(Ker f ∩ Im f)

2) Le théorème du rang appliqué à f et à f2 s’écrit

dim(Im f) = dimE − dim(Ker f)
dim(Im f2) = dimE − dim(Ker f2)

Donc en faisant la différence des deux lignes il vient :

dim(Ker f2)− dim(Ker f) = dim(Im f)− dim(Im f2)

3) Cette question ressemblait à la question de cours Ker v ◦ u = Ker u etc... Avec de la persévérance, elle était
donc largement faisable. Je ne dis pas qu’elle était facile, mais il faut savoir réutiliser les techniques vues en
question de cours pendant les écrits.

• Montrons que Ker f ⊂ Ker f2 :

x ∈ Ker f =⇒ f(x) = 0 =⇒ f(f(x)) = f(0) = 0 =⇒ x ∈ Ker f2

Donc Ker f ⊂ Ker f2.
• Montrons que Im f2 ⊂ Im f :
Comme f(E) ⊂ E, on a Im f2 = f(f(E)) ⊂ f(E) = Im f .
On peut aussi, évidemment, procéder comme pour Ker f et Ker f2.

=⇒ Supposons Im f2 = Im f . Donc dim(Im f) − dim(Im f2) = 0. D’après la question 2), il vient
donc dim(Ker f2) = dim(Ker f).
Or d’après ci-dessus Ker f ⊂ Ker f2.
Donc par inclusion et égalité des dimensions, Ker f = Ker f2.
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⇐= Supposons Ker f2 = Ker f . Donc dim(Ker f2)−dim(Ker f) = 0. D’après la question 2), il vient
donc dim(Im f2) = dim(Im f).
Or d’après ci-dessus Im f2 ⊂ Im f .
Donc par inclusion et égalité des dimensions, Im f2 = Im f .

Conclusion : Im f2 = Im f si et seulement si Ker f2 = Ker f

4) =⇒ Supposons Im f2 = Im f .
Donc dim(Im f)− dim(Im f2) = 0. D’après la question 1),

dim(Ker f ∩ Im f) = dim(Im f)− dim(Im f2) = 0

Par conséquent Ker f ∩ Im f = {0}.
De plus, d’après le théorème du rang, dimE = dim Ker f + dim Im f .
Donc E = Ker f ⊕ Im f .

⇐= Supposons E = Ker f ⊕ Im f . Donc Ker f ∩ Im f = {0}.
D’après la question 1), il vient donc dim(Im f2)− dim(Im f) = dim(Ker f ∩ Im f) = 0.
Or d’après un raisonnement effectué à la question précédente (3)), Im f2 ⊂ Im f .
Donc par inclusion et égalité des dimensions, Im f2 = Im f .

Conclusion : Im f2 = Im f si et seulement si E = Ker f ⊕ Im f

Exercice 3 (Centrale-Supélec TSI 2012 étendu)
1) a) Pour tout P ∈ R[X], ∆(P ) ∈ R[X]. De plus, ∀(P,Q) ∈ R[X]2 ∀λ ∈ R,

∆(λP +Q)(X) = (λP +Q)(X + 1)− (λP +Q)(X)
= λP (X + 1) +Q(X + 1)− λP (X)−Q(X)
= λ∆(P )(X) + ∆(Q)(X)

Donc ∆ est un endomorphisme de R[X].

b) Soit P ∈ R[X] de degré p > 0. Si P (X) =
p∑

k=0
akX

k, ∆(P ) est au plus de degré p et

∆(P )(X) =
p∑

k=0
ak(X + 1)k −

p∑
k=0

akX
k =

p∑
k=0

k∑
i=0

ak

(
k

i

)
Xi −

p∑
k=0

akX
k

• Le coefficient de degré p dans ∆(P ) est ap

(
p

p

)
− ap = 0

• Le coefficient de degré p− 1 dans ∆(P ) est ap

(
p

p− 1

)
+ ap−1 − ap−1 = pap 6= 0.

Ainsi, Si degP = p > 0, alors deg ∆(P ) = p− 1.

c) Soit P ∈ Ker ∆. Si degP = p > 0, alors deg ∆(P ) = p− 1 > 0 donc ∆(P ) 6= 0. D’où degP = 0.
Soit P ∈ R[X] de degré 0. Alors P constant, et ∆(P )(X) = P (X + 1) − P (X) = 0. D’où
P ∈ Ker ∆.
Donc Ker ∆ = {P ∈ R[X]|P constant} = R0[X].

d) D’après 1)b), si degP > 0, alors deg(∆(P )) = (degP )− 1.
Donc si degP = p > 0, alors deg ∆p(P ) = p− p = 0.
Ainsi, d’après 1)c), ∆p(P ) ∈ Ker ∆ puis ∆p+1(P ) = 0.
Par conséquent, si p 6 n− 1, ∆n(P ) = ∆n−p−1(∆p+1(P )) = ∆n−p−1(0) = 0.
Conclusion : Si P ∈ Rn−1[X], alors ∆n(P ) = 0.
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2) a) ∆n est linéaire comme restriction d’une application linéaire à un sous-espace vectoriel.
De plus, d’après 1)b), si P ∈ Rn[X] alors ∆(P ) ∈ Rn−1[X] ⊂ Rn[X].
Donc ∆n est un endomorphisme de Rn[X].

b)
• ∆(1) = 0
• ∆(X) = X + 1−X = 1
• ∆(X2) = (X + 1)2 −X2 = 2X + 1
• ∆(X3) = (X + 1)3 −X3 = 3X2 + 3X + 1

M3 =


0 1 1 1
0 0 2 3
0 0 0 3
0 0 0 0



c) On peut les calculer à l’aide de la matrice, ou bien directement.
Ker ∆n = Ker (∆|Rn[X]) = (Ker ∆) ∩ Rn[X] = R0[X]. Donc Ker ∆n = R0[X].
D’après le théorème du rang, dim Im ∆n = dimRn[X] − dim Ker ∆n = n + 1 − 1 = n. De plus,
d’après 1)b), Im ∆n ⊂ Rn−1[X], qui est de dimension n. Donc Im ∆n = Rn−1[X].

d) Montrons que tout polynôme P ∈ R[X] a un antécédent.
Soit P ∈ R[X], alors P ∈ Rn[X] pour un certain n (par exemple n = degP , si P 6= 0).
Donc P ∈ Im ∆n+1 d’après 2)c), c’est-à-dire ∃Q ∈ Rn+1[X]/ ∆(Q) = P .
Donc P admet un antécédent par ∆, et l’application ∆ est surjective.

3) a) E est non vide car 0 ∈ E. De plus, pour tout P,Q ∈ E et tout λ ∈ R, λP (0) + Q(0) = 0 donc
E est un sous-espace vectoriel de R[X]. 1

b) L’application ∆|E est linéaire comme restriction d’une application linéaire à un sous-espace vec-
toriel.
De plus, Ker ∆|E = Ker ∆ ∩ E = {0}. Donc ∆|E est injective.
Montrons la surjectivité. Soit P ∈ R[X]. D’après 2)d), il existe Q ∈ R[X] tel que ∆(Q) = P . Soit
un tel Q, posons Q0(X) = Q(X)−Q(0). Il vient

∆(Q0)(X) = Q0(X + 1)−Q0(X) = Q(X + 1)−Q(0)−Q(X) +Q(0) = P (X)

Donc Q0 est un antécédent de P dans E. Ainsi, ∆|E est surjective.
Conclusion : ∆|E est un isomorphisme de E sur R[X].

4) a) Notons f = ∆−1
|E : R[X]→ E. La suite récurrente (Nn) définie par

N0 = 1 et ∀n ∈ N∗, Nn = f(Nn−1) (1)

existe et est unique. De plus, (Nn) vérifie les relations données par l’énoncé. Réciproquement, si
(Nn) est une suite vérifiant la relation de l’énoncé, alors elle vérifie la relation (1), et est donc
égale à la suite récurrente que l’on vient de construire.
Donc il existe une unique suite de polynômes (Nn)n∈N telle que

N0 = 1 et ∀n ∈ N∗, ∆(Nn) = Nn−1 et Nn(0) = 0

b) Pour montrer que la suite de terme général un = 1
n!

n−1∏
k=0

(X − k) est égale à (Nn), il suffit de

prouver que u0 = 1 et un+1 = f(un). C’est-à-dire qu’elles ont même premier terme et vérifie la
même relation de récurrence :

u0 = 1
0!

−1∏
k=0

(X − k) = 1 (un produit vide est toujours égal à 1) 2

1. On peut aussi remarquer que E = Ker ϕ avec ϕ : P 7→ P (0).
2. On veut que

∏
i∈∅

ai

∏
i∈I

ai =
∏

i∈∅∪I

ai =
∏
i∈I

ai. Ce qui entraîne donc
∏
i∈∅

ai = 1 (dès que
∏
i∈I

ai 6= 0). De même,
∑
i∈∅

ai = 0.
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Pour tout n ∈ N, montrons que un+1 = f(un), c’est-à-dire que ∆(un+1) = 0 et que un+1(0) = 0.

∆(un+1) = 1
(n+ 1)!

(
n∏
k=0

(X + 1− k)−
n∏
k=0

(X − k)
)

= 1
(n+ 1)!

(
(X + 1)

n−1∏
k=0

(X − k)− (X − n)
n−1∏
k=0

(X − k)
)

= (X + 1)− (X − n)
(n+ 1)!

n−1∏
k=0

(X − k) = un

un+1 = 1
(n+ 1)!

n∏
k=0

(X − k) = X(X − 1) . . . (X − n)
(n+ 1)! donc un+1(0) = 0

Donc ∀n ∈ N, Nn(X) = 1
n!

n−1∏
k=0

(X − k)

c) Montrons que la famille (N0, . . . , Nn) est libre. Soit (λ0, . . . , λn) ∈ Rn+1 tels que
n∑
i=0

λiNi = 0.

Si (λ0, . . . , λn) 6= (0, . . . , 0), notons i0 le plus petit indice tel que λi0 6= 0. On remarque que i0 est
racine de Ni pour tout i > i0. Il vient donc

0 =
n∑
i=0

λiNi(i0) =
n∑

i=i0
λiNi(i0) = λi0

i0(i0 − 1) . . . (i0 − i0 + 1)
i0! = λi0

Donc λi0 = 0, ce qui est absurde. Ainsi (λ0, . . . , λn) = (0, . . . , 0).
La famille (N0, . . . , Nn) est donc libre (On pouvait aussi remarquer directement que (Ni) est une
famille de polynômes de degrés échelonnés, donc libre).
De plus (N0, . . . , Nn) contient n+ 1 éléments de Rn[X] de dimension n+ 1.
Par conséquent, la famille (N0, . . . , Nn) est une base de Rn[X].
D’après le résultat précédent, toute sous-famille finie de (Nn)n∈N est libre. Donc (Nn)n∈N est
libre.
De plus Vect (N0, . . . , Nn) = Rn[X], donc Vect (Nn)n∈N =

∑
n∈N

Rn[X] = R[X].

Ainsi, la famille (Nn)n∈N est libre et génératrice de R[X], donc c’est une base.

d) Par construction, ∆(Nn) = Nn−1 si n > 0 et ∆(N0) = 0. Donc M ′3 =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0


La matrice de passage de la base canonique à B′ est Mat (id ,B′,B). Il suffit donc de développer.

• N0 = 1
• N1 = X

• N2 = 1
2X(X − 1) = −1

2X + 1
2X

2

• N3 = 1
6X(X − 1)(X − 2) = 1

3X −
1
3X

2 + 1
6X

3

P =


1 0 0 0
0 1 −1/2 1/3
0 0 1/2 −1/3
0 0 0 1/6



e) Montrons que la propriété :

H(q) : ∀Q ∈ R[X] de degré q, Q =
q∑

n=0
∆n(Q)(0)Nn

est vraie pour tout q > 0.
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• H0 : C’est le cas d’un polynôme constant. ∆0 = id , donc ∆0(Q)(0) = Q(0) et H(0) est vraie.
• Hq =⇒ Hq+1 : Supposons H(q) vraie. Soit Q ∈ R[X] un polynôme de degré q + 1. Dans la
base (N0, . . . , Nq+1) il s’écrit

Q =
q+1∑
n=0

anNn (2)

Le polynôme ∆(Q) est de degré q, donc il se décompose en

∆(Q) =
q∑

n=0
∆n(∆(Q))(0)Nn =

q∑
n=0

∆n+1(Q)(0)Nn (H(q))

= ∆

q+1∑
n=0

aiNi

 =
q+1∑
n=0

an∆(Nn) =
q+1∑
n=1

anNn−1 (définition des Ni)

Donc pour tout n ∈ {1, . . . , q + 1}, an = ∆n(Q)(0).
En évaluant (2) en 0, il vient Q(0) = a0. Donc a0 = ∆0(Q)(0). Ainsi

Q =
q+1∑
n=0

∆n(Q)(0)Nn

• Conclusion : ∀q > 0 ∀Q ∈ R[X] de degré q Q =
q∑

n=0
∆n(Q)(0)Nn

f) Soit Q ∈ R[X] fixé. Notons S = {P | ∆(P ) = Q} l’ensemble cherché.

On suppose Q 6= 0, soit q = degQ. D’après ci-dessus, Q =
q∑

n=0
∆n(Q)(0)Nn. Posons

P0 =
q∑

n=0
∆n(Q)(0)Nn+1

Par définition des Nn, il vient ∆(P0) = Q. Cette formule est encore vérifiée lorsque Q = 0 (une
somme vide est nulle).

Par conséquent S = P0 + Ker ∆ =
{( q∑

n=0
∆n(Q)(0)Nn+1

)
+K | K ∈ R

}

g) Soit Q ∈ R[X] fixé, et P =
q∑

n=0
∆n(Q)(0)Nn+1. Ainsi, Q(x) = P (x+ 1)− P (x) pour tout x ∈ R.

On obtient une somme télescopique : pour tout n ∈ N∗,
n∑
k=0

Q(k) =
n∑
k=0

P (k + 1)−
n∑
k=0

P (k) = P (n+ 1)− P (0)

Calculons P tel que ∆(P ) = X2. On a ∆(X2) = 2X + 1 et ∆2(X2) = ∆(2X + 1) = 2, et

P =
2∑

n=0
∆n(X2)(0)Nn+1 = N2 + 2N3 = 1

2X(X − 1) + 1
3X(X − 1)(X − 2) = X(X − 1)(2X − 1)

6

En conclusion :
n∑
k=0

k2 = P (n+ 1) = n(n+ 1)(2n+ 1)
6

5) a) Soit Q ∈ R[X]. Montrons que la propriété :

H(n) : ∆n(Q) =
n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
Q(X + k)

est vraie pour tout n > 0.
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• H0 est l’égalité Q = Q.
• Hn =⇒ Hn+1 : Supposons H(n) vraie. Alors

∆n+1(Q) = ∆(∆n(Q)) = ∆
(

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
Q(X + k)

)
=

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
∆(Q(X + k))

=
n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
Q(X + k + 1)−

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
Q(X + k)

= Q(X + n+ 1) +
n∑
k=1

(−1)n−(k−1)
(

n

k − 1

)
Q(X + k)

−(−1)nQ(X) +
n∑
k=1

(−1)n−k+1
(
n

k

)
Q(X + k)

= Q(X + n+ 1) + (−1)n+1Q(X) +
n∑
k=1

(−1)n+1−k
((

n

k − 1

)
+
(
n

k

))
Q(X + k)

=
n+1∑
k=0

(−1)n+1−k
(
n+ 1
k

)
Q(X + k)

• Conclusion : ∀n > 0 ∆n(Q) =
n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
Q(X + k)

b) D’après 1)d), ∆n(Xr) = 0. Donc l’égalité 5)b) s’écrit

0 =
n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
(X + k)r

En multipliant par (−1)n et en remarquant que (−1)−k = (−1)k ×
(
(−1)−k

)2 = (−1)k, il vient

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(X + k)r = 0

6) a) 0 ∈ Cn donc Cn 6= ∅. Soit λ ∈ R et (g, h) ∈ C2
n.

(λg + h) ◦∆n = λg ◦∆n + h ◦∆n = ∆n ◦ (λg) + ∆n ◦ h = ∆n ◦ (λg + h)

Donc λg + h ∈ Cn.
Conclusion : Cn est un sous-espace vectoriel de L (Rn[X]).

b) Soit (g, h) ∈ C2
n.

g(Nn) = h(Nn) =⇒ ∀k ∈ {0, . . . , n} ∆k
n ◦ g(Nn) = ∆k

n ◦ h(Nn)
=⇒ ∀k ∈ {0, . . . , n} g ◦∆k

n(Nn) = h ◦∆k
n(Nn) (g, h ∈ Cn)

=⇒ ∀k ∈ {0, . . . , n} g(∆k(Nn)) = h(∆k(Nn)) (∆n = ∆ sur Rn[X])
=⇒ ∀k ∈ {0, . . . , n} g(Nn−k) = h(Nn−k) (Par définition des Ni)
=⇒ g = h ((N0, . . . , Nn) est une base de Rn[X])

Conclusion : ∀(g, h) ∈ C2
n g(Nn) = h(Nn) =⇒ g = h

c) Soit g ∈ L (Rn[X]). g(Nn) ∈ Rn[X] et (N0, . . . , Nn) base de Rn[X], donc qu’il existe des réels
a0, . . . , an tels que

g(Nn) = anNn + · · ·+ a0N0

Si de plus g ∈ Cn, pour tout k ∈ {0, . . . , n}, g(Nk) = g(∆n−k
n (Nn)) = ∆n−k

n (g(Nn)), donc

g(Nk) = ∆n−k
n (anNn + · · ·+ a0N0) = anNk + · · ·+ an−kN0
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Conclusion : Mat (g,B′,B′) =



an an−1 · · · a1 a0
0 an · · · a2 a1
... . . . . . . ...

...
... . . . an an−1
0 · · · · · · 0 an



d) Notons J =



0 1 0 · · · 0
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . 0
... . . . 1
0 · · · · · · · · · 0


∈ Mn+1(R) la matrice avec des 1 au dessus de la diagonale

et des 0 ailleurs. J est la matrice de ∆n dans la base B′.
On vient de montrer que tout endomorphisme g ∈ Cn a une matrice (dans B′) appartenant à
Vect (In+1, J, J

2, . . . , Jn), c’est-à-dire g ∈ Vect (id Rn[X],∆n,∆2
n, . . . ,∆n

n).
Ainsi Cn ⊂ Vect (id Rn[X],∆n,∆2

n, . . . ,∆n
n).

Réciproquement, ∆k
n ∈ Cn est immédiat 3, donc Vect (id ,∆n,∆2

n, . . . ,∆n
n) ⊂ Cn, d’où l’égalité.

De plus, la famille des (Jk)06k6n est libre (calculs immédiats 4).
Donc Cn est de dimension n+ 1, et (id Rn[X],∆n,∆2

n, . . . ,∆n
n) est une base de Cn.

e) Soit P ∈ R[X].

d ◦∆(P ) = d(P (X + 1)− P (X)) = P ′(X + 1)− P ′(X) = ∆ ◦ d(P )

Donc ∆ et d commutent.
Soit r > 0 tel que d ∈ Cr. Donc d = a0 id +a1∆r + · · ·+ ar∆r

r.
En évaluant en Nr+1 on trouve d(Nr+1)(0) = a0Nr+1(0) + · · · + arN1(0) = 0. Or 0 est racine
simple de Nr+1, donc d(Nr+1)(0) = N ′r+1(O) 6= 0, ce qui est contradictoire.
En conclusion, ∀r ∈ N∗, d /∈ Cr.

Exercice 4
1) Soit (α1, . . . , αk) ∈ Rk tels que

∀x ∈ E
k∑
i=1

αipi(x) = 0

Soit j ∈ J1, kK et xj ∈ Fj − {0} (xj existe car Fj non nul).
Par définition des projections (pi)i, pour tout i 6= j, pi(xj) = 0 et pj(xj) = xj donc

k∑
i=1

αipi(xj) = αjpj(xj) = αjxj = 0

Comme xj 6=, il vient αj = 0.
Donc ∀j ∈ J1, kK, αj = 0.
Conclusion : (p1, . . . , pk) est libre

2) La famille (p1, . . . , pk) est libre, et génératrice du sous-espace vectoriel Vect (p1, . . . , pk), donc c’est une
base de ce sous-espace.
Or cette famille contient k éléments.
Conclusion : Vect (p1, . . . , pk) est de dimension k

3. voir note 4
4. Dans une copie, il faut bien entendu écrire les calculs. J’ai la flemme.
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3) a) =⇒ Supposons que ∀i ∈ J1, kK, pi ◦ f = f ◦ pi.
Soit i ∈ J1, kK. Montrons que f(Fi) ⊂ Fi. (On écrit le début, la fin, et on essaye de faire apparaître
pi ◦ f ou f ◦ pi. Avec persévérance : si pi ◦ f ne veut pas apparaître, on essaye avec f ◦ pi)

x ∈ f(Fi) =⇒ ∃y ∈ Fi, f(y) = x

=⇒ ∃y ∈ Fi, f(pi(y)) = x (car y ∈ Fi donc pi(y) = y)
=⇒ pi(f(y)) = x (car fpi = pif)
=⇒ pi(x) = x

=⇒ x ∈ Fi

Donc ∀i ∈ J1, kK, f(Fi) ⊂ Fi.
⇐= Supposons que ∀i ∈ J1, kK, f(Fi) ⊂ Fi.

Soit i ∈ J1, kK. Montrons que pi ◦ f = f ◦ pi.

Soit x ∈ E. Comme E =
k⊕
j=1

Fj , on peut écrire x =
k∑
j=1

xj avec xj ∈ Fj . Par linéarité de f ,

f(x) = f

 k∑
j=1

xj

 =
k∑
j=1

f(xj)

Comme f(Fj) ⊂ Fj , f(xj) ∈ Fj . Donc

pi(f(x)) = pi(f(xi)) = f(xi)

De plus, pi(x) = xi donc f(pi(x)) = f(xi). Ainsi, pi(f(x)) = f(pi(x)).
Par conséquent pi ◦ f = f ◦ pi.
Finalement : ∀i ∈ J1, kK, pi ◦ f = f ◦ pi.

Conclusion :
(∀i ∈ J1, kK, pi ◦ f = f ◦ pi)⇐⇒ (∀i ∈ J1, kK, f(Fi) ⊂ Fi)

b) Soit B = (e1, . . . , en1 , en1+1, . . . , en2 , . . . , enk
) une base de E adaptée à la décomposition de E

suivant les Fi.
D’après 3)a), f laisse stable tous les Fi, donc

∀i ∈ J1, kK, ∀p ∈ Jni−1 + 1, niK, f(ep) =
ni∑

j=ni−1+1
ap,jej

(Avec n0 = 0)
En notant Ai = (ap,j)ni−1+16p,j6ni , la matrice de f dans cette base est donc diagonale blocs :

Mat (f,B) =


A1 0 · · · 0

0 A2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 Ak


4) a) Soit u, v ∈ ∆ et λ ∈ R.

∀g ∈ Vect (p1, . . . pk), (λu+v)◦g = λug+vg = λgu+gv = g◦(λu+v) (Par linéarité de g)

Donc λu+ v ∈ ∆. De plus O ◦ g = 0 = g ◦ 0, donc ∆ 6= ∅.
Conclusion : ∆ est un sous-espace vectoriel de L (E) donc un R-espace vectoriel
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b) Soit B une base adaptée à E =
k⊕
i=1

Fi.

Si f ∈ ∆, alors f commute avec chacun des pi.
Ainsi, d’après 3)b), tout f ∈ ∆ a une matrice diagonale blocs dans la base B, avec k blocs de
taille n2

i . Posons ϕ(f) = (A1, . . . , Ak) la liste de ces blocs.
Montrons que ϕ : ∆→Mn1(R)× · · · ×Mnk

(R) est un isomorphisme.
L’application ϕ est un morphisme par construction de la matrice d’une application linéaire dans
une base.
Injectivité : Soit f ∈ ∆ tel que ϕ(f) = 0. Donc f a pour matrice la matrice nulle, donc f = 0.
Ainsi, ϕ est injective.
Surjectivité : Toute matrice diagonale blocs de ce type définit dans la base B un endomorphisme
f qui laisse stable chacun des Fi, donc qui commute avec les pi, puis par linéarité avec tout g ∈ ∆.
Donc tout élément de Mn1(R)× · · · ×Mnk

(R) a un antécédent par ϕ.
Finalement, ϕ est un isomorphisme.
Conclusion : dim ∆ = dim(Mn1(R)× · · · ×Mnk

(R)) = n2
1 + · · ·+ n2

k

Exercice 5
Soit f(x) =

∫ +∞

0

Arctan (xt)
1 + t2

dt.

1) Soit x ∈ R fixé. La fonction t 7→ Arctan (xt)
1 + t2

est continue sur [0,+∞[.

Montrons qu’elle est intégrable en +∞. Comme |Arctan | 6 π

2 ,

∀t ∈ [0,+∞[
∣∣∣∣Arctan (xt)

1 + t2

∣∣∣∣ 6 π/2
1 + t2

Or π/2
1 + t2

∼ π/2
t2

, qui est intégrable en +∞ (Riemann, α = 2 > 1).

Donc par équivalent t 7→ π/2
1 + t2

est intégrable en +∞.

Donc par majoration t 7→ Arctan (xt)
1 + t2

l’est aussi.

Conclusion : La fonction f est définie sur R
2) Soit a ∈ R∗+ et Da =]−∞,−a] ∪ [a,+∞[.

Posons ϕ : [0,+∞[→ R+ définie par ϕ(t) = t

(1 + t2)(1 + a2t2) .

La fonction ϕ est continue sur [0,+∞[ et en +∞, ϕ(t) ∼ t

t2a2t2
= 1
a2

1
t3

intégrable d’après Riemann
(3 > 1) donc ϕ intégrable.

Soit h(x, t) = Arctan (xt)
1 + t2

. Appliquons le théorème de dérivation sous le signe somme pour x ∈ Da :

• Pour tout t ∈ [0,+∞[, la fonction x 7→ h(x, t) est C 1 sur Da et sa dérivée est

x 7→ ∂h

∂x
(x, t) = t

(1 + t2)(1 + (xt)2)

• Pour tout x ∈ Da, la fonction t 7→ h(x, t) est intégrable sur [0,+∞[ d’après 1),

la fonction t 7→ t

(1 + t2)(1 + (xt)2) est continue sur [0,+∞[.

• La fonction ϕ définie ci-dessus est intégrable sur [0,+∞[ et

∀(x, t) ∈ Da × [0,+∞[
∣∣∣∣∂h∂x(x, t)

∣∣∣∣ 6 t

1 + t2
× 1

1 + (at)2 = ϕ(t)
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Donc, d’après le théorème de Leibniz de dérivation sous le signe somme,

la fonction f est C1 sur Da et f ′(x) =
∫ +∞

0

t

(1 + t2)(1 + (xt)2) dt.

3) La fonction f est C 1 sur chaque ensemble Da, pour tout a ∈ R∗+.
Donc elle est C 1 sur R∗ =

⋃
a∈R∗+

Da.

12


