Lycée La Prat’s Vendredi 15 novembre 2013
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 3

Correction

Exercice 1 (PT 2013 C)

1)

2)

3)

La fonction sin est de classe €' sur R, et sa dérivée est cos, qui est bornée (en valeurs absolues) par

1. Donc I'inégalité des accroissements finis entre 0 et ¢ € RY s’écrit

|sin(t) —sin(0)| < 1 x [t — 0]

| sint|
<

Ainsi, en divisant par ¢ > 0, | Pour tout réel ¢ strictement positif, <1

Soit x € R fixé.
, . e Ttgint .
e Etude de f : La fonction ¢ : ¢ — — est continue par morceaux sur |0, +00].

e *tsint
|~ ﬁ 1 donc la fonction ¢ est prolongeable par continuité en 0, et I'intégrale
—

t

EnoO:

converge.

| sin t

En +o00 : D’apres 1), < 1 donc |p(t)] < e, qui est intégrable au voisinage de +oo d’apres
le critere des exponentielles (z > 0).

+00 e~ Tlgin ¢
Conclusion : L’intégrale / ————— dt est absolument convergente, donc convergente, et f(z)
0

existe.
, . e *cost .
e Etude de ¢ : La fonction t — ———— est continue par morceaux sur [0, +oo[.
—_— x
e~ cost 1 . . L . S N
De plus, | —| < —e™**, qui est intégrable au voisinage de 400 d’apres le critere des exponen-
tielles (x > 0).
. e oo e~ cost
Conclusion : L’intégrale ——— dt est absolument convergente, donc convergente, et g(x)
0 x
existe.

Finalement : | Les fonctions f et g sont définies sur R’

Soit @ un réel strictement positif. Appliquons le théoréeme de Leibniz de dérivation des intégrales
dépendant d’un parametre sur U'intervalle D = [a, +00[, qui nous donne directement que la fonction
est de classe €' (et donc continue).

. . e Ttgint
Soit A : [a,+00[%]0, +00[— R définie par h(z,t) = ———
e Pour tout t €]0, +o0[, la fonction z +— h(x,t) est €' sur [a, +-00] car exponentielle I’est.
e Pour tout z € [a, +o00[, la fonction ¢t — h(z,t) est intégrable sur |0, +oo[ d’apres 2).

i oh —te %lsint —at . .

Pour tout x € [a,+o0], la fonction t — —(z,t) = ———— = —e *’sint est continue par

Ox t
morceaux sur |0, +o0].

e La fonction o(t) = e~ est intégrable sur |0, +oo[ d’aprés le critére des exponentielles (a > 0) et

\V/(.T,t) € [(l,—i—OO[X]O, +OO[ ’g:z(x,t)‘ = |Sint‘67xt < eiat = Sp(t)
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Donc, d’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme,
+00
La fonction f est de classe €' sur [a, +oo[ et f'(z) = —/ e “'sint dt.
0
+o0 e~ cost 1 froe o
On remarque que, pour tout z € R, g(z) = /0 — dt = 5/0 e " cost dt (par linéarité).

4)

5)

Nous allons avoir besoin de la fonction ¢(t) = te™*, définie sur [0, +oo[. ¢ est continue par morceaux,
et par croissance comparée, comme a > 0,

2 __ 43 _—at

1
Donc par définition de la limite, il existe ¢y > 0 tel que V¢ > to, [t2p(t)| < 1, puis |@(t)| < 2

1
Or 2 intégrable en +o0o (Riemann, o = 2 > 1), donc par majoration ¢ est intégrable.

FEvitez de mettre la preuve de l'intégrabilité de la fonction ¢ au milieu du théoreme, lorsqu’il y a plus d’un mot
a dire (par exemple, au-dessus, c’est immédiat (critére des exponentielles), pas de probléme).

Soit h : [a, +00[x]0, +0o[— R définie par h(x,t) = e ** cost.

e Pour tout ¢ €]0, +o0[, la fonction = — h(z,t) est €' sur [a, 4+00] car exponentielle I’est.

e Pour tout z € [a,+o0[, la fonction ¢t — h(z,t) est intégrable sur ]0, +oo[ d’apres 2).

Pour tout = € [a,+oo], la fonction ¢ — a—(m,t) = —te *"cost est continue par morceaux sur
T

10, +o0l.
e La fonction ¢(t) = te™

 est intégrable sur |0, +oo| (ci-dessus) et

V(z,t) € [a, +00[x]0, 4+00] ‘gh(x,t)‘ =te | cost| < te” ™ = p(t)
x

“+o0o
Dongc, d’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme, la fonction x +— / e costdt est de
0
1 oo
classe € sur [a, +0o[ et sa dérivée est x — —/ te™ " cost dt.
0

1
Ainsi, comme produit de fonctions € sur [a, +00[ (z — — est 1),
x

La fonction g est de classe €' sur [a, +o0].

Comme f et g sont €' sur [a, +o0o[ pour tout a > 0, elles sont €' sur ]0, +-00[. Soit x > 0 fixé.
Pour X > 0, on integre par partie :

. X _ .
X el cost e Tlsint X e X gin X X
——dt=|—| + e sintdt = — + e “sintdt
0 T x 0 X 0
0 ——
0
X —+o0
Jlinsiste lourdement : il ne s’agit pas de f'(x) et g(x) pour Uinstant !

Donc en passant a la limite pour X — 400 :

Les questions de calculs d’intégrales ne sont jamais complétement affreuses. On peut s’en sortir par une IPP,

mais le calcul direct comme en sup marche ausis.

+o0 .
Soit x > 0. f'(z) = —/ e 'sint dt, c’est donc la partie imaginaire de l'intégrale de e”“'e" =
. 0
eIt que l'on peut sortir de 'intégrale par linéarité et continuité de la partie imaginaire. De plus
—_ it +oo
/+Oo e(—:C-!-i)t dt = & — 1 .
0 —x 41 0 —X +1




DST 3

Par majoration, | lim f(z)=0|
r—+00

Jusqu’ici, le sujet pose les mémes questions que [’exercice 28. Transformée de Laplace... No comment.
1
7) D’apres 5), f est une prlmltlve de T donc de la forme K — Arctan .
T

De plus, d’apres 6), Eﬁl flz)=0=K — g, donc K = g Ainsi,
xX o

Va >0, flz) = g — Arctan z

8) a) Ceci relevait, pour vous, de la question de cours.
B’ sint ¢ sint
Etudeent=0: — ~ ;= 1 donc t — T est prolongeable par continuité, et par conséquent
intégrable en 0.

Etude en ¢ = 400 : Soit T > 1. Effectuons une intégration par parties.

/T sintdt: [cost T+/T COStdt
1t t 1 1 t2

cosT
— cos 1) = cos 1 et donc existe.

Or, comme cos est bornée, lim
T—+o0

cost 1 T2 cost

De plus 2 < 7 qui est intégrable en +00 d’apreés Riemann, donc par majoration / R
1
est absolument convergente.
. . T sint . o Foo
Conclusion. lim —— dt existe : | L’intégrale / —— dt converge
T—+o00 J1 0 t
—14(t+1)e?

b) La fonction ¢ est €' comme composée de fonctions € sur |0, +o00[, et ¢'(t) = 2
l—e  1—1+4+t+o(t)
B t
De méme () —1+41 —t+t;2+t_t2+o(t2) Y

t 2
Donc, d’aprés le théoréme du prolongement 47,

Au voisinage de t =0, ¢(t) = ~ 1 donc %in% ©(t) existe et vaut 1.
—

¢ est prolongeable par (0) = 1 en une fonction €' sur R.

c) On effectue le changement de variable u = xt, sans probléme vu que z # 0.

d) D’apres b), ¢ est €' sur [0, 400, on peut donc effectuer une intégration par partie (X > 0) :

/OX p(u) sin (%) du = {—gp(u)x cos (Z)]: + /OX ¢ (u)x cos (%) du

1. Vous savez, le truc défini a une CONSTANTE prés
2. Vous avez fait largement pire comme DL...
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)

De plus, X < ’1 _ e_X‘ > 0, donc {—cp(u)x cos (;L)r( — p(0)z = x.
0

(X) cos (;> X X400 X —+400

Lorsque X — 400, l'intégrale du membre de gauche est h(z) = a — f(z), qui est donc une
intégrale convergente comme combinaison linéaire d’intégrales convergentes.

De plus, le crochet converge (ci-dessus, vers x), donc 'intégrale du membre de droite converge

aussi, et il vient
+oo +oo
/0 ©(u) sin (%) du =2+ :E/O ¢’ (u) cos (%) du

On veut une constante K, c’est-a-dire qu’on veut se débarrasser du x qui traine dans lintégrale.

Pour tout u > 0, [u?¢'(u)| = | — 14 (u+ e ¥ <1+ (1 +u)e ™ 1
U—r+00
Donc, par définition de la limite (pour ¢ = 1), il existe ug > 0 tel que pour tout u > wup,

2
0 < u?y/(u) < 2, puis 0 < ¢ (u) < "l qui est intégrable en +oo d’aprés Riemann (o =2 > 1).

Ainsi, ¢’ intégrable sur [0, 4+o0], donc
+oo U +o0 U
/ /
/0 ©'(u) cos (;) du| < /0 ’go (u) cos (5)

400
En posant K =1+ / ¢’ (u) du, P'égalité obtenue en d) nous donne
0

+00
du < / ¢ (u) du
0

lh(z)| <z +2 /()+OO ¢'(u) cos (E> du

+oo
<:E+l‘/ ¢'(u) =Kz
x 0

D’apres la question e), l%m#o h(z) = 0. Il reste a vérifier la valeur de h(0) :
z—0,z

+oo 1 — —0t
h(O):/ Tesintdtzo
0

Donc li(I)Ilh =0=h(0), et ‘h est continue en O‘

Comme ’énoncé le suggere au 8)a), h(x) = o — f(x). On en déduit donc lir% f(z) =al.
T—r

9) D’apres 7), pour tout x > 0, f(z) = g — Arctan z. De plus, d’apres 8)f), lin}) f(z) = a. Donc
Tr—r

. ™ ™
916136 (5 — Arctan a:) =3 "

+oo gint
[,
0

Exercice 2 (D’aprés E3A PSI 2013 A et Centrale PC 2013 1)

X
1) Pour X > 0,/
0

™

1 X
Ty du = [Arctan (u)]y = Arctan (X) m 9"

too 1 T
Donc / du converge et vaut 5"
0

X by X
. A A X _
De méme, /0 2 du /0 5 (/)2 du = [Arctan (u/\)]g = Arctan (X/\) ———

14 u?
T

1/ m
X—+oc0 2

foo A T
Donc / du converge et vaut 5
0

)\2+U2

Par conséquent I'intégrale de I’énoncé converge comme combinaison linéaire d’intégrales convergentes,

et,

+oo 1 A
_ du =
/0 <u2+1 u2+)\2> u=0
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2)

3)

4)

a) |1 —ze? = (1 —ze?)(1 —ze™™) =1 — 2z cos(t) + 2. Donc | |1 — ze'| = \/1 — 2z cos(t) + 22

b) D’apres 1), 1 — 2z cos(t) + 2 = |1 — ze*|*> > 0 (comme module).
De plus, 1 — 2z cos(t) + 22 = 0 si et seulement si 1 — ze’ = 0, ce qui implique entre autre
|ze'| = |z| = 1.

Finalement, | Si 2 est un réel différent de 1 et —1, alors 1 — 2z cos(t) + 2 > 0 pour tout t € R

c) e Soit ¢(t) = In(sint). La fonction ¢ est définie et continue sur ]0, 7| (sin > 0 sur cet intervalle).
Etude en 07 : o(t) = In(t + o(t?)) = In(t(1 + 0(1))) = In(t) + In(1 4 o(1)) ~ In(t).
—_———
Eﬂn(l):o
Or In(t) est intégrable en 0 (primitive ¢Int¢ — t). Donc, par équivalent, ¢ est intégrable en 0.
Etude en 7~ : ¢(m — h) = In(sin(m — h)) = In(sin(h)) = ¢(h), or ¢ intégrable en 0, donc ¢
intégrable en 7.

™
Conclusion : / In(sint) dt converge
0

e Soit ¢(t) = In(1 — cost). La fonction ¢ est définie et continue sur |0,7] (1 — cos > 0 sur cet
intervalle). On procéde comme ci-dessus.
Etude en 07 : o(t) = In (1—(1—t*/2+0(t?))) = In(t*(1+0(1))) = 2In(t) +1In(1+o(1)) ~ In().
Donc, par équivalent, ¢ est intégrable en 0.

™
Conclusion : / In(1 — cost) dt converge
0

™ ™
e Le changement de variable u = 7 — ¢ s’écrit / In(1+cost)dt = / In(1 —cosu) du, or d’apres
0 0

ci-dessus, 'intégrale en u converge, donc

s
/ In(1 + cost) dt converge
0

d) Soit ¢(t) = In(1 — 2z cos(t) + x?).
Cas z ¢ {—1,1} : Pour z différent de —1 et 1, d’aprés 2)b), (1 — 2z cos(t) + z2) > 0 pour tout
t € [0, 7]. Donc ¢(t) bien définie (et continue) sur [0, 7].

™
L’intégrale / In(1 — 2z cos(t) + 2?) dt n’est donc pas impropre, et converge.
0

Cas z € {—1,1} : On retrouve les deuxiémes et troisiemes intégrales du 2)c), qui convergent.

s
Conclusion : | Pour tout x € R, l'intégrale / In(1 — 22 cos(t) + x?) dt converge.
0

Pour z = 1, nous avons déja montré en 2)c) que h(1) = h(-1).
Pour x ¢ {—1,1}, effectuons le méme changement de variable u =7 —t :

0 T
h(z) = /7r In(1 — 2z cos(u — ) + 2?)(—1) du = /0 In(1 + 2z cos(u) + 2?) du = h(—=)

Donc ‘ La fonction h est paire. ‘

De plus, | h(0) = / In(1 — 2 x 0 x cos(t) + 0?) dt = / In(1)dt =0
0 0

Soit a €]0, 1[. Appliquons le théoréme de Leibniz de dérivation des intégrales dépendant d’un parametre
sur l'intervalle D = [0, a].

Nous allons avoir besoin de I'inégalité suivante :
V(z,t) € [0,a] x [0, 7], 1—2zcos(t)+a2>1-2zx4+2>=1—-2)2> (1 - a)?

(On se rappelle que, d’apres 2)a), 1 — 2z cos(t) + 22 > 0).

Soit g : [0,a] x [0, 7] — R définie par g(z,t) = In(1 — 2z cos(t) + z2).
Les intégrales sont toutes sur un segment.

e Pour tout t € [0, 7], la fonction z ~— g(z,t) est € sur [0, a].
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5)

6)

e Pour tout = € [0, a], la fonction ¢ — g(x,t) est intégrable sur [0, 7] d’apres 2) (de toute facon, c’est
une intégrale sur un segment).

0 2cos(t) +2
Pour tout = € [0, a], t — a—i(z, t) = T ;ZS(EOZ (;L) f;ﬁ est continue par morceaux sur [0, 7.

242

e La fonction ¢(t) = (1+()IQ constante est évidemment intégrable sur [0, 7] (segment) et
—a

g 2| cos(t)| + 2z 2+ 2a
V(z,t) € [0,a] x [0, izt < < — ot
(z,) € [0, a} x [0, 7] ‘G:B(x )’ 1—2zcos(t)+ 22 = (1—a)? #lt)

Donc, d’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme,

2 t)+2
cos(t) + 2x g4t

La fonction h est de classe €' sur [0,a] et h/(z) = —/0 T~ 2w cos(t) £ 22 O

De plus, comme h est €' sur [0,a] pour tout a €]0, 1], elle est €' sur I'union de ces segments :

h est €1 sur [0,1]

t + tan(t/2) est un C' difféomorphisme de ]0, 7| dans ]0, +oo[. C’est donc un bon changement de
variable (on a ici des contraintes plus grandes sur le changement de variable car il n’est pas défini
1 —u?
14+ u?

sur le segment et introduit donc des intégrales impropres). En remarquant que cos(t) = ol

2du

S Tre ?

u = tan(t/2) et comme (c’est une identité formelle) dt

g x — cos(t) [T (x—1)+u?(z+1)
/0 T 9mcos(t) +22 0~ /0 Ot u)((+ )22+ (1 -2 ™

11 suffit alors de factoriser par (z + 1) au numérateur et par (z + 1)2 au dénominateur pour, en posant
1—=z

A = ——, obtenir
1+

/7r x — cos(t) ; 2 /+°° u? — \ i

— U
0o 1—2xcos(t)+ x2 r+1Jo  (u2+A2)(u2+1)
Une réduction au dénominateur commun donne

1 A (1—XN)(u? = )\)

w41 w2+ (W2 + 1) (w2 + N2

2x 2 1
Comme 1 = 1— ), dans le cas ou x # 0 (cela n’intervient qu’ici) on a ———————— = — et ainsi

g (x+1)(1=X) =

/7r x — cos(t) dt_1/+°°< 1A )
0o 1—2xcos(t)+22 o uZ4+1 w2+ N2

[UPS]
D’aprés la question 3), la fonction A est paire, et d’aprés la question 4) elle est €1 sur [0, 1[.
Donc par parité, | h est de classe €' sur | — 1,1]

D’apres 1), l'intégrale du membre de gauche est nulle, donc pour tout = €]0, 1[, h'(x) = 0. De plus, h’

est continue sur [0, 1] d’apres 4), donc h'(0) = 0 aussi. Par parité, | ' (z) = 0 pour tout = €] — 1,1]

Par conséquent, h est constante sur | — 1, 1[. Or d’apres 3), h(0) = 0.
Conclusion ’ h=0sur]|—1, 1[‘
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7) Soit z # 0.

h(l/z) = /Oﬂln (1—zcos(t)+i) dt

x 22

_ /7r In (1‘2 — 2x cos(t) + 1) g4t

2

= /ln1—2xcos -I—JJ dt — /ln dt

h(1/z) = |h(z)—2r1n|a]

1
8) Comme h =0 sur | —1,1] d’apres 6), et que x €] — 0o, —1[U]1, +o0o[ implique — €] — 1,1], la question
x

précédente s’écrit

Vo €] — o0, —1[U]1,+00[,  h(z) = h(1/z) + 27 In 2| = 2 In|a]]

9) a) Comme sin(m — t) = sin(¢), il vient

/ In(sint) dt = /5 In(sint) dt + / In(sint) dt = 2 /5 In(sint) d¢
0 0 z 0

De plus, comme sin(7/2 —u) = cos(u), (I'intégrale en cos converge via le changement de variable)

/ In(sint) /ln CcoS U du—/ In(cost)

Conclusion : / In(sint) dt = 2 /5 In(sint) dt = 2 /5 In(cost) dt
0 0 0

b) De plus, avec u = 2t,

/ In(sinu) du = 2/i In(sin 2t) dt
0 0

= 2/5 In(2sintcost) dt

In2
= 2<7rn / In(sint) dt—l—/ In( cost)dt)

= 7r1r12—i—4/5 In(sint) d¢
0

= 7r1n2+2/ In(sint) d¢
0

™
Par conséquent / In(sint) dt = —wIn 2.
0

c) Par parité, les intégrales sont égales, et leurs somme vérifie

™ s ™
/ In ((2—2 cost)(2+2 cos t))dt = / In(4(1—cos?t))dt = 2rIn 2+/ 2In(sint)dt = 2rIn2—27ln2 =0
0 0 0

Ainsi / In(2 —2cost) dt = / In(2+4 2cost)dt =0
0 0

10) En résumé :

h(z) = 0 Sixe[-1,1]
= 2mln|z| Siz e R\[-1,1]
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Exercice 3 (Agro 2008, extrait )

1) Soit P(X) = apX" € R[X] avec a, # 0.
k=0

ag
k: + 1 z—0 ap = P(0)

1 # 0, donc elle est bien .

2l y avait quelque chose (fonction polynomiale) a

Vz € R* f’ /P

Donc P est bien une ‘fonction polynomiale ‘ De plus
n

x+ 1

Au derniéres nouvelles, l n’est pas un polynome, ni :
prouver dans cette qur/sl,/"jm. en plus de la question x = (V;.

2) Soit P € R[X]. D’apres 1), ¢(P) € R[X].
De plus, par linéarité de I'intégrale, V(P, Q) € R[X]?, VA € R,

vreR, YOP+Q@ = [(OP+Qa =2 [Pa)d [T d = M(P)@)+ Q)

De méme en 0 : (AP 4+ Q)(0) = P(0) + AQ(0) = A(P)(0) + ¥(Q)(0). Donc 1 est linéaire.
Conclusion : ‘¢ est un endomorphisme de R[X]. ‘

3) D’apres 2), g, [x] est linéaire. De plus, deg P = deg P d’aprés 1), donc P € E = PcE.

Ainsi, ‘gp est un endomorphisme. ‘

1 0 0
Comme ¢(X*) = ——X* 1a matrice M de ¢ dans la base canonique est M = |0 1/2 0
E+1
0 0 1/3
3
4) Soit (ay, a9, a3) € R? tels que Z a, P = 0.
k=1
En évaluant en = 1, x = —1 (racines...) et © = 0, on obtient le systéme :
4043 = 0
4oy = 0 = a1=as=a3=0

o] — Q9 + a3 0

Donc la famille &' = (Py, P», Ps) est libre.
De plus Card ' = 3 = dim E. Ainsi, | La famille &' = (Py, P2, P;) est une base de E.

3
5) %' est une base de E, donc il existe un unique (o, az, ag) € R? tels que Z oL P, = P.
k=1
D’apres ci-dessus, en évaluant en =1 et # = —1 il vient ag = P(1)/4 et a3 = P(—1)/4. De plus

3
=3 apPi(1) = aaPy(1) + agPs(1) = 202 + 203

Donc ap = (2P'(1) — P(1))/4.
Ainsi, | Les coordonnées de P sont (P(—1)/4, (2P'(1) — P(1))/4, P(1)/4).

Exercice 4 (CCP PC 2008 Maths 2, extralt?
1) Pour tout (z,t) € R x [0, 1[, posons ¢, (t) = (1 —t?)® (1-#) Pour que ¢, soit définie, il faut (et
il suffit) que ce qui est dans le logarithme soit strictement positif, c’est-a-dire que [¢| < 1.
Soit x € R fixé. La fonction ¢, est continue par morceaux sur [0, 1].

1
Etudeent=1: (1 —h)=(1— (1 —-h)>*=hr%2—h)* ~h® = e Qui est intégrable (en h = 0)
si et seulement si —x < 1, d’apres Riemann.

Donc ¢, intégrable sur [0, 1] si et seulement si z > —1.

En conclusion, ‘Le domaine de définition de S est Z =] — 1, +o0]. ‘
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2) a) Soit a €] — 1, +o0o[. Appliquons le théoréeme de Leibniz de dérivation des intégrales dépendant
d’un parameétre sur l'intervalle D = [a, +00[.

Nous allons avoir besoin de I'intégrabilité de ¢(t) = — In(1—#%)(1—t2)% sur [0, 1[. Posons t = 1—h :

Inh
h—(l

In(1—(1—-h)?)(1—-(1—h)2**=(>In(h) +1In(2 — h))h*(2 — h)*

On se retrouve dans le cas d’une y'nf/(]/u/( de Bertrand. Etude rapide.

1 h a
Or, comme a > —1, % >Oeth In —n't

In h —— 0 par croissance comparée.

h—0
Inh 1
Par définition de la limite, 3ho €]0, 1], VA €]0, hol, hnf < —
=
1—a 1 Inh
Or <1 (—a < 1), donc par Riemann — intégrable et par majoration = aussi.
h 7

Conclusion : ¢ est intégrable sur [0, 1].

Soit g : [a, +00[x[0, 1[— R définie par g(z,t) = (1 — %)% = @ In(1=1%)

e Pour tout t € [0,1], la fonction x +— g(z,t) est €' sur [a, +oo.

e Pour tout = € [a, +0o0[, la fonction ¢ — g(z,t) est intégrable sur [0, 1] d’apres 1).
g

Pl

Pour tout = € [a, +oo[, la fonction ¢ — x,t) = In(1—1%)(1 —t?)* est continue par morceaux
sur [0, 1].

e La fonction ¢ est intégrable sur [0, 1] (d’apres ci-dessus) et
V(z,t) € [a,+o0[x][0,1] ’ai(m t)‘ < |In(1 = 2)[(1 — t3)* = (1)

Donc, d’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme,

La fonction S est de classe €1 sur [a, +00[ et f'(z / In(1 —t*)(1 — t3)* dt.

De plus, comme 3 est €' sur [a,4o00[ pour tout a €] — 1,400, elle est €' sur 'union de ces
segments :

B est €' sur | — 1, +o0|

b) Etudions le signe de £’ : In(1—#%) < 0 et (1—#%)® > 0 sur |0, 1[, donc par croissance de 'intégrale,
B (z) <0.
De plus, comme la fonction intégrée est continue, de signe constant (négatif) et non nulle, I'inté-
grale ne peut pas étre nulle : 8'(z) # 0.

Conclusion : 8 < 0 et ’6 est strictement décroissante sur @‘
3) (UPS)

a) Soit T' € [0 1]. Procédons & une intégration par parties :

{u(t) = (1 —t?)**! {u’(t) = (x4 1)(=2t)(1 — t?)"

oll u, v sont de classe C* sur le segment [0 T]. On a :

T T T
/ (1—t>)*Tdt = [(1—t2)”1t]§—/ (x+1)(—2t)(1—t2)””tdt:(1—T2)x+1T—l—2(x+l)/ t2(1—t*)* dt
0 0 0

T T
— _ 2yz+1 T _ _ $2\z+1
= (1—T%)""T 4+ 2( +1)( /(1 %)t dt+/0 (1

0

On a, puisque z +1 >0 : (1 —T%)**! T—1> 0 d’ou, en passant aux limites lorsque T'— 1~
I

Blx+1) =2(x+1)( =Bz +1) + f(x)),



DST

c’est-a-dire :
(2x 4+ 3)B(x+1) = 2z + 2)B(x),

———
£0
d’ou
2x + 2
-1 1) =
Vr €] + oo, Blx+1) 2x+36(3§)

b) e Ona: p(0)= | 1dt=
0
e Comme [ est continue en 0 (cf. I1.2.), on a :
2
_ 2 1) — st

o 20 4+ 2 e — z——1t
N—— -1

Blx)

—+00
c) e On a, pour tout n € N* :
2n 2n  2n -2 2n 2n-2 2

= —1) = —2)=..= ez
bn) = g1 =V =57 2, 1P —2) nrim—1 3°0
o @n)@2n-2)---2  (2n)(2n-2)---2)°  (2mnl)?
@2n+1)(@2n—-1)---3 (2n + 1)! C(2n+ 1)
e On déduit de la formule de Stirling :

2 n n

B(n) 2 "(E) 2mn 92n+1,2n+1 ( m >2n+1 er
R e e S I R e e R e T a)
Ona: 2 2n+1 1 2n+1
( i ) = (1 — ) lime_l,
2n+1 2n+1

d’ou :

1 er 1

nz@g\/QTrQn - Qﬁ\/ﬁ

B(n)

e Il en résulte : f(n)limO0.
e Puisque [ est (strictement ) décroissante, on a, pour tout x €] —1 + oo :

B(E(z)+1) < B(z) < B(E(z)).

D’apres ci-dessus, comme F(z) est un entier et que E(x) o oo, ona:
T—>+00

B(E(x)+1) —— 0 et [(E(x)) —— 0,

T—r+400 T—r+400

d’ou, par encadrement :

d) e Ona:
6(—%) :/01(1—152)édt:/olx/ll_iﬁdt:[Arcsin(t)]}):;T.

e On en déduit, pour tout n € N* :

1 2n —1 1 2n—12n -3 1 1
ﬁ(_§+"): on ﬂ(_iJr”—l):"‘: om 2n—1"'§5(_§)
_ (2n—-1)(2n—3)---17 (2n)! (2n)! (2n)!m

(2n)(2n —2)---2 2 ((2n)(2n —2) - 2)2 2 (2mal)22  22n-1(ph)2’

FIN DE L’EPREUVE
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