Lycée La Prat’s Vendredi 16 novembre 2012
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 3

Correction

Exercice 1 (D’aprés Centrale TSI 2012)

Partie 1
1) Soit = un réel strictement positif fixé.

efa:t

a) L’application t — est continue par morceaux sur [1, 4o00].

e—a:t

Comme z >0, lim e ® =0 et donc par croissance comparée lim ¢ = 0.
t——+4o00 t—-+o0
e—a:t
Ainsi, par définition de la limite, il existe A > 1 tel que pour tout t > A, |2 < 1, et donc
et 1
to| T
+oo —at
Or d’aprés Riemann 2 intégrable au voisinage de +oco, donc l'intégrale / dt est absolu-
1
ment convergente donc
11 . et
b) Pourtoutte[1,+oo[,t>1don00<¥<?dou 0< " <e ™|
c) En intégrant entre 1 et X > 1 'inégalité précédente, on a
X _—at X X
e 1 1 1
0 g/ dt </ et = |——e ™| = ——e ™ 4 =
1 t 1 T 1 T T

N

oo ,—at +oo -t 1
L’intégrale / " dt converge d’aprés 1)a) donc, lorsque X — 400, |0 / " dt < -
1 1 T

d) Effectuons un développement limité en 0 :

et —eot I s o(t)— (1 —at) (x—1)t+o(t)

= =z—1+0(1
t t t (L)
-t _ e—zt
Ainsi | lim —— =z —1
t—0+
—t —xt
. e "~ —e€ . .
e) La fonction g : t — — est continue donc continue par morceaux sur |0, +00].

t — 0% : g est prolongeable par continuité en 07 d’aprés d), donc d’intégrale absolument conver-

gente en 0.
+oo ,—at

t — +oo : D’aprés a), Uintégrale dt est absolument convergente pour x > 0 et pour

1
x = 1, donc en combinant 'intégrale de g est absolument convergente au voisinage de +oc.

+oo e—t _ e—xt
En conclusion, / ———dt est absolument convergente.
0
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2)

a) Soit ¢ un réel strictement positif. Appliquons le théoréme de dérivation des intégrales dépendant
d’un paramétre sur 'intervalle D = [¢, +00].
-t _ —xt
Soit h : [¢, +00[x]0, +00[— R définie par h(z,t) = ¢ ¢
e Pour tout t €]0, +ool, la fonction x +— h(z,t) est €' sur [c, +0o[ car exponenticlle I'est.
e Pour tout x € [¢, +o0], la fonction t — h(z,t) est intégrable sur 0, 4o00[ d’apres 1)e).

Pour tout x € [¢, +o00], la fonction t — 8—(1‘, t) = e~ est continue par morceaux sur ]0, +oo|
x

car exponentielle est continue.
e La fonction o(t) = e~ est intégrable sur |0, +-oo[ d’aprés le critére des exponentielles (¢ > 0) et

Y0) € fetoolxl0boc]  [ghia ] = < e = ptt)

(Il est fondamental que ¢ ne dépende pas de x. C’est le ceeur du théoréme. De plus, la majoration doit

étre vraie « pour tout t dans le domaine d’intégration ».)

Donc, d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe somme,

+o0
La fonction F est de classe € sur [c, +oo[ et F'(z) = / e "t dt.
0

b) Pour tout ¢ € R, F est € sur [c, +oo d’aprés 2)a). Donc | F est € sur U [e, +00[=]0, +oo[
cERY

(on montre cette égalité par double inclusion).

+oo —zt] 00
c) Soit z > 0. D’aprés 2)a), F'(x) = / et dt = {6 }
0

1
- x

0
+o00 0

En intégrant, il vient F(z) = lnxz 4+ C. Or F(1) = / n dt = 0 donc C' = 0. Ainsi, pour tout

0

x €]0, 40, | F(z) =Inz

3) Soient a et b deux réels vérifiant 0 < a < b.

4)

—at —bt

e e
a) La fonction t — — est continue (donc continue par morceaux) sur |0, +-o00].

et — bt —at + bt + o(t
Ent=0": = i . +o(t) ~ b — a. La fonction est prolongeable par continuité

donc intégrable en 0.
e—at o e—bt

Ent— 4o00:Pourt > 1, ;

< 2e”% qui est intégrable par le critére des exponentielles

—at —bt

e e
(a > 0). Donc t — — est intégrable au voisinage de +o0.

+o0 e—at - e—bt
En conclusion, |I(a,b) = / fdt est absolument convergente donc convergente.
0

b) On effectue le changement de variables u = at. Pour a > 0, t — at est un %'-diffeomorphisme de
10, +00[ dans ]0, +o00[, avec du = a dt. Donc

+oo _—at __ _—bt +oo ,—u _ ,—b% d +oo —u _ _gu
I(a,b) :/ ST :/ £ - :/ £ " du=F(b/a)
0 t 0 u/a a 0

Ainsi | I(a,b) = F(b/a) | puis, d’aprés 2)c) | I(a,b) = F(b/a) = In(b/a)},

a) 1—e '=1—(1—t+o(t)) =t+o(t) ~t. A n fixé on peut prendre la puissance : [ (1 — e ") ~ "
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—xt

b) La fonction t — ¢ (1 — e~ %)™ est continue (donc continue par morceaux) sur |0, 4+-o0|.

—xt

1
Ent=0:° (1—e )"~ Z(l — e H" ~ "1 dapres a) (z # 0). Or n > 1, donc la fonction

est prolongeable par continuité (par 0 ou 1 selon que n > 1 ou n = 1) donc intégrable en 0.
—xt —xt
(1—e)"

e e
~ioo T qui est intégrable en 400 d’aprés 1)a). Donc ¢t —

Ent— 400 : ;

e—zt

(1 — e )™ est intégrable au voisinage de 4-oc.

+oo —xat
e
En conclusion, / (1- e_t)n dt est absolument convergente donc convergente.
0

C) La série géométrique. Fondamental. Regardez le premier exercice de la premiére feuille de ’année.

Pour tout réel ¢ strictement positif et tout entier n supérieur ou égal a 1,

n n
n _ n
§j<k><—1>’fe kt:E:(k)(— N = ety
k=0 k=0
Par conséquent, en développant,

—kio (D) vra-e == 3 (1) () cnfet =~y = a-etyr

k=0

Conclusion : —kzn:_o (Z) (—DF(1 — e *)y = (1 - e )|

—xt

e
d) Soit z > 0 et ¢ > 0 fixés. En multipliant par

la formule précédente, il vient

_kzn::O <Z> (1) e:t (1— ekt = _ zn: (Z) (—1) et _ j(chra:)t) _ et:r:t (1— ety

k=0

Pour tout k € [1,n], 0 < x < z+k (pour k = 0, le terme est nul), donc d’aprés 3)b) les intégrales

convergent et
oo -t n oo p—wt _ e—(k—i—x)t n n

1—e H)"dt — —1)* — ) dt =— —1)F1 k

|5 (e [ A ;)(k>< (.24

= () () - z() (In(z + ) — In(z))

k=0 =0

[M]=

k

o

Sl

Or — Z <Z> (=1)¥In(z) = (1 — 1)"In(x) = 0 donc finalement

k=0

Partie 2
1) Quand l’énoncé donne une indication, ce n’est pas un piége fourbe. C’est pour aider. Donc quand la question
commence par « A laide de l’équivalent trouvé en 4)a) », il serait de bon ton de regarder ce qu’on a trouvé en

4)a)...
D’aprés 4)a), (1 — e *)™ ~ " Donc par définition de ’équivalence, | (1 — ™)™ = " + o(t")
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n 1 n 1
k. (—kt)" o ik n . _
2) Comme e ™ = Z + o((kt)") = Z(—l) i—!t + o(t") au voisinage de t = 0.

(1—e " = "0 <Z> 1 k(e )k = z”: <Z> 17k (—1)keht

k=0

n n i
) N : —t _ 3 n k k ] _
3) D’apreés les questions 1) et 2), (1 —e )" = Z(—l)’ (g (k) (—1) z') t' + o(t") =t" 4 o(t").
Par unicité du développement limité de (1 — e ™)™ en 0, il vient

Vie[o,n—1], (=1) (Zn: <Z>(_1)k§:> =0 et (—1)" (Zn: (72)(—1)’“]:;) -1

k=0 k=0

Ainsi, Z(—l)k (Z) — =0 pour tout i € [0,n — 1], et vaut (—1)" pour i = n.

7!
k=0

4) Pour tout entier naturel r < n — 1,

n

v (oo -2 (5 (e -5 (e (B ()

k=0 k=0 k=0

n
Or Z(—l)k <Z> k' = 0 pour tout i € [0,r] C [0,n — 1] d’aprés la question précédente. En conclusion,
k=0

n

S (-1 (Z) (X + k)" =0

k=0
Partie 3 o—at
1) a) L’application ¢ +— n (1 —e™%)" est continue donc continue par morceaux sur [1,400].
2 e—xt —t\" 2—r —uxt : 4
En +o00, t " (1—e")" ~t""e ™ — 0 car x > 0, par croissance comparée.
Lo e . . . et i\ 1
Donc par définition de la limite, il existe A > 1 tel que pour tout ¢ > A4, 0 < — (I1—e")" < 2

Or 1/t intégrable en 400 (Riemann, 2 > 1), donc

+oo ,—at
e
L’intégrale / (1-— e_t)ndt est absolument convergente donc convergente.
1

t/l"
e—xt n
b) L’application t — n (1 —e )" est continue donc continue par morceaux sur 0, 1].
Au voisinage de t = 0, d’aprés 1)4)a), (1 —e )™ ~ ™. Ainsi,
e—act _in 1
tr (1_6 ) ~ tr—m

. . 1 . .
D’aprés Riemann en 0, 'intégrale de o converge en ( si et seulement si r —n < 1. Comme ce

sont des entiers, cette condition s’écrit » —n < 0, c’est-a-dire n > r.

—xt

1
En conclusion, par équivalence, | L’intégrale / (1 —e~%)"dt converge si et seulement si n > 7.
0

tr
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2)

3)

a)

b)

b)

Soit ¢ un réel strictement positif. Appliquons le théoréme de dérivation des intégrales dépendant
d’un paramétre sur 'intervalle D = [¢, +00].
ey
T
e Pour tout t €]0, +ool, la fonction x +— h(z,t) est €' sur [c, +00[ car exponenticlle I'est.
e Pour tout x € [¢, +0o0], la fonction ¢ — h(z,t) est intégrable sur |0, +oo] d’aprés 1)a) et b).

e—act

trl

Soit h : [¢, +00[x]0, +00[— R définie par h(z,t) =

oh
Pour tout z € [¢, +o0], la fonction ¢ — a—(x, t) = (1—e%)" est continue par morceaux
x

sur ]0, 4-o0].

—ct

— (1= e )" est intégrable sur 0, +oo[ d’aprés 1)a) et b), car r — 1 < n

e La fonction ¢(t) =
(p(t) = hr-1(c, 1)) et

V(z,t) € [¢, +00[x]0, +00] I?)Z(x,t)‘ = (trl (11— )”) e " g (- e )" = (1)

Donc, d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe somme,

too  p—wt n
La fonction F, est de classe € sur [c, +oo[ et F/(z) = / - (1—eH"dt.
0

Pour tout ¢ € R* | F} est € sur [c, +oo[ d’aprés 2)a). Donc | F, est ' sur U [e, +00[=]0, +00[
ceRY

(on montre cette égalité par double inclusion).

+o0 —xt
Pour r <n —1, ona Ve >0, 7fﬂ(:/c):/o ; T(1—e” HW'dt = —F.(x)

Par décroissance de e *,onat>0=¢e¢'<1,donc0<1—e"
Soit h(t) =1 —e " —t. Sur [0, +oc[, '(t) = e — 1 < 0 d’aprés ci-dessus donc par décroissance
h, pour tout ¢ € [0, 400, h(t) < h(0) = 0.

) <
En conclusion, | Pour tout t > 0, on a 0 <1 — et <t

—xt

e
Soit = > 0 fixé. Soit ¢ € R} . Comme

> 0, on a I’enchainement suivant,

0<l—e <t = 0<(1—e g™
—xt —xt

(1 _ eft)n < tne — efxttnfr

= 0< T

tr

Avant d’intégrer sur un intervalle qui n’est pas un segment (i.e. des intégrales impropres), toujours parler

de la convergence.
—xt

c —(1 - e )" et t > e """ sur |0, +o0o[ convergent d’aprés 1)a) et b),

Les intégrales de ¢t —

donc par croissance de l'intégrale,

1 oo —xtyn—r

Posons le changement de variable u = zt (car x # 0). Alors du =x dt, et ¢t — 0 u—0
t— 400 u— 400

“+o0 —+oco _ —+o0

_ _ _ou\"—Tdu 1 _ _

e T qt = e “(—) — = e """ "du
0 0 T T xn—i— -7 0

. 1 too
En conclusion, pour tout z > 0, on a: [0 < F.(z) < n-l—l—r/ e “u" "du
€ 0




+oo
c) / e “u"""du est une constante, donc indépendante de x (les questions de convergence de linté-
0

grale, i.e. d’existence de cette constante, se sont posées a la question d’avant).

Ainsi, comme n + 1 — r > 0, par encadrement, Erf F.(x)=0
4) Soit z > 0.
/ _ (71)7”_'_1 . _1\k n r—1 r—1
) = 1 kzo( DEC) (r@+ By e+ k) + (@ R
_ (D) & k(T r—1
= Gl + S ()

Ord’apres (1), Y (—1)F (Z) (z4+k)""! = 0 pour tout r € [0,n—1]. Donc finalement
k=0

r1(z) = —Gr(x)

oo —at n n
5) Soit z > 0. D’aprés 1)4)d), Fi(x) = / m (1—eHdt = — Z (k:) (=1)*In(z + k)
0 k=0
Montrons par récurrence que la propriété :
H,: F,=0G,

est vraie pour tout r € [1,n].

o Hi:Gi(z) =Gr(z) =

& n
(i _1)1)! > (-1 (k> (x+ k)" Iz + k) = Fi(2). Hy est vraie.
k=0

e H, = H,41 : Supposons H, vraie, pour r € [1,n — 1] : F, = G,.

D’apres 4), G, = G,. De plus, d’aprés 2)b),
intégrant

!
Fr+1 -

/
= Fr+1ﬂ

F.. Donc G, = G, = F, et en

G'r+1 = Fr+1 + K

Or on a supposé que lim G,(z) =0, et en 3)c) nous avons prouvé que lim F,(z)= 0. Donc en
T—+00 T—+00

passant & la limite en +o0o dans 1’égalité ci-dessus, on trouve 0 = 0 + K et donc K = 0.

Donc H,41 est vraie.

e Conclusion : ‘Vr € [1,n] F. =G,
6) a) Comme x >0,
_ (_1)T+1 - k(T r ﬁ
Gt = S (D)t me(r+ )
1)yttt & n . k
_ T)! ;(—1)k<k> (e + k) () + 1 (1+ ;))
=0
. (_1)r+1 g (T r (_1)r+1 - (T T ﬁ
= (@) —— > V()@ k) = S0 @+ ) (1+ x)
k=0 k=0
—1)rtt & n . k .
= (r)'kz(_l)k<k> (x + k)" In (l—i—;) (d’apres (1))
=0
T ) J
b) |In(1+u) = Z(—l)j_luf, +o(u")| (J'ai vu des erreurs. C’est MAL. Vous devez soit le savoir, soit
- J
J=1

savoir le retrouver (au brouillon) trés vite et

demandée ici.)

évidemment

sans erreurs.... Aucune preuve n’était
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¢) In(l + - g L kj O(%)a puis on remplace dans la formule obtenue en 6)a)
Gra() = (_Tl ki:o(—U’“(Z) (xR I (14 2)
- (_lr);“kz:(ﬂ)k( ) (z+ k)" ]; 0(%)
g g

(x+ k)"
:UT

Or lorsque z — 400, (x + k) ~ x donc (z + k)" ~ z". Ainsi, le 0( ) se transforme en

r

x
0(7> et donc en o(1), que I'on peut sortir de la somme (il n’y a plus de x, que des constantes et
x

une somme finie) et noter £(x) (qui admet pour limite 0 lorsque = — +00) :

_1)yr+t1 2 n o 1\i—11.j
Graale) = = (D) [ ZEEE ) e

7! €T
k=0 j=1 J

Développons (avec courage) le (z + k)"

Grnle) = (_?!N f%“” (X (e v

k= = j=1
r+l r 1) 1ga
r (—1 k -
- s (e () () >. ot veto
i=0 j=1 \k=0 ! J
Effectuons le regroupement suivant dans les sommes : s =i — j, variant de s = —r a s =r — 1.

T S B S Y ) () )

= ii=0,5:=1 k=0

1—Jj=3s
(=D 5
Ainsi, | Gry1(x) = o ; Asx® 4 e(x)
i=rj:=r n 1.
. (—1)— 1k
d) Etudions As = Z Z(—l)k (Z) (:) kT_Z()j pour s vérifiant 0 < s < r — 1.
i:=0,j:=1 0
1—jJ=s

En regroupant les termes contenant du k, on se rameéne a la formule (1) :

W i::r,zj::r <:) (—1}1‘1 (i(_l)k<2)k,r—5>

i=0,j:=1 h=0
t—J]=3s5
n
Orl1<r—s<r<n-—1doncdaprés (1 (Z <>kr S)z()etdonc.
k=0
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iy -1
ot > At +e()

s=—r

e) Daprésc), pour 1 <r<n—1, Gri(z) = '
r!

D li , = 0. De plus =F d li =0.
onc _1>I_’1_’IOOG+1($) 0. De plus Gy i oncj&rorgGl 0

T

En conclusion, | Pour tout entier r vérifiant 1 <r < n, on a hl}_l G,(xz) =0.
T—r+00

On a donc entierement prouvé la congecture du 5), et une écriture des fonctions F, sans intégrales.

Exercice 2 (D’aprés CCP PC 2012)

1) L’application ¢ est continue (donc continue par morceaux) sur ]0, 4o00].

2)

3)

u*t 1 1
Enu=0:¢(u) = ~ ——. Par Riemann, —— est intégrable en 0 si et seulement si 2—a < 1,
u+o(u) u?® u?—«
c’est-a-dire a > 1, ce qui est le cas. Donc ¢ intégrable en 0.

En u — 400 : ¢(u) ~ u® e, et on procede comme A la question 1)a) de 'exercice 1, en comparant

a 1/u®. ¢ est intégrable en +oo.

a—1
Finalement, | L’application ¢ : u — — 1 est intégrable sur |0, 4+o00].
e [R—
ua—l
Soit h :] —00,1] x R} — R définie par h(z,u) = .
Il faut enlever u =0, sinon il y a un probléeme lorsque x =1 — ¢a ne change pas les bornes de l’intégrale.

e Vu € RY, la fonction  — h(x,u) est définie (c’est la qu’est le probleme, ici) et continue sur | — oo, 1].

e Vz €] — 00,1], la fonction u — h(x,u) est continue (donc continue par morceaux) sur R7 .
a—1

. Lo () . . 4 N
e Soit ¢ : R} — R, définie par p(u) = o h(1,u). La fonction ¢ est intégrable sur R’ d’aprés
1), et, par décroissance de x +— 1/(e" — ) sur | — oo, 1],
(Oh oh, a la question 1) on nous donne une fonction p. Non, ce n’est pas une fourberie de l’énoncé, la non

plus. C’est la premiére fonction a essayer pour le role de la fonction... ¢ dans le théoréme.)

V(xfu)g]—‘oo’ﬂ X Ry, |h(z,u)| = < = p(u)

Donc, d’aprés le théoréme de continuité sous le signe somme, ‘Ka est définie et continue sur | — oo, 1] ‘

Appliquons le théoréme de dérivation des intégrales dépendant d’un paramétre sur l'intervalle D =
] — 00, 1]. Soit A :] — 00, 1]x]0, +0oo[— R comme & la question précédente.

e Pour tout u €]0, +ool, la fonction x + h(z,u) est €' sur | — oo, 1] car z — 1/(x — K) Vest.

e Pour tout x €] — 00, 1], la fonction u +— h(x,u) est intégrable sur ]0, +oo[ d’aprés 2).

ua—l

CE

ua—l
CESE = h(u,1). La fonction v est intégrable sur |0, +oo] :
— En +oo0, ¥(u) ~ u® te?" est intégrable en comparant a 1/u?.

ua—l
- E 0, — ~
R T

question.

De plus nous avons,

oh
Pour tout x €] — 00, 1], la fonction v — —(z,u) =

ox

est continue par morceaux sur |0, +0o0l.

o Soit Y(u) =

qui est intégrable d’aprés Riemann car o > 2 dans cette

uafl uafl

oh
(et — x)? S (ev —1)2 = ¥(u)

V(x,u) €] — 00, 1]x]0, +00] ‘(@u)

ox

Donc, d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe somme,

+o0o
La fonction K, est de classe €' sur | — 0o, 1] et K/ (z) = / e du.
0 e
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4)

5)

6)
7)

8)

9)

Appliquons le théoréme de dérivation des intégrales dépendant d’un paramétre sur lintervalle D =

[a, b]. Soit h comme & la question précédente.

e Les deux premiers points ont été vérifié a la question précédente : rien n’a changé (o > 2 n’intervenait
pas 13).

a—1
e Soit (u) = (37())2 = h(u,b). La fonction 1) est définie et continue sur [0, +ool, intégrable en +oo
6 —_—
pour les mémes raisons que ¢. De plus nous avons,
oh uafl uafl
Vo € fatxloroel  [She)| (2 € X = ot

Donc, d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe somme,

too a1
La fonction K, est de classe €' sur [a,b] et K/ (2) = / e du.
0 (&

U _ .%')2
La fonction K, est de classe € sur tout segment [a,b] avec a < b < 1, donc sur U [a,b] =] — o0, 1].
a<b<l
Soit z < 1. On effectue le changement de variable u = — Int, la fonction — In étant €' et bijective de
10, 1[ dans |0, +o0].
1 -1 1 a—1
—Int)® dt —Int
= [ CRO7 P
o e It —gx | —t¢ 0 1—uat

Toujours au moins 1 étape, surtout pour un « Montrer que »
cf. exercice d’intégration sur I'. On pouvait remarquer que G, = K,(0), donc G, existe.

Les fonctions K, et x — z sont définies et continues sur | — oo, 1], et €1 sur | — oo, 1[, donc L, aussi
comme produit.

Soit x €] — 00, 1].
—z x 1 (—Int)*! 1 (—Int)!
T 1 1 1 x 1 2xt
= —Int)et _ _ _npet =t
GQ/O (=Int) (1—xt 1+xt> d Ga/o (=Int) (1—m2t2) dt
2 1o/ 2\ a—1
_ m/ n(t?) 2t gt
Ga 0 2 1-— .’E2t2
_ 21_aLa($2)

x
Ga

K, (z) +
n
1

Aprés changement de variable u = ¢ (du = 2t dt), qui laisse inchangé les bornes d’intégration.

A cette question, il suffit de minorer € — z pour z € C\|1, +o00| fixé. Soit z = x + iy. Pour tout u > 0,

|6u—2|2:(6u—ﬂ§)2+y2 > (6“—33)22 (6“—1)2

a—1 a—1
Donc | — < Z 1= ¢(u) et comme ¢ est intégrable sur R, I'intégrale définissant L, (2) est
ev—z ev —
absolument convergente donc convergente.
Soit 2 € C\|1, +00] fixe. La(2) + La(—z) = Gi(Ka(z) — Ko(—2)) et
(0%
+oo , a—1(,u _Lu +oo a—1
Ka(z)—Ka(—z):/ ut (et e et +2) duz?z/ %du
0 (ev — 2)(e* + 2) g e —z

On effectue le changement de variable t = 2u, et il vient

+o00 tozfl 1 du - )

En conclusion, | Ly (2) + La(—2) = 217 Ly (2%)




