Lycée La Prat’s Jeudi 10 novembre 2016
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 2

Correction

Exercice 1 (PT 2007 C)

On considere 'application v définie pour tout réel x par

() = /()+°° cos(xt) dt

cht
) cos(zt) )
1) La fonction t — » est continue sur [0, +00].
¢
Etude en +o0 :
cos(xt) 1
vt € 0, , <
0, +o0] cht ‘ cht
1 2 2
Et de pl = ~ = =2,
P ht T et e ¢
+oo +oo 1
Or / 2¢~" dt converge (1 > 0), donc, par équivalence, / i dt aussi, puis, par majoration
0 0 C

‘1#(:3) converge absolument donc Converge‘

2) a) Soit X € Ret N € N*. Pour X # —1, la somme des termes d’une suite géométrique s’écrit :

i( xpo L2 CEXOMT 1 ()TXR
p - (—X) 1+X 1+X
1 N ok (_1)N+1XN+1
E lusi XeR-{-1}VNeN" ——— = —1)"X —_
n conclusion, |VX € {-1} VN € I x kz::O( ) + 1+ X

b) Soit t € R et N € N*. La formule de la question 2)a), avec X = e~ 2! (> 0 donc # —1), s’écrit

= (i(_l)k(ezt)k> + (—1)NH (e 2N+

L+e™ (5 1+ (e7?)
1 2 2¢—t N (—1)N+1€72(N+1)t
D — — =9 —t -1 k _—2kt
Nt T e +et 142 € [(;Z%( )re + 1+e 2

1
c) En remplagant a1 par la formule trouvée en 2)b) dans l’expression de 1, on trouve que, pour

tout réel x et tout entier naturel strictement positif NV

« teo al k_—2kt (- N2V
VeeR VN eN P(x) = 2/0 e " cos(xt) [(Z(—l) € ) + 1+ e 2 ] d

k=0




DST 2

(_1)N+1€—2(N+1)t

14 e 2
Etude en 400 : Comme |cos| < 1, il vient

t

3) a) La fonction ¢t — e~ est continue sur [0, +0o0].

cos(xt)

(71)N+1e—2(N+1)t

1+4+e 2t

—2(N+2)t
et cos(xt) ¢

vt € [0, 4+o00], < 1+ e 2t

e—2(N42)t 2N +2)t

+oo

1T —r ~ 7 — 6_2(N+2)t, Or 2(N + 2) > 0 donc / 6—2(N+2)t dt converge,
€ 0

+o0 o—2(N+2)t

De plus

et par comparaison / dt. Puis, par majoration,

0 14 e 2

’RN(SC) converge absolument donc converge‘

b) Pour tout ¢ € [0, +00], e ™% >0 et e* < 1 donc
et cos(xt)

1+e 2

€_t

V(ZL‘,t) €eRx [0,+OO[ |h($,t)| = = 1+ e—2t <l

‘La fonction h est bornée par 1 sur R x [0, +o0]. ‘

c) Soit x € R. D’apres la majoration trouvée en 3)b),
(71)N+16—2(N+1)t

1+4+e 2t

vVt € [0,400] VN € N* e~ ! cos(xt) = |h(z, t)]e 2NVFDE L e 2(NF

Or t > e 2NFDE gt intégrable sur [0, +oo[, done, en intégrant, I'inégalité s’écrit :
_1)N+1€—2(N+1)t

1+e2

e " cos(xt)

—+00 —+00 1
VN e N*  |Ryn(z)| < / dt < / eT2WNHt g — 5
0 0

(N+1)

1
li —
N-teo 2(N + 1)
4) Soit k € Net z € R fixés.
)e—(2k+1)t

Or = 0, donc en conclusion : |Vz € R, lim Ry(x)=0.
N—+

o0

lim t2cos(xt

1
= 0 donc, au voisinage de +oo, |cos(at)e”ZFFDH = o () et est intégrable.
t—+o00 2

Passons par les complexes : cos(zt) = R (em). Par linéarité de l'intégrale,

“+oo . 1 . —+o00 1
_ —(2k+1—ix)t _ - —(2k+1—ix)t _
(@) g%(/0 ¢ dt) %{ U+ 1—iz h 8%<2/<:+1—m>

2k +1
(2k +1)2 + 22
(On pouvait aussi faire deux intégrations par parties.)
oo [/ N )N+ —2(N41)t
Z(—l)ke_t cos(xt)e 2 | 4 et cos(mt)( ) e dt.
= 1+ e—Qt
Or chacun des termes de cette somme est intégrable (questions 3)b) et 4)), donc en utilisant la linéarité
de l'intégrale, il vient

En Conclusion, | Ji(z) =

5) Soit z € R. D’apres 2)c), Y(z) = 2/
0

bia) =2 (i(—n’ﬂf <z>) 2R () = (i z<—1>k2’““> 2 R(a)
k=0 ’ " k=0 (2k +1)2 + a2 "
2k +1

N
Or, d’apres 3)b), lim Ry(x) =0, donc la série (Z 2(—1)*

> converge vers ¥ (x).
N—+o00
k=0 NeN

(2k 4+ 1)% + 22

2k+1

N
En résumé, |Vz € R, ¢(z) = lim kz%)uk(m) avec ug(z) = 2(—1)km.

N—+o0 —
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Exercice 2 (PT 2016)

1) Pour tout réel z,
224+ p=a+202+ N - N4 u=(+N)2 - N +pu

1
Posons a =t — A2 > 0 et f§ = ———. Alors

V= A?

x2+2/\x+uza(1($+)\)2+1> :a(1+52(az+)\)2>

«

En conclusion, | = p— N2 et § = = vérifient 22 + 2 \x + p = a(l + 52(56 + /\)2)
M —_—

1
(22 + 2z + p)n
Comme le discriminant A = 4)\? — 4 < 0 par hypothese, 224+ 2 z + 1 ne s’annule jamais et la fonction
f est continue sur R.

2) Soit f:x

1

Etude en +00 : f(z) ~ 373
X

—+00
Or n > 0, donc / g dx converge comme intégrale de Riemann (a« =2n+2 > 2 > 1).
1

“+oo

Donc, par équivalence, () dz converge absolument donc converge.
1

, . 1

Etude en —o00 : De méme, f(x) ~ T

-1 oo 1
Orn > 0, donc / ——dx = / dz converge comme intégrale de Riemann (o = 2n+2 >
1

oo |22 72n+2
2>1).
-1
Donc, par équivalence, / f(z) dz converge absolument donc converge.
—0oo
En conclusion,
1 1 1 . 1
Calcul de 1o : — o) = — 5 d’apres 1), avec o = @ Donc
— x4+ 2X x+p al—i—(b’(x—i—)\))
o0 dx +oo dx +00
-70:/ PRy v :ﬁ/ b QZB[Arctan (ﬁ(er)\))}_ = Bn
o s () x

Conclusion :

3) a) Soit n € N*. Posons u =z et v = . Comme uv ~ avec 2n — 1 > 0, il vient

(1:2 + 1)n $2n71

lim wv=0 et Iim wv=0
T—+00 T—r—00

D’ou I'intégration par partie suivante :

7 +o0 dz T +oo oo _9pg? d +oo x2 d
1 = = — e — =92 -
nt /_oo (x2 4+ 1) [(xQ + 1)”] e /_oo (22 4+ 1)l o " /—oo (22 4 1)l v

2 22 4+1-1 1 1
PSR @ et T @2 et T @24 ) (@24 e OO
+oo 1 1
I,_1=2n LOO @21 — @2+ 1) dz = 2nl,_1 — 2nl,
2n— 1)1, _
Par conséquent, | I,, = (nz)"l
n
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b) Cherchez au brouillon pour les premiers termes, comme d’habitude. Une fois que vous avez une formule
bien propre, comme vous l’avez obtenu avec des « ... », il faut faire une récurrence.

Montrons par récurrence que la propriété :

_ (2n)!
Hp: I,= 722”(71!)2”
est vraie pour tout n > 0.
2 x 0)!
e Hy : d’apres 2), Iy = fm, et ici f = 1. Ainsi (20(0!))2 T =mx=I.
e M, = Hyu41 : Supposons H,, vraie. D’apres a),
2n —1 2n(2n —1) (2n)! 2(n+ 1))
Iny1 = I = 2,2 2 2™ = 521 2
2n 22p2  22n(pl) 22(n+1) ((n + 1)!)
Donc Hy41 est vraie.
2n)!
e Conclusion : |Vn >0 I, = 22(7%7;)')2

Pour compléter un peu les résultats de l’exercice, et confirmer votre impression de « déja vu », on peut effectuer
le changement de variable x = tant dans I,,.

Comme dx = dt et (142%™ = (14 tan? )" ™ = (1/cos® )", on trouve

cos2t

w3

0y
"2

S 1 ' .
I, = / cos?" 2 t—— _dt =2 / cos®™ t dt = 2W,,
J_ cos?t Jo

vl

Wallis !

Exercice 3 (HEC B/L 2016)

1) Soit = € R fixé. La fonction g : t — e~ est continue sur [, +00l.

Etude en +oo : th(t) = t2e_t2 —— 0 par croissance comparée.
r—r+00
1
Donc g(t) = 0(7?2)
+oo 1
Or, / o) dt converge (Riemann, o =2 > 1).
1

—+00
Donc, par comparaison, / g(t) dt absolument donc converge.
1

+o00o
Conclusion : | Pour tout = € R, I'intégrale / e~ dt est convergente

T

2 Ve .
Comme x — e est définie sur R,

f est définie sur R

2) Du x dans les bornes et uniquement dans les bornes : prendre une primitive de ce qu’il y a a lintérieur.

“+oo
Soit G la primitive de g : t — et qui s’annule en 0. Notons [ = / et dt. Alors, par Chasles,
0

+oo 0
vz € R / g(t)dt:/g(t)dt+I:—G0(x)+I

Une primitive étant définie & une constante pres, on peut choisir une primitive G de g telle que
G = Gy — I. Dans ce cas,

2 [0 2
Ve e R f(x)=¢€" / g(t)dt = —e* G(x)

Comme g est continue sur R, G est ¢! sur R.

Ainsi, comme composée de fonctions €, | f est €' sur R
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De plus, comme G’ = g,

2

Ve e R fl(x) = —2336”"26’(30) - erG'(as) =2zxf(x) — e

Par conséquent,

Ve e R f'(z) = =1+ 2xf()

1
3) a) Pour tout x > 0, posons p(z) = —G(z) — iafle*xQ. ¢ est €' sur R*. car composée de fonctions

€' sur RY, et
Vr € RY (z) = — 1.2 _ 1w
r e RY O'(x) = —g(x) + 5% g(z) + g(x) = 5,2¢ >0

Donc ¢ croissante sur R .
De plus, Er}ra G(z) = 0 comme reste d’une intégrale convergente, donc lim ¢(z) = 0.
X o

T—=+00
T 0 400
¢'(x) -
0
© /

Donc ¢ < 0 sur R’}. C’est-a-dire

b) Soit x > 0. Comme 22¢"” > 0, I'inégalité obtenue au 3)a) nous donne

20f(x) <1

1
c¢) Comme x > 0, L’inégalité 3)b) s’écrit f(z) < o Ort s e et z— e sont positives sur R
x

donc on a ’encadrement ]
Ve e R 0< fz) < —
2z

Ainsi, par encadrement, | lim f(z)=0
T—+00

d) Pour tout = € R*, d’apres 2), f'(z) = —1 + 2z f(x), et, d’apres 3)b), 2zf(xz) < 1. Donc ' < 0
sur RY .

De plus f/(0) = —1, donc en conclusion | ' < 0 sur Ry

4) a) La méthode habituelle — continuité, étude aux points ot il y a des problémes — fonctionne toujours, mais

changeons un peu.
12 T 0 12
Comme t — e~ " est paire, et que / e~ " dt converge d’apres 1), / e~ " dt converge aussi.
0 —0o0
En conclusion,

teo g too g teo _p
/ e~ dt converge et / e dt = 2/ e dt =1
o0 0

—00 —
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oo _p oo _p
b) Comme / e~ " dt converge, par définition lim e dt=/4€eR.
— o0 T——00 Ju
De plus, t — et est continue, positive, et non identiquement nulle sur R, donc ¢ > 0.
Ainsi, lim f(z) = lim "’ 0 = +00. Conclusion
T——00 T——00

lim f(z) = +o0

T—r—00

+oo
c) Soit x € R. f(—x) = e” / e~ dt. Effectuons le changement de variable u = —t, qui est
—x

continu, strictement monotone, bijectif, de [—x, +o00[ sur | — oo, z].

+oo —0o0 z
/ e*t2 dt = —/ e*t2 du = / eﬂ62 du
—X X —0

L N a2 T e +oo 42 g2 +oo 2 ., 22 .
Ainsi, f(x)+ f(—z) =€ e " du+ e dt)=e e " dt = y/me” . Conclusion

—00 — 00

2

Ve eR  f(z)+ f(-z) = Vme"

d) En dérivant I'expression trouvée au 4)c) il vient, pour tout x € R,

fl(=z) = f'(z) — 2zy/7me™ <0

Conclusion : | f/ < 0 sur R_

5) a) C’est la méme idée que let =t + 1 —1 : on fait apparaitre le v’ du u'e™.

Soit > 0. Comme, pour tout ¢t > =, et = —2—t( — 2te_t2), posons
1 L1
= —— u = —
2t 2t2
v=e" o = —2tet

Comme . ligl uv = 0, on effectue l'intégration par partie entre x et +o0 :
—+00

+oo 1 _p)te o1 —et 1 oo et
/ et dt = [—et2 — / et = ¢ + 7/ L v
- 2t - x 22 2z 4 /g t3
—¢2
Comme lim —— = 0, on effectue une nouvelle intégration par parties :
t—+oo 13

+oo _9te—t? et e too ot e’ +oo o=t
——dt = | — —/ —3—dt = — +3/ —dt
,/3; 3 3 . 2 t4 x3 2 t4

En conclusion, lorsqu’on remplace dans l’expressions de f(x), il vient

Vo >0 f(z) = dt

1 1 3e?? oo o—t?
Lo et
2¢  A4x3 4 J, t4

b) But : 2xf(x) ——— 1. Probléme : l'intégrale. Solution : majorer pour se ramener a une intégrale connue,
xr—+00 °

. —t2 4 YR .
typiquement celle de e™" . Garder seulement 1/t* ne suffirait pas a compenser le € .

Soit « > 0. Pour tout t > =,
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6) a)

b)

+o0 e—t —+o00 e_t
Donc, par croissance de I'intégrale entre x et +00 : 0 < / — dt < / — dt (toutes les
z x

x
intégrales convergent d’apres ci-dessus) puis

3per’ oo ot 3 o [t o 3
0< / —dtg—f”/ A=
2 ), # 23 J, © 237 (*)

3er” [too o=t

Or, d’apres 3)c), xgllloo f(z) =0, donc par encadrement xll)filoo 1 m
x

D’ou, d’apres 5)a), 2z f(x) =1 +o(1) =1+ o(1), puis

222

1
2z

f(z)

Pour tout n > 1 on pose H,, : f est de classe € sur R.
e 7, est vraie d’apres 2).
e H,, = H,+1 : Supposons H,, vraie. D’apres 2), pour tout x € R, f/(z) = —1 + 2z f(z).
Or f est €. Donc [ est €, donc f est €""1. Donc Hy41 est vraie.

e Conclusion : ‘Vn >0 f est de classe € sur R‘

C’est une récurrence immeédiate. Mais la faire prend 4 lignes : autant [’écrire.

En conclusion : ‘ f est de classe € sur R‘

Montrons par récurrence que la propriété :
Ho: (P, Qn) eRIXZ ™M =P, f+Qn

est vraie pour tout n > 0.
o Hy: Py=1et Qp=0 conviennent : Hg est vraie.

e H, = Hpy1 : Supposons H,, vraie. Soit P, et (), deux polyndémes qui conviennent :
J® = Pof +Qn
Comme f est €°° d’apres 6)a), on peut dériver :
fUY = Pof + Puf 4+ Q,
Or d’apres 2), pour tout z € R, f'(z) = 2z f(x) — 1. En remplagant dans I’expression ci-dessus
Ve e R fO(2) = Py () f(x) + 20Py(2) f(z) — Pa(2) + Q) (2)
Donc en posant P11 = P} +2XP, et Qu+1 = —P, + @, qui sont deux polynémes, il vient

FOH) = Pt f 4 Qo

Donc Hy 41 est vraie.

e Conclusion : [Vn > 0 (P, Qn) eRIX2, ™ =P, f+Q,

De plus les suites (P,) et (@) sont définies par

Py=1 P :PT/L—FQXPn
{QOZO ot VREN{ Qnt1=Q), — P,
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c) Pour ce genre de questions, la méthode est toujours la méme : tester pour les premiers termes, (0/1/({#(/1( r
la réponse (tout ¢ca au brouillon évidemment), puis formaliser sous la forme P, = aqgX? +f“ avec deg P,, <

d— 1, et le montrer par récurrence.

Montrons par récurrence que la propriété :

P,=2"X"+ P, et degP, <n-—1

n 3(P,, Q) € R[X]? A )
H (Pn, Qn) € RIX]%, {Qn:_gn—lX”—1+Qn et degQn<n—2

est vraie pour tout n > 1.
e Hy : D’apres b), Py = 2X et Q1 = Py =1, donc P = @1 = 0 conviennent.
e H,, = Hp+1 : Supposons H,, vraie. Soit P, et Q,, deux polynoémes qui conviennent :
P, :~2”Xn + jjn ot Qn = _on—1xn-1 + @n
deg P, <n-—1 degQ, <n—2
En utilisant les formules de récurrence trouvée au b)
Py =P +2XP, =2"nX""L 4 P/ 4 ortlxn+l L ox P, =ontix"Hl 4 p oy

Ou ]5n+1~: 2Mp X" 4 151'1 + 2X P,. Comme degf’fl =degP, — 1< n—2et deg2XP, =
1+degP, =n,onadegP,i2 <min(n—1,n—2n)=n.
De méme, pour Qp+1,

Qui1 = Q) = Po=—2"""(n—=1)X"?+Q), = 2"X" = P, = =2"X" + Qnp1

Ou @m—l = 2" (p—1)X"2 +~© — P,. Comme deg P, <n —1 et que les autres sont de
degré strictement inférieurs, deg Qpy1 < n — 1.

Ainsi, il vient

Py =211 X" 4 Py et degPoi1 <n

(Poi1, Quir) € RIX]?, 5
(Pr+1,@n+1) [X] { Qni1=—2"X" + Qni1 et degQni1 <n-—1

Donc H, 41 est vraie.

Pn:2”X"+]5n et degﬁngn—l

e Conclusion :|Vn > 0 3(P,, Q) € R[X]?, { O, = 21X 1 4 0 ot degQ, <2

Donc, pour n > 1, les termes de plus haut degré de P, et @, sont respectivement 2" et —on—1,

7) a) D’aprés 2), pour tout z € R, f'(z) = 2zf(z) — 1. En notant ¢ : x — z, la formule de dérivation
de Leibniz nous donne

S (n+1) _ =~ (n (k) (n—k)
VYn>1VreR f 2};(,{)9 (z)f (z)

Or ¢'(z) = 1 et, pour tout k > 1, ¢®*)(z) = 0. Donc

1
Vn>1VzeR  f0t) Z ( ) (@) f" P (@) = 20 f ) (2) + 2nf "D ()

Conclusion :

Ve eR S (@) = 22" (@) + 20D ()

b) La fonction f est de classe €°°, donc elle admet un développement de Taylor-Young au voisinage
de 0 a tout ordre n qui s’écrit

F®(0)
k!

= Z apz® + o(z™) avec Vk € Nag =




DST 2

. . +oo —¢2 \/77- ’ ’
Ainsi, ag = f(0) = / e " dt = 5 et ap = f'(0) or f'(z) = 2zf(x) — 1 donc a; = —1.
0
D’apres a)

f(k-l—l)(o) B 2%

FE0) =

En conclusion

1
T Agk41 = 77 02k—1
W="75 | o |VkeN* ’“;
a] = -1 e
A2k+2 2% + 3a2k
1 22k—1!
c) Il faut montrer par récurrence que agg1 = —m et asy, = M

Au brouillon, les asiy1 sont immédiats. Pour les asy, apres les tests sur les premiers termes etc on trouve

k 5
Aop = H — ag puis on écrit
| 2p +1
p=

ﬁ _ H 2X2p ok [[-p 2%y
221 2p+1 2p(2p+1) ~ Hj):] 2p(2p+1)  (2p+ 1!

Exercice 4 (PT 2010 C)

1
1) Pour tout x € [0, 4o0[, posons f(z) = 1T 2P col s La fonction f est continue sur [0, +oo.
Pour tout z € [0, 400, 0 < cos?z < 1 donc 0 < 1+ 27 cos®z <1+ 2°, et en passant & 'inverse
1 1 1
flx) =

> ~ioo —7
1+aBcos?z = 1428 T 4B

+oo 1
Or / —5 est une intégrale de Riemann divergente (8 < 1), donc
1

‘L’intégrale de f diverge en 4o0. ‘

2) On se place désormais dans le cas ou § > 1.
a) Soit X > 0, et n la partie entiere de X/m. Alors, la relation de Chasles s’écrit

X 1 n=l (k+Dn 1 D'e 1
. dx= / - 4 - 4
/0 1+ 28 cos? x . l;) ket 1+ 28 cos? x 7T e 1+ 208 cos? x .

La fonction f(z) = étant positive sur Ry, la positivité de I'intégrale donne 'enca-

1+ 28 cos? x

drement
X 1
0< ———dx < [,
e 1+ xP cos? n.f
Donc finalement
n—1 X 1 n
I3 < ——dx < I
kz::o RES )0 1T+ azPcosta k;z::o k.

Donc, si la série converge, alors l'intégrale converge (par encadrement, les deux cotés ayant la
méme limite). La premiére inégalité suffit a prouver que, si la série diverge, comme elle est a
termes positifs, alors I'intégrale diverge aussilﬂ

En conclusion, | La série Z Ij, g et I'intégrale Ig sont de méme nature.
k

1. On peut aussi prouver directement que, si 'intégrale converge, alors, en prenant X = n, la série converge. C’est le sens
« facile ».
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b)

d)

10

Soit k € N* fixé. La fonction z — z° est croissante sur R donc, pour tout z € [k, (k 4 1)x],

0 < (kn)? < z? < (k4 1)m)?
— 0<1+(km)fPcos’es < 14+2°cos’z < 14 ((k+1)m)’cos®z
1 ) 1

< l—i-a:’Bcos x

N

1y ((k+1)m)B cos? 1+ (km)B cos?z

Et finalement en intégrant cet encadrement sur [k, (k + 1)),

(k+1)m 1 4 (k+1)m 1 q
Slgp <
/kﬂ 1+ (k+1)8nP cos?x TSRS /kﬂ 1+ kBrBcos?a

Effectuons le changement de variable ¢ : 2 — tanz. La fonction ¢ est €', strictement croissante

9 1 1
et cos“x = 7 = .
1+ ¢2 tan’(z)  1+4¢2

et bijective de [0, 7/2[ dans [0, +o00[. De plus dz =

™

J /§ L d /+oo 1 dt L /+oo L dt
= — da = — - -
o 1+ C?cos2zx 0 1+t24C2 1+C2 J 1+( ¢ )2

V14+C?2
1
e _— 2
e {\/1 + C? Arctan (

+o00 T

0 - 2v/1 + C?

t
)

D’apres 1, I'intégrale I et la série Z I, 3 sont de méme nature, nous allons donc étudier la série.
k
La formule trouvée a la question 3 permet de calculer les intégrales trouvée a la question 2.
L’encadrement devient
T < I < T
2/1+ ((k + 1)P7)2 2\/1 + (kPrb)?

1-8
T
Les deux cotés de ’encadrement sont équivalent a ETER par conséquent
nl=8

Ainsi, | L'intégrale Ig converge pour tout 3 > 1‘

FIN DE L’EPREUVE



