Lycée La Prat’s Vendredi 2 octobre 2015
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 2

Correction

Exercice 1 (PT 2015 C)

2 22 .%'2
fa(z) =en —— —1 et gn($):€_7+z_1

1) Vo € R, fu(—2) = ¢S — (=2)°

— 1= fu(x) donc f, est paire. De méme pour g,,.

Donc ‘ On peut réduire le domaine d’étude de f,, et g, a Ry ‘

2) a) PourzeR
fi(@) — g1(z) :€x2—$2—1—6_12—x2+1:2sh(x2)—2:c2

b) Pour tout t € R, ch (¢) > 1, donc en intégrant entre 0 et ¢ > 0, par croissance de 'intégrale,

sh(t) >t
Toujours penser d la méthode universelle : étudier la fonction. On pose h(t) = sh(t) —t et on dérive

suffisamment, comme dans [’exercice 13

Soit z € Ry. Comme 2 > 0, 2(sh (2%) — 2?) > 0 d’apres ci-dessus, ainsi d’aprés a)

c) fi1 et g1 sont € sur Ry car composées de fonctions €, et
Ve e Ry, filz) = 2xe”” — 20 = 2 (6332 - 1) et g1(z) = —2ze™* 421 = Qm(l - 6_12>

OrVu>0,e">1ete ™ <1, dou fi(z) >0et g;(x) =0sur Ry.

z 0 1 z 0 1
1(@)] 0 + gi(x)] 0 +
e—2 1
fi / 91 / €
0 0

e~27<3donce—2~07<1letl/e>1/3.
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3) a) fpetg,sont € sur R car composées de fonctions €, et
2r 2 2z 2x «? 2r _.2 2 2z
! =|Zxlen — ! = e w4 = 2
Ve eR, f )—Fen—;— n:z:(e 1) et gp(z) —e + -
b) De meme qu’au 2)c)
x 0 +o0 x 0 +o0
fa(@)| 0 + gn(@)| 0 +
In / 9n /
0 0

(-%)

c) fn et g, sont croissantes sur Ry d’apres ci-dessus et f,,(0) = ¢g,(0) = 0 donc

d) Soit = € [0, /n].

e D’apres c), fu(z) =en — T
n

2
Orx—+1
n

Vo €Ry fal@) >0 b gale) > 0]

2 2

z_

Et en passant a l'inverse (tout est > 0)

12 €T
e De méme, d’apres ¢), g,(z) =e n» + — —1

2
Orl—glL
n

> 0 car

2
n

|z] <

> 0 donc

en >

> 0 donc, en élevant a la puissance n,

> 0 donc

v/n, donc, en élevant a la puissance n,

x2

(i




DST

4)

b)

Finalement :

2\ " 2\ "
Vz € [0, v/n] (1‘1) <e—f2<<1+x)

L’inégalité de droite a été prouvée sur R, .

x
Soit z fixé dans Ry. Pour n assez grand, on a x € [0,+/n[, dott [1—— ] > 0, ce qui permet
n

22\" z?
d’écrire <1 — n> = exp (n In (1 — n)) Puis :
(1 - f) = exp (nln (1 - f)) = exp <n (—fj +o (i))) = exp(—z? + 0(1))

2 n
donc lim (1_:5) — e,

n—-+4oo n

2
x

Par ailleurs, <1 + > > 0 pour tout x et pour tout n, d’ou :
n

<1 + J:) h = exp (—nln (1 + f)) = exp <—n <aj +o0 (;))) = exp(—z? + 0(1))

22\ "
donc lim (1 + ) = e_x2.
n

n—-+4o00o
2\ " 2\ "
. xr . T .2
lim (1 — ) = lim (1 + ) =e *
n—-+4oo n n—-+4oo n

Soit € Ry. Comment commencer ? D’abord, les fractions, c’est le Mal : partir du résullat el essayer

Conclusion

d’obtenir une expression sans fraction. Suivre l'inspiration du moment (il y a plusieurs méthodes, ici), et

retourner le calcul dans le bon sens : conclusion en dernier.

() - (e

k=0

La formule du bindme s’écrit :

Or tous les termes de la somme sont positifs, et en ne gardant que les deux premiers on trouve

() 2 () ()G e

Ici tout est > 0, donc, en passant a l'inverse,

1+x2 7n< 1
n S 1422

1 1
On peut raisonner soit par équivalent : 22 ~ — en +oo donc..., soit directement.
r?  x?
X dx T
VX e Ry ——— = [Arctan (m)]g( = Arctan X —— —
14z X—+oo 2

too  dx T
Donc —— converge et vaut —
o 1422 2
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c) D’apres 3)d) et 4)a), pour tout x € Ry (remarque du 3)d)),

2 —n
e—$2< 1_|_‘T7 g;
n 1+ a2

+oo
De plus e~ > 0, et d’apres 4)b) / T

——— converge.
2
0 14z

+00
R P . . . o a2
Dong, d’apres le théoreme de majoration des fonctions positives, / e~ * dx converge
0

En intégrant la majoration ci-dessus entre 0 et 400, par croissance de l'intégrale,
+00 9
/ e ¥ dx <
0

Exercice 2 (Agro 2009, concours A, probléme II — corrigé UPS)
La quantité S, (f) est la n-éme somme de Riemann de la fonction f sur [0;1]. La fonction f étant continue
sur ce segment, un théoréeme du cours dit que

7
2

La suite (S, (f)) converge vers /1 f(t) de.
0

1) Application
a) Pour tout n > 1, on a

n—1 n—1
1 1 1 1
=Y =i L g on Vae[01], hz) = ——
“ kgok—l—n nk%:o(k‘/n)—l—l Su(h) ot z €[0:1], hiz) 1+z

donc, d’apres le résultat sur les sommes de Riemann rappelé a la question 0, on peut affirmer que
(up) converge et

lim u /1h(m) dx/ldx [ln\l—l—x\]lfan—O
" 0 - 0 1+2?_ 0 '

En conclusion,

‘ (up) converge vers In 2. ‘

b) Pour tout n > 1, on a

1 2n—1 1 1 n—1 1
tn Tt gtn = kz: 2%k + 1 +§Zk+n

=n k=0

_ ni:l 1 +7§ 1 en posant k = k' +n

N o 2K'+1+2n =2k +2n dans la premiere somme
2n—1 2n—1 2n—1

1 1 1

S Dy e -

=0 P + 2n =0 P + 2n =0 P + 2n
p impair p pair
donc
1
Vn € N¥, Up + o Un = Uzn.
. . L . 1
c) La relation de la question précédente nous dit que, pour tout n > 1, v, = ug, — iun

Or la suite (ug,) étant extraite de (uy,), elle converge vers la méme limite que (uy,), c’est-a-dire
In2. Donc (v,,) converge (comme combinaison linéaire de suites convergentes) et ’on a

limv, =In2 — §In2 = 51112.

En conclusion,

1
(vy,) converge bien vers 5 In 2.
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2) Développement asymptotique d’une somme de Riemann

a) La fonction f étant C*°, sa dérivée troisieme f (3) est a fortiori continue sur le segment [0;1]. Elle
est donc bornée et atteint ses bornes. Par conséquent,

IMeR, Vzel01], |fP)] <M.

b) i) Comme nous le suggere I’énoncé, appliquons la formule de Taylor reste intégral a la fonction
f sur Vintervalle [k/n;t] ot elle est de classe C3, ce qui donne

70 =1 (3) + (=) (5 + 5= 2) (5 + 55w a

Par suite, on a

t —u 2 "
018~ (- ) (8) - 25y ) - | [ G

Puis, comme, pour tout u € [k/n,t] C [0;1], (t —u)? > 0 et [f®)(u)| < M d’apres le résultat
de la question précédente,

/: (t—w” w)” " (u) du

2!

g/:(t_ggU)Q! " (w)| du </ (t;!“)QMdu:é(t_’“)?’M

n n

n

En conclusion,

-5 3) - (=) 5D PR < -2

ii) On voit immédiatement que

La primitive sur R de £ — (t - %)q qui s’annule en % est t — ?(t - %)qﬂ.
iii) On a
(k+1)/n k kN ., 0k 1 kN2 ., 7k
Lo o=s() = (=00 -5 )] @
(k+1)/n k (k+1)/n k (k+1)/n k
- ) [ ) [ )
1 k (k+1)/n k2
—if”(*) /k/n (t— E) de
(k+1)/n k n k24 (k+1)/n
_ /k/n Ft) at = £(=) e —f( )[ (t-7) }k/:
1 kyrl k37 (k+1)/n
-G 5E=7) LC/Z
_ (k+1)/n rk k1
= [ a0 (e Ca
donc

(h+1)/m 1ok 1 L ky 1k

L, a0 - 5m s (5) - on ()]
(k+1)/m 2 By ok 1, kN2 k

L bo=s() = (=07 () 5= ()] a
(k+1)/n K Ky ook 1, EN2 ok

/ 1= 1) = (=) () -5 -0) ()] @

(k+1)/n M 3
< /k/n F(t - E) dt d’apres «f

N
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Or
(k+1)/n \p kN3 M1 k47 (k+1)/n M
/,m -5 a=5Et-2 1. =@
donc
(k+1)/n 1 ./k 1 .,k " M
/k/n F(t) dt = ﬁf(ﬁ) B Wf (n) 6n3f ( ) = 24n4
1 1
c) On a - [ J— "
) / 7(t) dt = S0 (1) = 5-Su(S") 6nzsnaf )
(k+1)/n
o - 1!
=l rkt1)/n k , ik
= k;(/,c/ 1) d’f‘af<;) - 5oz (5) - 5! (n))‘
=l r(k+1)/n 1 ./k 1 k
< _ v o / 4
h k; /k/n f(#) dt nf(n> 2n2f (n) 6n3f ( )
n—1
M
<
< Z S d’apres b)
Or
"i M M M
= 24n4 24nt  24n3
donc
1 ! 1 4 M
_ = o < .
t) de Sn(f) QnSn(f) GnQS”(f ) = 94n3
d) Le résultat de la question précédente nous dit que, pour tout n € N*, on a
2 1 / 1 1 /1 ‘ 2 M M

Comme lim M/(24n) = 0, par encadrement, il vient
n——+o0o

‘ (en) converge vers 0. ‘

On en déduit immédiatement que, pour tout n € N*,

1 €n

! ]‘ ! 1
= [ 10 dt=5-8u() = 558" + T

et donc

_ /01 () dt — %Sn(fl) - ésn(f”) + 0<nl2)'

e) Si l'on applique le résultat de la question précédente & la fonction f’ (ce qui est licite puisque f’
est de classe C> donc C?), on obtient

= [ 70 dt = 550" = a5 ol )

n2

Or la suite (Sy( 1 ’)) est bornée puisqu’elle converge d’apres le résultat rappelé a la question 0,

donc
1

6an(f///) _ 0(%)7
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ce qui donne

_ /01 £1(t) dt — %Sn(f”) +0(%)-

. 7 . , N . . ETERPEEN
La fonction f” étant continue, le théoréme sur les sommes de Riemann (celui que 'on a utilisé a

la question 0) dit que
1
1 1/
Sulf") e [ 110 at

ce que l'on peut écrire

5.7 = [ 1@yt + o).

f) En combinant les trois derniers résultats encadrés, on obtient
5uf) = [ 50 ae— 5o ([ 70 at= s +o(2)) - grzsals +o( )
1 " 1
_ /Of(t t——/f dt+12 25(f)+o(ﬁ)
_ /Olf(t t——/f dt+122(/ F(t) dt + o(1 )>+o(nl2)
N /0 t_i/ T 12n2/0 f”(t)Ho(%)’

Sn(f)Z/Olf(t t——/f dt+122/f,, dt+0(1)

3) a) Nous avons déja signalé que

donc

1

Un = Sn(h) ou Vo € [O, 1] , h(:L‘) = T w.

En appliquant le résultat de la question précédente a la fonction h, on obtient

- /lh(t) dt—l/lh’(t)dH— ! /lh"(t)dt+o(1)
tn = 0 2n Jo 12n2 Jo n?

L dt 1

, 1
= m—%[h(mlﬂle 3 (@], +0<ﬁ>

1 1 41 1 1 1 1
[1n1+4(], - %[1+t]o+ el (1+t)2}0+0(ﬁ)

- 1n2+i+1612+ (%)

donc

un_1n2+i+1612+ (%)

b) On en déduit immédiatement que

1

donc
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c) Pour tout n > 1, les résultats des questions 1.c) et 3.b) donnent

Vn = g ;un_1n2+8i+641n2+ (%) (1n2+i+1612+ (%))
1 1
= 51112—74—0(?)7

donc
1

1)71—%1112:—64712 +O(%)v

ce qui donne

1
64n?

1
vn—51n2~—

FIN DE L’EPREUVE



