Lycée La Prat’s Vendredi 3 octobre 2014
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 2

Correction

Exercice 1 (CAPES 2009, partie I)

A. Intégrales de Wallis cette partic est extrémement classique, donc a connaitre.

Pour tout entier naturel n, on pose W,, = / * cos™t dt.
0

1) a) Soit n > 0. On effectue le changement de variable ¢ = g — U
Donc cos(t) = cos(m/2 — u) = sin(u) et dt = — du.

™

g 0
Wn:/2COSntdt:/ sin"U(—l)du:/Qsin”udu
0 3 0
n

Remarque : t est une variable muette, comme k dans Z Elle n’existe qu’entre / et dt.
k=0

% 5
Ainsi on peut réutiliser cette variable un peu plus loin : / sin u du = / sin™ t dt.
Jo Jo

Wl

Conclusion : |W,, = / sin™ ¢ dt
0

b) Woz/ildt:g et le/acostdt:[sint](?:l
0 0

Pour tout n € N, pour tout t € [0,7/2], cos™ t > 0. Donc par croissance de l'intégrale, W,, > 0.

Supposons que W,, = 0. Puisque ¢ — cos" t est continue, alors cos™ t = 0 pour tout t € [0,7/2],
ce qui est absurde (par exemple cos0 = 1).

Ainsi, ‘ W,, > 0 pour tout n € N. ‘

c) Soit n > 2. Effectuons une intégration par parties :
W, = /2 cos" tdt = /2 (cost) x (cos" ') dt
0 0

= {(sint) x (cos™ ™! t)}f - /Og(sin t) (—(n — 1)(sint)(cos™ 2 t)) dt

= (n—1) /Og(sin2 t)(cos"2t)dt = (n — 1) /02 (1 — cos®t) cos" 2t dt
= (n=DWha—(n—-1W,

Ainsi, pour tout entier n > 2, ‘an =(n—1)Wy_a. ‘

d) Posons, pour tout n > 1, u,, = nW,,W,,_1. Alors, d’apres la question précédente, pour tout n > 2,
Un = (an)Wn—l = (n - 1)Wn—2Wn—1 = (n - 1)Wn—1Wn—2 = Un-1

T
La suite (uy), est donc géométrique de raison 1 et de premier terme u; = WyW; = 7"

, . T
Par conséquent, | La suite u, = nW,W,,_1 est constante de valeur 5
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2) a) Pourtoutte [O, ;r}
0<cost<1

Donc pour tout n > 0, cos™t > 0 et

0 < cos" Tt < cos™t

En intégrant cet encadrement, il vient W, 11 < W, c’est-a-dire ‘ (W,,) est décroissante.

Soit n > 2. D’apres 1)c), nW,, = (n — 1)W,,_o. Ainsi, puisque (W) est décroissante,

—1 —1
z W%—lggn

W%—2::M4L<‘W%_1

Puisque Wy > 0 d’apres 1)b), il reste a diviser par W,,_; et constater que I'inégalité est vraie en

n—1 W,
n=1:|Pour tout n > 1, —— < —— < 1.
n W1
U
b) Rappel : Pour des suites non nulles au voisinage de +00, u, ~ v, <= lim — = 1.
Un
2
D’apres 1)d), nW,W,_1 = g pour tout n > 1. Donc W = —nW,, et 'encadrement de la
n—1 m
question 2)a) s’écrit :
n—1 2
<SnWigi
n T
2 s
Donc, par encadrement, lim —nt =1, c’est-a-dire Wﬁ ~ — et, comme W,, > 0,
n—+o0o T 2n
T
Wy o~y =—.
" 2n

B. Formule de Stirling

1) a) Pour tout n € N*,

Unt1 (n+1)le™tt pny/n n"\/n ( n >”+2
= = e= e
n+1

u,  (n+1D"Hyn+1 nle  (n+1)"n+1

1
Upt1 n \""2
Donc = e
Uy, n+1

b) Comme, pour tout n € N, n > 2, v, = 1n( tn ), d’apres 1)a)
Un—1

o=t () ) = (o a1+

Finalement : |v,, = (n — %) In (1 — %) +1

Comme on ne précise pas la formule a obtenir, du moment que vous avez simplifié les factorielles et un

peu débroussaillé le reste, ¢a va. Le but est de faciliter [’obtention du DL a la question suivante.

u?  ud

c) Comme le développement de In(1 — u) en 0 est In(1 —u) = —u — TR} + o(u?), il vient :

Up =
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. 1 1
Conclusion : | v, = ~ 192 + O(E)

11
12 ' n2’

1
Or Z 2 est une série de Riemann convergente (o =2 > 1).

d) D’apres la question précédente, |vy,| ~

Ainsi, par équivalent, la série E vy, est absolument convergente donc convergente.

Conclusion : | La série E vy, est convergente

n n
e) La série Zvn est télescopique : Z v = Z (lnug —Inug—1) =Inu, —Inuy = (Inw,) — 1.
k=2 k=2

Or cette série converge, donc ‘ (Inuy,), converge vers £ € R‘

Par continuité de la fonction exponentielle, | la suite u,, = en(un) converge donc aussi |, et sa limite
est K =ef > 0.
Comme K >0, lim wu, = K peut s’écrire u,, ~ K, c’est-a-dire

n—-+0o0o

nle™
~Y
n"\/n

La compatibilité des équivalent avec le produit nous donne

K

Up =

n! ~K<n>n\/ﬁ

e

2) a) Montrons que la propriété :

_ @)t
H(p) : W2p = (2pp')2 2
est vraie pour tout p > 0.
|
e Ho D’apres 1)b), Wy = g = (2000'!)27;, donc H(0) est vraie.
: (2p)!
o H,, = Hp+1 : Supposons H(p) vraie : Wo, = 222" Alors
2p+1 .
Wops1)y = Wappo = ngp (d’apres 1)c))
2p+1 2p)! ™ (2p+2)(2p+1) 2p)! 7w
= X —_ = X —
2p+2  (2rp!)? 2 (2(p+ 1)) (2rpl)? 2
2(p+1))!

(2Pt (p+1)1)?
Donc H(p + 1) est vraie.

e Conclusion : |Vp >0 Wy, =

m L (2eph)2 2 (2Pp!)?
2 2p+1 (2p)! ©  (2p+1)!
b) D’apres B.1)e),
pl~KpPe ™\ /p et (2p)! ~ K2p®e ?\/2p
Donc d’apres B.2)a)
2p)! m K(2p)*e*2pm K " 22p y p2Pt1/2 " e 2P " ™2 V27 [T
(2rp)22  (2PKpPe—P\/p)? 2 K2~ 22 " ptl T e 2 K Vd4p

2p
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V2
c) D’apres B.2)b), Wy, ~ % 4 . De plus, d’apres A.2)b), Wy, ~ 1/%.

T \/ 27
Dong, par transitivité, 1/ — / , et ainsi | K = V27

En conclusion,
n
n
nl~ |- 2mn
e

C’est ce qu’on appelle la formule de Stirling.

Exercice 2 (PT 2014, partie II)
1) Continuité, dérivabilité :
La fonction g est continue et dérivable sur ]0, 1] comme composée de fonctions ¢ sur |0, 1].

En 0, par croissance comparée, lim+ g(z) = lim xlnx =0 = ¢(0), donc g est continue en 0.
z—0

z—0t
—¢g(0
@00
€T — z—0t

De plus

En conclusion, ‘La fonction g est continue sur [0, 1], dérivable sur |0, 1] mais pas en 0.

De plus, la courbe 4, admet une tangente verticale en 0.
Variations : Pour tout = €]0,1], ¢'(z) = (Inz) + 1.

x 0 et 1
J(x) - 0 + 1
0 0
; \ /
—671

Pour vérifier vos calculs, par exemple le signe de la dérivée : tester quelques valeurs, par exemple ici v = 1 (qui

sert pour tracer la courbe, en plus).

9()

N

2) D’apres le tableau de variation précédent, inf g(z) = —e ' et sup g(z) = 0.

z€[0,1] z€[0,1]
Donc | M = sup |g(z)| existe et M = max (| inf g(x)|,| sup g(m)‘ =e !
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]

St on ne nous demandais pas la valeur du mazximum, nous aurions pu nous contenter d’appliquer le théoréme
« |g| continue sur le segment [0,1] donc est bornée et atteint ses bornes ».
3) Comme g est décroissante sur [0,e7'], —g est croissante sur cet intervalle.

Montrons que, sur |0,e" 1], z < —g(z) :
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Soit h(z) = x+g(z), h est dérivable sur |0, 1] d’aprés 1) et h'(z) = 1+¢'(z) = 2+1nz. D’ott le tableau

z |0 o2 o1

e limh =0
0 W(z) - 0 + 1

e heTH) =0

Donc Vz €]0,e71], h(z) <0, c’est-a-dire z < —g(z).
Montrons par récurrence que la propriété :

Hp: to<tp <tppr <e !

est vraie pour tout n > 0.

o o : D’aprés ci-dessus, © < —g(x) sur 0, e~ '] donc en particulier pour to. Ainsi tg < —g(to) = t1.
De plus, d’apres le tableau de variation de g, Vz € [0,1], —g(z) < e . Donc t; < e ?
Finalement : to < to < t1 < e !, et Ho est vraie.

o H, = Hpy1 : Supposons Hn vraie : tg < tp <tppr <et

—  —g(to) < —g(tn) < —g(tns1) < —g(e™!) (en appliquant —g, croissante sur ]0,e ')
= t1 <tpg1 Stnpp <e
— to <t <tnp1 Stogp <€ (Ho)

Donc H,41 est vraie.

-1

e Conclusion : |Vn >0 to <tp <tpg1 <
4) Soit f: I — R, dérivable sur I, avec |f'| < M sur I. Alors

V(a,b) € 7 |f(b) = fla)| < M\b— al

1
5) La fonction g est dérivable sur I = [tg,e '] C R*, et ¢"(z) = —. De plus, sur I, |¢"| < e
0
Ainsi, pour tout réel = € [to, e_l], I'inégalité des accroissements finis pour ¢’ entre x et e~ ! s’écrit :
_ 1) -
g ~g@)|< e —af
to
Or g’(e_l) =0et ‘6_1 — m’ =e 1 —2 >0, donc en enlevant les valeurs absolues :
1 1
—— (6_1 - x) < —¢'(z) < — (6_1 - $>
to to

D’apreés le tableau de variation du 1), ¢’ < 0 sur I, donc finalement

Puis en intégrant entre x et e ! (attention & Uordre des bornes : x < e ')

—1 e~ 1

0< gl tglw)= [ —gwa< [

T tO t(]

Donc, en prenant des valeurs absolues :
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6) Soit n € N*. D’apres 4), t,, € I = [to, e ]. Donc, d’apres 5), avec © = t,,,
|t — e_1|2

tni1 — e Y = |g(tn) — gle )| <
2tg

Montrons par récurrence que la propriété :

L an
e —1t
Ho:  |tn—e ' <2t <0>

2tg

est vraie pour tout n > 1.
e H; est I'inégalité précédente pour n = 0 (un carré est toujours positif).
e H, = Hp+1 : Supposons H,, vraie. D’apres ci-dessus,

(tny1 —e ')’

tpyo —e 1 <
tn2 — €| 2%

Donc en appliquant 'hypothése de récurrence :

n 2 n
1 1 o to 2 . (2t0)2 o to 2 . o to
’tn+2 —e ‘ < — (2| ——— = =2 | ———
2t9 2t A 2t0 2t

Donc Hy41 est vraie.

271
-1
e —t
e Conclusion : |Vn > 1 Itn — et < 2t <0>
0

-1

e 1 1 1 1 e —ty)”
?,e* yjto—e | <ze <e " <1.Donc lim | ——— =0.

n—-+4o0o

[SSIR )

7) Comme ¢ty € ]

D’aprés 6), par encadrement, lim |t, — e !| existe et égal 0.
n——+0oo

-1

En conclusion | La suite (¢,),, converge vers e

Exercice 3 (PT 2014, partie IIT)

1) Dans les conditions posées par ’énoncé :

B ) e [
n kzo@ “ n “ n—+o00 QO

Les bornes du E peuvent étre décalées d’un nombre de termes constant par rapport a n sans changer le résultat,

on peut par exemple sommer de 1 an ou de 0 a n au lieuw deQ an—1 ...
2) En prenant a =0, b=1et ¢ : t — In(1 +¢), le résultat de la question précédente donne :

lim Zln(l—i— ) /m +t)dt =[(1+t)In(1+1) — (1+1)]; = 2In(2) — 1

n—+oo n

D'ou :

k

nllinmﬁ Z In ( ) =2In(2) -1

4"nn!
(2n)!

1/n
3) Notons z,, = < ) . Et calculons :
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In(z,) = - In k:;n
IT*
k=1
1 n 2n
= — <Zln(4nk‘) - ln(k:))
" \e=1 = o
= 2In(2) +In(n) + E (Z In(k) = > ln(k))
" \k= f=1

= 2In(2) — 1 (Z(ln(/{: +n)— ln(n))>

n k=1
= 2In(2) - % (Z In(1 + f))
k=1

D’apres la question précédente (In(x,)) tend vers 1 et donc, comme la fonction exponentielle est
continue, (x,) tend vers e.

Conclusion :

I 4" o

Exercice 4 (E3A MP 2014, Exercice 1II)

On introduit la suite (uy,), définie par

1 g
VneN o, = / ——=dz
0 1+
1) Variations de (up)n

Soit n € N. Par linéarité de U'intégrale (pas vraiment nécessaire, c¢’est plus pour meubler),

1 xn—i—l 1 " 1 "
U — Uy = —dz — 7dx:/ —(x—1) dx
wil T o /om /0 T+a @
——

=0 <0

Dong, par croissance de l'intégrale, u, 11 — uy < 0.

Conclusion : ‘La suite (up), est décroissante.‘

Limite de (up )y, :

Sur [0,1], z est positive, décroissante, majorée par 1, donc

1
V1t

1
dx =

0<“"<<Sup =TT o

1 /1 "
—_— T
z€]0,1] V1+l‘> 0

Donc, par encadrement, ‘La suite (uy), est convergente vers O‘

2) Soit n € N. Effectuons une intégration par partie :

1 11 1 1 1 gntl
F Dy, = [(1 4 2) "M 2zm ! _/ (14 )l 1ntl g :7+7/ d
(n+1u [( x) T }0 ; 2( x) T T ; 7( o) T
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1 gntl
3) La suite v, = / —————— dz converge vers 0 par encadrement :
) n 0 (\/m)g g p
0< / ' ! gy <
- - <
SJo (V1) n+2 notoo
—_——
0< . <1
Par conséquent ’égalité du 2) s’écrit :
(n+ Dt = = + o(1)
n Up, = —= + 0
n \/§
En divisant par n et en passant aux équivalents, il vient
1
Uy, ~ ——
" n\@

4) Effectuons une intégration par parties dans 1’égalité obtenue au 2) :

n n $n+1
(n+2)(n + 1)uy, (n+2) 1/01(+2)

_|_
VRN SV
_ (n+2) 1 3/2,, n+2 5/2,,n+2
= 7 -1-2[(1—1—1‘) 0 2/— (I+z)” dz
( +2) ! 5t /
= n —_— [
1+a:
Conclusi ! ! t
onclusion : | a1 = —(=, ap = —= et ag = -
1= 22T A 3= 7
1 l,n-i—?
5) De méme qu’en 3 etenl,/ ————dx =o(1).
) aven 3) et en 1), [ T da = o)
En divisant par (n 4 1)(n + 2) dans 1’égalité obtenue au 4), il vient :
1 1 n 1 1 n (1)
Up = —= ol —
"V2n+1l 0 4/2(n+1)(n+2) n?
1 1 1 1 1 1 1 1 1
O e — = — 1—— - = - — — —_—
f n+1 n(l—}—}@) n( n+0<n)) n n2+0(n2>
1 1 1 1 1 1
Et - = S| — :—(14—0(1)):—4—0(—)
2 2 3 2 2 2 2
n?+3n+2 n (14_(”4_”2)) n n n
N 1 /1 1 1 1 1 1 1
Dot Un = \@(n—na”(ﬁ)) 4f< (2>)+0(n2>
1 1 151 1
-t s we @)
1 3
Dou|la=—4et =——x
YR

6) Montrons par récurrence que la propriété :

k 1
DU = a - *®) (2 - €L
i, on pzl(n+1)..p.(n+p)+( 1)k/ogk()(n+1)...(n+l~c)d

oll ay, = (—1)P"1g®P=D (1), est vraie pour tout k >0
P ( ) g ) p
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e Hy : La forumle ci-dessus avec k = 0 nous donne :

v —/1 x"g(x) dac—zo: r —I—(—l)o/1 2" 090 (2) da
LI C~(n+1)...(n+p) 0 g

—1 -

somme vide : =0

Donc Hy vraie.

o Hj; = Hjy1 : Supposons Hy vraie et effectuons une intégration par partie.

1

(—1)’“/1 ) (a) etk i = |c1t®i) kL
o T Ty k) T S ) T Rt k1,
o L s pntktl i
( ”k/o @ ey R ¢
(1)) 1
= ngk(1)(n+1)...(n+k)(n+k+1)
+(—1)’“+1/l (k1) () A dz
07 (mtl)...(ntk+1)
Donc
) L SR [t
"2y 1) (ntp) o7 (ntl).. . (ntktl)

p=1

c’est-a-dire Hj1 est vraie.

n+k

« ! L
lusion : | VE > o P _lk/ (k) d
e Conclusion : |VE >0 v ;(n+1)."(n+p)+( ) 0 7 (m)(n+1)...(n+k) !

Soit p € N.
La fonction g est de classe € donc ¢g'P) est continue sur [0, 1], par conséquent |¢®)| est bornée et
atteint ses bornes sur [0,1]. Soit M € R un majorant de |¢®)|. Il vient, comme au 1), au 3) et au 5),

1 1
< / ‘g(p) (x)x"ﬂ” dz < M/ 2P dr = M >0
0 0 n+p+1 n=too

1
/ ¢P) (2)z"tP dz
0

1
Donc / g®P)(2)2"*P dz = o(1). Par conséquent,
0

k o 1
”":Z(n+1)...(n+p) +O(ﬁ>

p=1
. 1 .
En effectuant un développement de comme au 5), on trouve un développement de
(n+1)...(n+p)
v, de la forme
=
— =P _
Un = = npb + O(nk>

De plus a1 = 31 = g(o)(l) = ¢(1) et, apreés un développement identique & celui du 5), fo = as —ay =
/
—g (1) —g(1).

FIN DE L’EPREUVE



